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Avant-propos 





À nos lecteurs, 


En écrivant cet ouvrage, nous avons voulu apporter aux étudiants un outil de travail efficace et nous 
espérons qu'au fil des pages, ce livre les aidera à développer leur goût pour l’étude de la physique et de 
la chimie. 

Conforme au programme de CPGE, il en aborde tous les contenus et rappelle souvent au lecteur les 
points sur lesquels le programme met l’accent ou les compétences explicitement exigibles qui doivent 
être parfaitement maftrisées. Nous n’avons fait l’impasse sur aucune notion prérequise, n’hésitant pas à 
rappeler des notions théoriquement abordées au lycée. Mais parce qu’un étudiant est aussi un futur ingé- 
nieur, un futur chercheur, voire un futur enseignant, 1l ne saurait apprendre sans comprendre. Parce qu’à 
ce niveau d’étude, la formation se doit de répondre à toutes les curiosités, 1l nous a semblé indispensable 
d’élargir parfois notre propos, toujours dans le souci de faciliter l’apprentissage des contenus. 

Nous avons été confortés dans notre démarche de deux façons. D’une part, les recommandations 
des plus hautes autorités scientifiques nous y incitent, comme on peut le lire dans ce communiqué de 
l’Académie des sciences du 27 mai 2015 : «L’Académie des sciences est convaincue que les professeurs 
auront à cœur d’interpréter ces programmes de la manière la plus libre possible et qu’ils sauront trans- 
mettre de véritables contenus ambitieux, en les adaptant à chaque classe. » 

D'autre part les sujets de concours des nouveaux programmes ont souvent introduit des notions que 
les candidats ont dû découvrir au moment de l’épreuve. Il ne fait aucun doute qu’il sera toujours plus 
facile et moins stressant de se pencher sur des notions déjà abordées, même superficiellement, que sur 
des concepts totalement inconnus. 

Nous tenons nos étudiants en haute estime, la grande majorité d’entre eux est désireuse de progresser 
et disposée à fournir le travail nécessaire. Aussi, nous semble-t-1l de notre devoir de leur apporter les 
outils nécessaires. À travers un cours concis, mais rédigé complètement, des exercices ciblés sans profu- 
sion excessive, des points méthodes pragmatiques et concrets et des corrigés parsemés de conseils, nous 
n'avons rien négligé du plus simple au plus complexe. Nous espérons ainsi que les élèves, quels que 
soient leur profil et leurs capacités, trouveront dans ce livre de quoi travailler avec efficacité. Par ailleurs, 
bien qu’axés sur le programme de CPGE, les contenus développés et les méthodes mises en œuvre sont 
ceux qui sous-tendent la plupart des cours de physique et de chimie (à l’exception de la chimie orga- 
nique) des deux premières années d’enseignement supérieur scientifique, aussi sommes-nous convaincus 
que des étudiants d’autres horizons peuvent largement en tirer profit. 

Chez tous nous espérons éveiller le plaisir de comprendre, à tous nous souhaitons une brillante réussite. 

Nous ne saurions clore cet avant-propos sans un mot à nos collègues qui encouragent leurs étudiants 
à se constituer une bibliothèque scientifique de travail. Nous espérons que cet ouvrage fera partie de 
leurs recommandations et, d'avance, nous les remercions de nous faire part de tous les commentaires qui 
pourraient nous aider à l’améliorer. 


Les auteurs 


Des questions ? Des suggestions ? Contactez l'équipe d'auteurs à l'adresse suivante : 


exosresolus.prepas@gmail.com 
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Reussir 


en physique-chimie 





Cet ouvrage a été pensé dans le but d'aider l'élève en CPGE, mais aussi l'étudiant en licence ou en 
école d'ingénieur postbac, à réussir en physique-chimie. En voici la philosophie. 


1. Vivre le cours 
En général 





Qu'il soit présenté au tableau ou au vidéo projecteur, assorti ou non de documents, le premier cours est 
celui du professeur. Il faut le suivre attentivement et prendre un maximum de notes. Nombre d’étudiants 
sont totalement passifs en classe et ce d’autant plus qu’ils disposent d’un polycopié « où 1l y a tout ». 


Propriétés 


La rentabilisation du temps passé en classe exige une attitude active : 


prendre des notes, même s’il y a un polycopié = gain de temps dans la mémorisation, 
faire les calculs en même temps que le professeur = gain de temps dans l’apprentissage, 
poser des questions, noter les réponses = gain de temps dans la compréhension. 





% Utiliser cet ouvrage 


Comme tous les professeurs, nous avons fait des choix dans la façon de présenter, de regrouper, de 
séparer les notions abordées. Lorsqu'une notion utile figure ailleurs ou qu’un exercice constitue une 
illustration intéressante, un renvoi précis y fait référence. 


ms POINT MÉTHODE 


= Exploiter son cours écrit en l’annotant au fur et à mesure de sa relecture, en indiquant les points qu’il 
semble utile de retravailler, ou qui ont paru trop rapides, puis les rechercher dans cet ouvrage grâce : 
% au sommaire p. 4 à 8 qui recense les notions abordées, ce qui permet de les trouver rapidement, 

à l’index p. 664 à 668 qui liste tous les termes simples ou complexes pour approfondir sa recherche. 


2. S'approprier le cours 
En général 
Un cours s’apprend, c’est une évidence, pourtant la plupart des étudiants de ce niveau, en général plutôt 


bons élèves (sans trop d’efforts) au lycée, ne savent pas apprendre un cours. Le lire et le relire est tota- 
lement insuffisant comme l’ont montré de nombreuses études scientifiques. 


Propriétés 


Une exploitation rentable de son cours exige de : 


æ le réécrire : schémas complétés, plan mis en évidence, définitions et théorèmes encadrés. 
le refaire : démonstrations, schémas de principes, exercices d’application directe... 
le résumer : repérer ce qui est essentiel, faire des fiches pour ses futures révisions. 
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Réussir en physique-chimie 





Utiliser cet ouvrage 


Cet ouvrage présente un cours concis, complet et rédigé pour apporter tous les éclaircissements sur ce 
qui « coince » (même s1 en classe tout semblait clair). Nous l’avons conçu comme un moyen dynamique 
de travailler grâce à de nombreux repères visuels. 


Définitions 
= Les encadrés bleus indiquent l’essentiel des concepts : des définitions pour maîtriser les objets 


d’étude et les outils, des énoncés (théorèmes ou principes) pour identifier les fondements du raison- 
nement, des propriétés pour comprendre le comportement des systèmes étudiés. 


= Les termes en gras sont essentiels : 11 faut connaître impérativement leur définition rigoureuse. 


= Des tableaux récapitulatifs résument ou réunissent les connaissances à associer pour synthétiser et 
trier les concepts, faire le parallèle entre les systèmes, classer et structurer les phénomènes. 


= Des points méthodes insistent sur les aspects délicats ou explicitent les outils à maîtriser. 





= Les items sous les encadrés aident à les comprendre, précisent les situations particulières, les condi- 
tons d’application, donnent des exemples, des élargissements. Il ne faut pas en négliger la lecture. 


ms POINT MÉTHODE 


= Faire une liste des termes en gras du chapitre et s’entraîner à les définir. Les mots (techniques ou 
courants) sont les briques du raisonnement. Rédiger une définition signifie s’exprimer dans un fran- 
çais aussi rigoureux que le sont les sciences (à bannir définitivement : « c’est par exemple quand »). 
= Lister encadrés et points méthodes et construire une fiche de résumé de cours personnalisée. 
| 


3. Préparer la colle 
En général 
La colle vise à inciter l’élève à apprendre régulièrement le cours et venir en colle sans le connaître est 


un gâchis de temps et de moyens. Il est d’ailleurs dommage que la plaisante orthographe (khôlle) de cet 
avantage accordé au taupin ait évolué en un fade et négatif vocable (colle). 


Propriété 


La colle est une chance énorme et un outil de progression dont 1l faut profiter. Elle doit être l’occasion 


de vérifier rapidement que l’on connaît l’essentiel du cours, elle permet de bénéficier d’un professeur 
qui corrige ou précise quelques détails et de s’entraîner sur des exercices et à la pratique de l’oral. 





Utiliser cet ouvrage 


Pour en optimiser la préparation, des encadrés verts figurent en fin de chaque chapitre. 


Ds, VERS LA COLLE ce 


Questions de cours 

m Certains concours pratiquent la question de cours à l’oral. Les questions proposées sont concises, 
adaptées à l’oral. Une trame de points à aborder engage le lecteur à poser les problèmes, organiser ses 
idées, enchaîner les énoncés et les résultats avec logique, en suivant ce fil conducteur. Couvrant tout le 
programme, 1ls constituent aussi un outil efficace de révision (devoir ou concours). 
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s Une fois le cours appris (ou si l’on croit qu’il l’est..….), 1l faut rédiger ou présenter les réponses aux 
questions proposées en traquant sans pitié les zones d’ombre ou les raisonnements fumeux. 


Erreurs à éviter 


= Certaines erreurs sont récurrentes, nous les avons recensées pour les éviter à nos lecteurs. 


Quelques «trucs » utiles 


sm La colle est aussi souvent l’occasion de découvrir quelques petits « trucs » de résolution ou de 
méthode, que le professeur n’a pas toujours pu aborder en cours (ou qu’on n’a pas jugé utile de rete- 
nir..…). Faciles et pragmatiques, ces astuces sécurisent pour l’approche de certains points délicats. 





J'entends et j'oublie, je vois et je me souviens, je fais et je comprends. CONFUCIUS (551-479 AY. JC) 


DEEE 


1. Les différents types d'exercices 
En général 





Il faut faire des exercices, c’est évident, savoir lesquels l’est moins ! Il existe plusieurs types d’exercices qui 
ont tous leur utilité, à condition de savoir les identifier et de les travailler au moment opportun. 


% Utiliser cet ouvrage 


Le nombre d’exercices de cet ouvrage est volontairement limité, car, classiques, originaux ou tirés des 
sujets de concours, ils ont pour but de soutenir le lecteur, pas de le décourager par leur multitude. Une 
résolution utile consistera à les rédiger « pour de vrai », de façon à s’entraîner aux conditions réelles. 


Définitions 
= Un exercice d’application directe du cours fait partie intégrante du cours et de son apprentissage 
(il est souvent présenté en classe par le professeur). Certains sont explicitement au programme. 


= Un exercice académique est un incontournable, son but est de mettre en œuvre des méthodes 
classiques, générales et systématiques de résolution, qui s’utiliseront dans de nombreuses situations. 
L’énoncé est assez bref, s’appuie plutôt sur des systèmes idéaux avec peu d’applications numériques. 


z Un exercice d’entraïînement est un exercice assez répétitif dans les outils, mais qui se penche sur 
des situations diverses. Tous les professeurs de CPGE en distribuent de longues fiches à leurs élèves. 


a Un exercice de synthèse est souvent plus difficile, il présente des systèmes complexes, nécessite 
de mettre œuvre plusieurs méthodes, voire plusieurs parties du cours. 





2. Faire VRAIMENT un exercice et en tirer parti 
En général 

Nombreux sont les élèves qui enchaînent les exercices au brouillon, avec le corrigé sous les yeux, en 
bâclant la rédaction et la présentation. Inutile de se fatiguer, ça ne sert absolument à rien, sauf à donner 
l'illusion trompeuse de travailler et à perdre beaucoup de temps. Il faut en faire moins, mais 1l faut les faire 
bien : entièrement, avec les blocages sur les difficultés, les erreurs, les « tourner en rond » et autres crises 
d’énervement. La finalité est le concours (ou l’examen) : 1l n’y aura n1 corrigé, n1 cahier, n1 professeur, 
n1 internet ce jour-là. Le corrigé est pour plus tard. IT faut essayer, essayer encore, et en cas de résistance, 
résister farouchement à la tentation du corrigé (même juste un coup d’œil), mais plutôt retravailler le point 
de cours associé, un exercice plus simple, puis reprendre encore l’exercice. 
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Utiliser cet ouvrage 


Énoncés et corrigés sont clairement identifiés par des fonds de couleur, des renvois de pages pour aller 
vite à ce qu’on cherche. Souvent le cours précise un numéro d’exercice en rapport avec le point traité. 
Quand l’exercice a été vraiment travaillé, la lecture du corrigé devient pertinente. Il ne faut pas le survo- 
ler en ne vérifiant que les valeurs numériques. Nous avons émaillé ces corrigés de commentaires « bien 
comprendre » qu’il faut prendre le temps de lire, même s1 on pense avoir compris, car un détail important 
a pu être négligé, un piège évité uniquement par chance. Des méthodes de résolution y sont explicitement 
mises en évidence, que le lecteur pourra reproduire dans bien des exercices. 





Bien comprendre 





Il faut savoir identifier les difficultés classiques et apprendre à les contourner, faire des liens entre les 
sujets. C’est 1c1 qu’une difficulté récurrente, classique, insidieuse, qu’il faut dompter, est expliquée. 





ms POINT MÉTHODE ns 


= [1 ne faut pas négliger les exercices simples, tenter un exercice compliqué sans maîtriser le facile est 
une perte de temps qui peut décourager. Par ailleurs, s1 les exercices d’application directe du cours posent 
difficulté, c’est que le cours n’est pas acquis. Les énoncés y sont volontairement concis, on attend d’un 
étudiant qu’il sache présenter sans aide ce genre de problème et sa solution. 


s IMPORTANT : Aucune donnée qui figure dans la base de données (constantes fondamentales et 
grandeurs usuelles) p. 651 à 657 n’est rappelée dans les exercices. Il est essentiel d’en connaître un 
maximum, cela fait gagner du temps et donne des ordres de grandeurs pour répondre à des questions 
ou analyser ses résultats. Savoir identifier les grandeurs nécessaires est efficace pour dominer la 
résolution d’un exercice. Les rechercher, voire les connaître par cœur est particulièrement rentable. 


= Le nombre de chiffres significatifs dans les résultats n’est pas nécessairement celui de la donnée la 
moins précise, comme martelé au lycée. En effet, si la notion de chiffres significatifs est essentielle 
dans une mesure réelle, en exercice on n’y attache pas une importance excessive. Il n’est pas pertinent 
si une donnée est P = 1 bar de mettre tous les résultats avec un seul chiffre significatif. Inversement, on 
ne donnera pas les 12 décimales de la calculatrice ! On fera preuve de discernement et d’intelligence, 
généralement, exprimer un résultat avec 2 ou 3 chiffres sera le plus approprié. 





La connaissance s’acquiert par l’expérience, tout le reste n’est que de l'information. ALBERT EINSTEIN 





[TT Méthodes générales utiles en physique-chimie 


1. Poser le problème 


Trop d’élèves, bien que volontaires et travailleurs, n’ont aucune méthode pour résoudre un problème. Ils 
pensent que, sous prétexte de concours ou d’énoncé long, il faut aller le plus vite possible dans les calculs pour 
gagner du temps et faire un maximum du sujet. Même s’il ne s’agit pas de lambiner, cette stratégie est vouée 
à l’échec. Poser le problème, c’est s’assurer que l’énoncé a été bien lu, sans omission, c’est s’imprégner du 
sujet (indispensable en concours), c’est dessiner un chemin vers la solution, c’est prévoir les étapes incontour- 
nables, bref, c’est maîtriser son destin. Il est donc temps de s’approprier une (vraie) méthode de résolution. 


Une petite image pour le comprendre : un alpiniste qui souhaite escalader un sommet prépare son expédition, 
étudie la météo, repère un trajet optimal, choisit son matériel avec soin avant de se lancer. Si un prétendant 
à l’escalade néglige ces précautions et fonce sur la montagne, 1l risque la catastrophe et n’arrivera jamais au 
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sommet. Il en va de même pour un exercice, l’entamer par la première formule qui tombe sous la main est une 
erreur aussi grave que fréquente. Dans le tableau qui suit, la démarche, qu’on pourrait appeler de l’alpiniste 
chevronné, apparaît clairement. Tout autre domaine de la physique ou de la chimie pourrait y être ajouté. 


THÈME ÉLECTRICITÉ MÉCANIQUE THERMODYNAMIQUE 


Poser le problème hénadordt Schéma du dispositif, nature des 
Schéma du problème, parois des enceintes, pressions, 


: / | axes du référentiel, températures, volumes, … 
Grandeurs utiles sur le schéma avec notations nn ) | ) 
ent os base de projection, forces, Schéma synoptique des états 


Valeurs numériques | . données (dimensions, angles...) | successifs du système et des 
Notations choisies Paramètres du circuit 


Schéma Tensions et intensités définies 


transformations 


Cadre ARQS Nature du référentiel, définition Réversibilité 
ou hypothèses Résistances négligeables du système, frottements des transformations, 
de travail négligés, conditions initiales 


Outils 


Conditions initiales Choix du système 


Relations entre les grandeurs Vecteurs cinématiques (fermé en général) 


Appliquer une loi Loi des nœuds PED (TRC ou TMC) É° Principe 


physique Loi des mailles Théorème énergétique 2" Principe 


Calculs Les enchaîner avec rigueur, liens logiques, sans précipitation, mais sans multiplier les étapes 


Equations différentielles des Equations différentielles, Travail ou chaleur échangés, 
Résultats grandeurs électriques, régimes, équations horaires, énergies, | rendement d’une machine, bilan 
gains, déphasages, périodes. nature des mouvements. énergétique ou entropique 


L’équation ou le comportement du système est-1l conforme à mes prévisions ? Puis-je le ramener à 
Analyse un autre système connu ? Les signes sont-ils cohérents ? Les valeurs numériques sont-elles perti- 
et conclusion nentes ? Comment tel paramètre agit-1l sur le système ? Que se passe-t-il s’il varie, si je le néglige ? 
Puis-je comparer ce système à un autre connu ? À un exemple concret du quotidien ? 





2. Les mathématiques, langage de la physique 


La physique et la chimie utilisent les mathématiques pour formuler les questions, traduire la pensée, 
résoudre les problèmes, structurer la description des systèmes, synthétiser les idées fondamentales ... On 
ne peut pas progresser en physique-chimie sans le support des mathématiques et du calcul. Les plus 
grands scientifiques l’ont répété. Le scientifique peut être amené à utiliser des concepts mathématiques 
très sophistiqués, voire à initier le développement de théories mathématiques inédites pour les besoins de 
sa cause. Bien plus modestement, au niveau des premières années d’études supérieures, les mathématiques 
utiles au scientifique sont clairement identifiées. Les outils mathématiques utiles au propos sont brièvement 
rappelés en début de chaque chapitre. Ils se déclinent en quelques domaines bien identifiés. 


ms OUTILS MATHÉMATIQUES vx 


= Calcul différentiel : dérivation, différentiation, opérateurs (gradient...), fonctions usuelles, fonctions 
de plusieurs variables, développements limités. 


2 Calcul intégral : primitives, intégration, équations différentielles, intégrales simples et multiples. 
= Calcul vectoriel : produit scalaire, produit vectoriel, projection de vecteurs, bases de coordonnées. 
2 Trigonométrie : fonctions, formules utiles, cercle trigonométrique. 


= Nombres complexes : propriétés des nombres complexes, exponentielle complexe, plan complexe. 
EEE 








_ _— 
_ _ Ji _—_ ns en E man _ _ 
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Le physicien, comme le chimiste, fait confiance au mathématicien pour lui fournir des outils appropriés. 
Pour autant, leur signification ne doit pas être méconnue (par exemple : la dérivation comme moyen de 
comprendre les variations d’une grandeur, l’intégration comme moyen d’effectuer une somme continue). 
Il faut aussi comprendre que le physicien manipule des grandeurs physiques qui prennent sens dans la 
réalité et qu’un assouplissement de l’exigence mathématique lui est indispensable : par exemple, la pres- 
sion P dans l’atmosphère peut s’étudier selon l’altitude z ou selon la température T. Parce qu’il s’agit de 
la même grandeur physique, le physicien écrit P(z) = P(T), ce que le mathématicien récuse. 


3. Se réconcilier avec le calcul 


Le calcul, autrefois meilleur ami du taupin, est devenu sa bête noire, son pire ennemi, alors qu’il est 
notre plus grand allié, notre secours permanent vers la solution. Il n’est que technique, donc maîtrisable. 
Autrement plus difficile et subtile est l’analyse physique d’un problème. Les programmes tendent à 
dispenser les élèves du calcul, voire à leur en interdire l’accès. C’est aussi improductif que d’interdire à 
un basketteur professionnel de sauter ou à un musicien de lire une partition... Par ailleurs, la physique 
est une science qui explique la nature et les calculs doivent être rédigés, enchaïînés par des liens logiques 
et justifiés. Nous croyons à la vertu de l’exemple, aussi proposons-nous des corrigés rédigés, avec des 
calculs bien lisibles et ordonnés, afin que le lecteur puisse s’en inspirer pour présenter ses copies. 


4. Les bons réflexes 

” Rédaction : La physique-chimie s’explique dans un français d’autant plus clair qu’elle est bien 
comprise. Les rapports des jurys de concours insistent régulièrement sur l’importance de rédiger 
soigneusement. 

 Schématisation : La traduction d’un énoncé par un schéma reste le meilleur moyen de le comprendre 
et le point de départ le plus efficace de la résolution. 

 Notations : Elles doivent être parlantes, et, dans le cours, nous les avons systématisées (parfois en 
les alourdissant) pour qu'aucune ambiguïté ne subsiste, en particulier dans l’apprentissage des formules. 
Dans les exercices, cependant, les notations sont variées, car on doit s’adapter à tout choix d’un énoncé. 
» Homogénéité et équations aux dimensions : À employer sans modération ! C’est un moyen puissant 
de trouver des réponses, de repérer des erreurs et de les corriger. 

Calculs d’ordres de grandeur : Ils donnent rapidement un résultat numérique sans perdre de vue son 
objectif. Ils permettent de vérifier rapidement un calcul et de détecter de nombreuses erreurs. 
Structure et rigueur : Le raisonnement se construit grâce aux lois de la physique, dans le respect de 
la logique mathématique et le cadre de la rigueur scientifique. 

Pertinence et culture générale : Tout résultat demande à être analysé et sa pertinence, dans le cadre 
du problème ou au-delà, ne doit faire aucun doute. Une bonne culture scientifique est alors indispensable. 


On fait la science avec des faits, comme on fait une maison avec des pierres. 
Mais une accumulation de faits n’est pas plus une science qu’un tas de pierres n’est une maison. 
HENRI POINCARÉ (1860-1912) 


En conclusion 


Percer les secrets des lois de la nature est le but de la physique. Il n’est de grand scientifique qui ne 
s’émerveille de la richesse intérieure qu’apporte cette recherche. C’est pourquoi, si nous n’avions qu’un 
seul conseil à donner au lecteur, ce serait d’être curieux de l’Univers qui l’entoure..….! 


L’ultime but de la science est de fournir une théorie unique qui décrive l'Univers 
dans son ensemble. STEPHEN HAWKING (1942- ) 
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Les systèmes oscillants sont fréquemment rencontrés dans tous les domaines de la physique (méca- 
nique, électricité, physique atomique, thermodynamique...). Très souvent, l'étude du comportement 
d'un système au voisinage d'une position d'équilibre stable conduit à une évolution de type « oscil- 
lateur harmonique » que l'on étudie dans ce chapitre à partir de l'oscillateur mécanique à une dimen- 
sion, modélisé par le mouvement horizontal sans frottement d'une masse accrochée à un ressort 
idéal, dont les propriétés pourront facilement être étendues aux autres domaines. Par ailleurs dans 
ce premier chapitre, outre l'étude d'un système classique, plusieurs outils fréquemment utilisés en 
physique sont abordés et expliqués simplement (équation différentielle, équation aux dimensions...). 


ms OUTILS MATHÉMATIQUES x 


= Notation d’une dérivée : La notation f” utilisée en mathématiques pour exprimer la dérivée de la fonction f 
est proscrite la plupart du temps en physique, en particulier en raison du grand nombre de variables différentes 
utilisées. On emploie donc une notation qui ne laisse aucune ambiguïté à ce sujet : 








a signifie dérivée de f{x) par rapport à x ; ” signifie dérivée de x(t) par rapport à f 
La variable f étant très fréquente, on note avec des « points » les dérivées correspondantes : 
. 2 
du _ 7) et ou cu = Ù la variable f est nécessairement le temps 
dt df dr 
= Dérivées des fonctions trigonométriques : “e SP —sin 0 et re = CosO 


z Dérivée d’une fonction de fonction : l'expression (u(v(x)) = v'(x)xu'(v(x)) sera plutôt écrite : 


d[u(vG)] _ d[u(v)] dvcx) 








_ d(cos[@(r])  d(cos@) den ; . 
Re Fe dx en particulier : a qd _@ sin | @(r)| 
d t | 
d’où : _— = —-DSiIn(@f) et | — @cos(@ft) (&@ = constante) 





D ETEAOMTENNTTE 


1. Description du dispositif masse + ressort 


Dans tout ce chapitre, on étudie le mouvement d’un solide de petite dimension, de masse m, dont la 
position est repérée par le point M, en mouvement dans le référentiel du laboratoire À galiléen. Pour 


simplifier, on note : À = et à = à,,” la vitesse et l’accélération de M dans R. 


Cette masse M peut glisser sans frottement sur un plan horizontal. 
Elle est attachée à l’extrémité d’un ressort idéal, c’est-à-dire parfai- 
tement élastique et sans masse, dont l’autre extrémité est fixée en un 
g point ©. Le ressort est caractérisé par sa longueur à vide notée €, et 
par sa constante de raideur k (unité : N.m°') et se déforme selon l’axe 
(Ox). L’accélération de la pesanteur £g est uniforme, selon —J". 





1. On a noté la base selon la notation familière au lycée, des notations plus systématiques seront introduites au chapitre 12. 
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Force de rappel élastique exercée par un ressort 


Pour un point matériel M accroché à un ressort idéal de longueur à vide £, (au repos) et de constante de 
raideur & (k > O), on comprend intuitivement et on vérifie expérimentalement que : 


si { —{, la force de rappel est nulle. 


si {> {, la force de rappel est selon ji et proportion- 
nelle à l’allongement : A{={—4, 


si { <{, la force de rappel est selon +i et proportion- 
nelle à l’allongement : A={—4, 





Définition 
Dans tous les cas, la force de rappel ou force élastique exercée par le ressort sur M est proportion- 
nelle à l’allongement A£ = { — {, du ressort (grandeur algébrique : positive ou négative) selon la loi : 


F=-k(£-2,)i 


NS . û . . || 
£, est la longueur à vide du ressort, & est la constante de raideur du ressort qui s’exprime en N.m . 





ns POINT MÉTHODE x 
Définir l'allongement d’un ressort 


s La notion d’allongement doit toujours être comprise au sens algébrique du terme (sa valeur peut être posi- 
tive ou négative) et représente la différence entre la longueur du ressort dans un état quelconque et sa longueur 
à vide. Pour un ressort horizontal, la longueur à vide coïncide avec la longueur à l’équilibre, mais ce ne sera 
pas le cas pour un ressort vertical par exemple. 


= Afin de s’éviter des erreurs de signes, on schématisera toujours le système avec un allongement positif, et on 
écrira algébriquement la force de rappel, puis on conservera cette expression algébrique lors de la projection 
de la 2° loi de Newton. 





2. Mise en équation du mouvement 


Forces appliquées à M dans ‘À galiléen : 
Force de rappel du ressort : F=-k(L- l,) i=-k (=) : 
Poids : P = mg = me j 


g 
= R,]J 


— 


Réaction du support : R, 


Frottements négligés. 





On applique la deuxième loi de Newton au système M dans À galiléen que l’on projette ensuite dans la 
base (1,7): 


ma =F.=F+P+R | 
my=0=R, -mg (2) 
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L’équation (1) obtenue est une équation différentielle, car elle relie une fonction (1c1 x(f)) à ses dérivées 
(ici X(r)). C’est une équation différentielle linéaire du second ordre à coefficients constants et second 
membre non nul. 


Remarque : L’équation (2) montre que la réaction normale compense le poids (cas particulier d’un 
mouvement horizontal, dans un référentiel galiléen, sans autre force verticale). 


Rs POINT MÉTHODE 
Identifier une équation différentielle 


= Une équation différentielle (ED) est une équation dont l’inconnue est une fonction. Les termes de l’équa- 
ton différentielle font apparaître les dérivées de cette fonction, ainsi que la variable dont dépend la fonction. 
Résoudre l’équation, c’est déterminer l’expression de cette fonction. Il faut avoir à l’esprit que la résolution 
revient plus ou moins implicitement à intégrer les expressions des dérivées. Or la primitive d’une fonction est 
toujours définie à une constante près. Ainsi la solution générale d’une équation différentielle est une famille 
de fonctions. 


2 Une équation différentielle à second membre nul est linéaire si toute combinaison linéaire au + Gr (@, B 
réels) de solutions 4, w, est aussi solution. Par extension on dira qu’une équation à second membre non nul 
est linéaire s1 l’équation à second membre nul l’est. 


= La résolution des équations différentielles fait l’objet de cours de mathématiques approfondis, dont le phy- 
sicien utilise les résultats’. La nature des solutions dépend évidemment de la nature de l’équation, donc il est 
essentiel face à une équation différentielle de déterminer à quelle catégorie elle appartient. 


= On commencera par l’écrire sous une forme standard, en plaçant à gauche de l’égalité, tous les facteurs 
contenant la fonction ou ses dérivées, et à droite tous les autres facteurs. On ordonnera ensuite les dérivées 
en commençant par l’ordre le plus élevé et, généralement, on factorisera de façon que le coefficient du pre- 
mier terme soit égal à 1. On donnera alors les indications suivantes : équation différentielle du n-1ème ordre, 
linéaire ou non, à coefficients constants ou non, avec second membre non nul ou non. 


Exemple : X*+@x=œ;{, ED du second ordre linéaire à coefficients constants et second membre 
non nul 
du + on =0 ED du premier ordre non linéaire à coefficients constants et second 
d membre nul 
dp _ ED du premier ordre linéaire à coefficients constants et second 


dz Ré membre non nul 


= Enfin, on sera vigilant sur la variable dont dépend la fonction 1c1 dans l’ordre x(f), w:(f), p(z) 





Afin d'introduire un paramètre pertinent, on détermine la dimension du facteur k/m : 


| k | _{&k] _MLTO)L" 


= pe 
m M M 


On introduit donc le paramètre &,, une pulsation, qui vaut : ©, =, JE et l’équation (1) se réécrit : 
É+0 x=0o L, 


On remarque par ailleurs que £, s’identifie ici à la position d’équilibre x,, du système. 


2. En particulier, l’unicité des solutions est généralement considérée comme établie. 
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Définitions 
= On appelle oscillateur harmonique non amorti (ou oscillateur harmonique pur ou oscillateur har- 


monique libre idéal), noté OH, tout système à un degré de liberté dont l’évolution au cours du temps, en 
l’absence d’excitation extérieure, est régie par une équation différentielle du type : 


ee 2 2 
X +, X = O,x,, (E) 


= Le paramètre &, dans (E) est la pulsation propre de l’oscillateur harmonique et x, la position d’équi- 
libre du système. La pulsation s’exprime en rad.s |. 


a Dans le cas du dispositif masse-ressort étudié ici, la pulsation propre vaut : @, = VKk/m. 





s D'une façon générale en physique, le terme « harmonique » qualifie un système décrit par une grandeur 
dont les variations temporelles sont sinusoïdales. 


ns POINT MÉTHODE 
Utiliser une équation aux dimensions 





= L’équation aux dimensions est un outil extrêmement commode, qui permet non seulement de déterminer 
l’unité d’une grandeur, mais aussi de vérifier l’homogénéité”* d’une expression, de détecter des erreurs de 
calcul littéral et d'introduire des paramètres caractéristiques (constante de temps par exemple) d’un système. 


s On obtient la dimension d’une grandeur quelconque à l’aide de toute formule physique correcte, car la 
physique s’appuie sur des lois toutes cohérentes et homogènes. Ainsi ci-dessus, on a déterminé la dimension 
de la constante k, à l’aide de celle d’une force, dans la deuxième loi de Newton : [F | — [ ma | — MLT 


s S'il a été toléré au lycée une écriture sur les unités, on s’attachera maintenant à travailler en dimension, 
notion qui est valable quel que soit le système d’unités. La dimension d’une grandeur s’écrit entre crochets et 
les dimensions présentes dans les unités de base du système international s’écrivent sans crochet. En méca- 
nique on se ramènera généralement à trois d’entre elles : L = Longueur ; M = Masse ; T = Temps. 








0 CEE 


1. Solution de l'équation différentielle 


L’équation du mouvement X + © À — OX, a pour solution générale x(f) = x, (r)+ xSP(t) Où x,{(r) et 
x, (f) sont respectivement : 


x, (t)= A cos(o;t)+Bsin(o;t) la solution générale de l’équation homogène : X+@x=0 
00 X;, = Constante une solution particulière de l’équation complète : X+@,x=@; Xe 
Résultats 


s Le mouvement quelconque de la masse fixée au ressort est un mouvement oscillant rég1 par des fonctions 
sinusoïdales du temps : 


x(t) — À cos(@t) + B sin(@,f) Ex, où À et B sont deux constantes d'intégration réelles. 


sm Le système oscille autour de sa position d’équilibre : X(f) — x(t) —X,;,= Acos(@,t) + B sin(@,t) 





3. La vérification de l’homogénéité permet de corriger un nombre considérable d’erreurs de calcul. Les erreurs d’homo- 
généité sont pourtant tellement fréquentes dans les copies, que certains professeurs possèdent même un tampon « inho- 
mogène » pour les indiquer ! 
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sm On vérifie aisément que l’expression ci-dessus est bien une solution de l’équation différentielle (E). En 
effet : 


t(£) = 0 — @,A si B 
x(1)= Acos(o,t)+ Bsin(@,t)+x, — ne à no on > À +@X= OX, 


X(t)=0 —@A cos(@,t)-@;B sin(o;f) 
Définitions 


= Le mouvement de l’oscillateur harmonique peut s’écrire : 


x(t)=x,, + À,Ccos(@,f+@) ou x(f)= x, + X, sin(@,f + W) 


= X est l’amplitude de l’oscillation, @ ou w la phase à l’origine. 





s Les deux expressions ci-dessus, ainsi que la forme précédente, décrivent le même comportement. Selon la 
situation, les conditions initiales, la nature du système physique ou le but de son étude, on utilisera l’une ou 
l’autre forme. D’une façon générale, la première forme (somme d’un sinus et d’un cosinus) est plus commode 
pour déterminer les constantes d’intégration. Par contre la forme avec un seul cosinus est plus « physique », 
car adaptée pour connaître les caractéristiques du comportement du système (en particulier l’amplitude de 
l’oscillation, voir exercice n° I p. 24). 


sa On peut toujours choisir X, Z0 (voir exercice n° I p. 24). 


ns POINT MÉTHODE ns 
Résoudre une équation différentielle 


= La solution d’une équation différentielle à second membre non nul est la somme de la solution générale 
de la même équation sans second membre (équation dite homogène), appelée solution homogène et d’une 
solution particulière de l’équation complète que l’on recherche sous la forme du second membre (par 
exemple sinusoïdal si ce second membre est sinusoïdal), donc ci-dessus sous forme d’une constante puisque 
le second membre est constant. Le cours de mathématiques en apportera la démonstration. 


= La solution générale introduit nécessairement autant de constantes d’intégration que d’ordre dans l’équa- 
tion, donc deux (A et B ou X, et o ou X, et W) dans le cas de l’oscillateur harmonique. Une résolution com- 
plète, dans le cadre d’un problème déterminé, passe par la détermination de ces constantes à l’aide de valeurs 
particulières qui seront généralement en physique les conditions initiales si la variable est le temps (ou les 
conditions aux limites si la variable est spatiale). 


2. Prise en compte des conditions initiales 


La solution de l’équation différentielle (E), du second ordre, comprend deux constantes d’intégration. Il 
est donc nécessaire de connaître deux conditions initiales du mouvement (C.I.), par exemple la position 
et la vitesse de M à la date f = 0, pour déterminer entièrement l’expression de x(f). Si on choisit les 
conditions initiales suivantes : à f =0 M est écarté de la position d’équilibre à l’abscisse x,, + x; et lâché 
sans vitesse initiale, alors : 


x(0)=x,,+ x, avec x > 0 et x(0)=0. 


Soit : x(0)= x,, + Acos(@,.0)+Bsin(æ,.0)=x, +A=x,+x, = A=x, 
et X(0)=-0@,4 sin(@,.0)+ @,B cos(c,.0) = ©,B =0 Su p=0 
d’où la solution : x(É)=Xx,, +x, cos(@,f) 
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3. Description du mouvement sinusoïdal rectiligne 


S1 l’on conserve les conditions initiales de l’exemple du II-2. alors : 


Écart à l’équihibre : X(t)=x, cos(@,f) 
Vitesse : v() = à (0) = X(1) = -0@,x, sin(œ,f) 
Accélération : a(t) = X(t) = * (1}= —OD5X, cos(@,f) 


NNAN/ NAN? 
MAMA 


Dans le graphe ci-dessus les grandeurs ont été normalisées, c’est-à-dire transformées en grandeurs sans 
dimensions en les divisant par leur amplitude*. Aïnsi elles peuvent figurer sur le même graphe, avec la 
même échelle. On constate alors aisément que lorsque l’écart à l’équilibre est extrémal, l’accélération 
l’est aussi, mais la vitesse est nulle. Lorsque l’accélération est nulle, le point passe par sa position d’équi- 
libre tandis que la vitesse est extrémale. Position et accélération sont en opposition de phase, tandis 
que position et vitesse sont en quadrature de phase. 


Résultats 
= La solution générale de l’équation différentielle (E) : X + @$ X — @ X;, d'un OH est : 
x(f)=x,, + A cos(@,t)+Bsin(@,f)=x, +X, cos(@t+p)=x, +X, sin(@,{+y) 
où À et B (ou X, et o ou X, et w) sont des constantes réelles (X,, Z 0) obtenues grâce aux C.I. 
= Pour l’écart à l’équilibre X(f) = x(f) — X;, Tégi par Ve Ce @$ X =0 la solution est : 
X(t)= A cos(o, t)+B sin(o, t)=X, cos(o,t+p)=X, sin(@,t+w). 


De 
D mire 





La plupart des systèmes ou des phénomènes physiques ne sont pas harmoniques, c’est-à-dire que leurs 
variations ne sont pas sinusoïdales. Cependant on peut montrer qu’une fonction périodique peut s’écrire 


4. On représente donc respectivement X/x,,w/@,x et a/@x. 
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comme une somme de fonctions sinusoïdales”. L’équation harmonique constituera donc la base de nom- 
breux phénomènes. Ce concept a d’ailleurs déjà été abordé au lycée lors de l’analyse sonore et sera déve- 
loppé dans les chapitres qui suivent, où les signaux sinusoïdaux seront utilisés dans l’étude des ondes, et 
ensuite en électrocinétique. Une bonne connaissance de l’oscillateur harmonique est donc indispensable 


pour aborder l’étude de signaux plus complexes. 





[TT Aspect énergétique 


Les grandeurs énergétiques utilisées 1c1 seront étudiées en détail dans le chapitre 14. On revient à un 
oscillateur dans le cas général avec : 


x) = UD =x,+X,CoS(@t+p)  :  i()=-@,X, sin(@f+p)  : x, =4 


1. Énergie cinétique 


L'énergie cinétique du point matériel M, de masse m, de vitesse ü =\/ dans le référentiel R galiléen 
est définie par : 
1 1 2 


lp = Sms — 2 PU 


C’est l’énergie associée au mouvement de M. Pour l’oscillateur harmonique on a : 





E on 4) = Smi (£) = > mOi X? sin” (œ,t + p) 


2. Énergie potentielle 


Certaines forces, dites conservatives, sont associées à une énergie potentielle. Dans le cas de la force de 
rappel élastique du ressort idéal, cette énergie potentielle s’écrit : 
1 2 
E P — 2 k (£ — L o) 
dE 
_—_— 
. dx . . . . 
C’est l’énergie stockée dans le ressort du fait de sa déformation. Pour l’oscillateur harmonique, on a : 


E,(t) = SEC) —X, = SEX COS” (@,t + p) _ max} COS” (@,t + @) 


On peut vérifier alors que : F=— 1 pour le système masse + ressort. 


En utilisant : © ms et X(f)= x(f) — X;y ON obtient : 
m 


BAD SHX° (= > m@iX? cos” (@,t+@) 


3. Energie mécanique 


L'énergie mécanique E,, du point matériel M, de masse m, de vitesse à =, et d’énergie potentielle E, 
dans le référentiel $ galiléen est définie par : 


E,=E.+E, 


5. La somme est alors discrète avec des fréquences multiples de la fréquence de la fonction étudiée, c’est l’analyse spec- 
trale (ou analyse de Fourier). On généralise le concept à des fonctions non périodiques à l’aide d’une somme continue 
sous forme d’intégrale nommée transformée de Fourier. 
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C’est l’énergie totale du système. Pour l’oscillateur harmonique, on a : 


b (De  OFE. ()= SmOX, sin (@,t+@p)+ mo X, cos" (@,f+@p) 





Résultats 


s L'énergie mécanique de l’oscillateur harmonique se conserve au cours du temps. 


sm La période des énergies cinétique et potentielle de l’oscillateur harmonique est la moitié de celle de ses 
oscillations. 





Le graphe ci-dessous représente l’évolution temporelle des différentes formes d’énergies du système 
(avec les conditions initiales de l'exemple du [1-2 : x(f)=x,, +x, cos(@,f)). Il apparaît clairement que 
la période des énergies cinétique et potentielle est la moitié de celle de X(f) (voir exercice n° 3 p. 25). 


Ec FE, E, 









RAA 


N. B. : Dans le graphe ci-dessus, la courbe X(t) a été placée pour servir de repère et donc elle est sans 
échelle particulière. 


On verra dans le chapitre 14 de mécanique que la conservation de l’énergie mécanique est caractéristique 
des mouvements qui ne prennent en compte aucun phénomène dissipatif (frottements, etc.) dans leur 
modélisation. 


4. Retour à l'équation du mouvement 


On peut retrouver l’équation différentielle (E) du mouvement d’un OH à partir de la conservation de 
l’énergie mécanique au cours du temps. Comme elle est constante, sa dérivée par rapport au temps est 
nulle, d’où : 


dE,on _n _ d(ŒE-(@)+E,@)) di . 1 : } 
 - 0 = a Lo (4) + 3 KG) Xi) 
0 = mi(r)X(E) + K(XG) — x, )X() 


Ce qui équivaut, pour x(f) non 1dentiquement nul, à : X(f) + £ 6 = Le é OÙ X(£) + O$x(t) — @$x éq 
m m 


2 Physique-Chimie MPSI partagelivrescpge.blogspotcom 


L'oscillateur harmonique 








Rs POINT MÉTHODE 
Simplifier une équation différentielle 


= On obtient souvent des équations différentielles comme celle qui précède, avec une fonction en facteur, 
comme ici X la dérivée de x. Il faut bien comprendre qu’il s’agit ici de fonction et non de simples nombres 
comme dans une équation algébrique. 


On peut écrire que l’équation x[mX+Kk(x— x, )1=0 a deux formes de solutions : 
x(t) = 0 — la vitesse du système est constamment nulle, il est donc immobile. 
ou mX+k(x-x,)=0 — le système a le mouvement oscillant (étudié dans le chapitre). 


La première solution est dite triviale et ne présente généralement pas d’intérêt. De ce fait on écrit directe- 
ment la seconde, en « simplifiant » par le terme X(f), même si cette fonction peut s’annuler pour certaines 
valeurs de f. 


Ds VERS LA COLLE ces 


Questions de cours 
sm Dispositif masse — ressort horizontal : propriétés de la force de rappel, mise en équation du mouvement. 


sa Oscillateur harmonique : définition, expressions de la solution de l’équation différentielle, significa- 
tion physique des différents termes, rôle des conditions initiales. 


s Energie de l’oscillateur harmonique : différentes formes d’énergie, expressions, conservation de 
l’énergie mécanique, équation différentielle à partir de l’énergie. 


Erreurs à éviter 
# La dérivée de sin(0) par rapport à f n’est pas cos(6) mais Ûcos(6). 


sm La détermination des constantes d'intégration se fait une fois l’équation complètement résolue et pas 
sur la solution homogène seulement. 


Quelques « trucs » utiles 


# Un système oscillant oscille toujours par rapport à sa position d’équilibre, 1l sera donc plus commode 
de paramétrer le mouvement avec une variable dont l’origine est à la position d'équilibre (noté X(f) 
dans le cours) plutôt que par rapport au support (x(f)). 


sm La forme X (6) = A cos(@,f) + B sin(@,t) est beaucoup plus commode pour exploiter les conditions 
initiales. Cependant l’utilisation de n’importe quelle forme doit conduire au final à la même expression 
(voir exercice n° I p. 24). 
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4 Mouvement d'un oscillateur harmonique (cours) * corrigé p. 26 


On rappelle l’équation différentielle (E) vérifiée par un oscillateur harmonique : # + ©, x =@ x, 4 Avec 

@, et x;, constantes strictement positives. 

© Montrer que la fonction x est solution pour toute date f avec : x(1) =x,+tÀ, cos(@,f + @). 
Justifier qu’on peut toujours choisir X,, > 0 (hors cas d’équilibre). 

© Si l’on veut utiliser un sinus à la place du cosinus, x(1) =x,+À, sin(@,f +W 1 comment doit-on 
modifier la phase à l’origine ? 

© Montrer que la solution proposée en @ est équivalente à : 6) = x, + À cos(@,f)+ Bsin(o;f), et 
donner la relation entre (A, B) et (X,,,@). 


@ Avec O<X, <x,,, tracer la courbe représentative de x{f) pour les valeurs de @ suivantes 
GONE 2 26e à Sn 


FA Étude expérimentale du pendule simple * > corrigé p. 26 


Soit un pendule simple de longueur L = 47 cm, de masse m = 300 g, soumis à la pesanteur d’accéléra- 
tion £ uniforme (de norme g =9,81 m.s ”). 
© L'enregistrement ci-dessous, réalisé en travaux pratiques, représente l’évolution temporelle de l’angle 


(8 exprimé en radians) entre le pendule et la verticale au cours du temps (f en s). Cette courbe 
traduit-elle un comportement d’oscillateur harmonique ? Justifier. 


angle pendule en radians 
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© Par lecture graphique, déterminer : l’amplitude 6,,, la période 7, la fréquence f,, la pulsation ©@,, la 
phase à l’origine @ du mouvement du pendule simple. Comparer avec la théorie : 1, = 27 JE 


© Si l’on reproduit l’expérience avec une durée d’acquisition plus longue (125 s au lieu de 10 s), la 
courbe expérimentale obtenue a l’allure suivante : 














EXERCICES BR 


L'oscillateur harmonique 


angle pendule en radians 


X 107 





Observe-t-on encore un comportement d’oscillateur harmonique pur ? Quelle est la différence avec le 
premier enregistrement ? Quel phénomène physique, négligé sur une durée courte, faudrait-1l prendre 
en compte pour exploiter correctement l’acquisition effectuée sur une durée longue ? 


El Étude énergétique du pendule simple # * — corrigé p. 27 


Soit un pendule simple de longueur {, de masse m, soumis à la pesanteur d’accélération g uniforme. 


© Par analyse dimensionnelle, montrer que la pulsation d’oscillation &, du pendule simple est inverse- 
ment proportionnelle à la racine carrée de sa longueur et indépendante de sa masse. De quelle autre 
grandeur dépend-elle ? Quelle est son expression exacte ? 


© Pour de petites oscillations, l’angle @ que fait le pendule avec la verticale vérifie l’équation dif- 
férentielle (E) : 0 + @? 0 =0. On impose à f = 0 un angle initial nul et une vitesse angulaire : 
O(t = = 0) = &©,6, > 0. Déerniner l’expression de la solution @(f) de (E) pour f > n 


© Exprimer l’énergie cinétique du pendule au cours du temps sachant que : E,. = Zn ml?0°. Quelle est la 


période de E,.(f) (indication : utiliser une formule trigonométrique avec l’angle double) ? 
© Exprimer l’énergie potentielle du pendule au cours du temps sachant que : E, = mel 0”. Quelle est 
la période de E,, (f) ? 


© En déduire l’énergie mécanique du pendule simple. Se conserve-t-elle au cours du temps ? 


E1 Électron dans un puits de potentiel * #* > corrigé p. 28 


Un électron de masse m et de charge g = —e est piégé à l’intérieur d’un dispositif électromagnétique (région 
vide de charges). Il peut se déplacer uniquement dans la direction (Oy) avec une énergie potentielle : 


8, (>) = Dora 


Le poids est négligé, il n’y a pas de frottements. On donne : V,= 2,00 V et a = 3,00 mm 
© Établir l’équation différentielle du mouvement de l’électron selon l’axe (Oy). 


© De quel type de mouvement s’agit-il ? Déterminer la fréquence des oscillations de l’électron. A.N. 
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Hi Mouvement d'un oscillateur harmonique > énoncé p. 24 


© Pour vérifier si la fonction proposée est bien solution de (E), on calcule ses dérivées temporelles que l’on 
remplace dans (E) : 





x(1) oi a. cos (of LS p) 


donne : X(f)=-@,X, sin (@,f 1e p) et X(1)=-@X, cos (@,f # p) 

ce qui conduit bien à (E) : AD D 

Si X! <0 on peut se ramener à : x()=x, FX, cos(o roi=x, "OX )cos(o per) 
donc il suffit de prendre : X, =(-X,) et p=®p'+7 pour avoir toujours : 0 


© D’après la trigonométrie : 


VIER, x(r)=x, +X,sin(@t+w)=x, +X,cos(æt+w-7/2), 


donc par identification avec la forme de solution vue en @ il vient: @…=w-x/2| ou W=p+x/2 


© Toujours à l’aide de la trigonométrie, on a pour toute date f : 


x(1) =Xx, +X, cos (@,f + op) =x, +tÀ, [cos(p) cos(@,f) —sin(@) sin(@,f) | 


X =4VA°+B° >0 


m 


Alors : ou encore, avec À Z0 : 


tan(@) = _ 


e = X, cos(@) 





B = -X,, sin(@) 





© Pour les courbes ci-dessous on a pris X, = 1 cmet x,, = 2 Cm. On constate que, plus la phase à l’origine @ 
augmente, plus les maxima se décalent vers une date antérieure : @ traduit un décalage temporel. 





121 Étude expérimentale du pendule simple > énoncé p. 24 


© La courbe peut correspondre à un oscillateur harmonique car l’évolution temporelle de l’angle @ au cours 
du temps semble sinusoïdale (amplitude constante et oscillations périodiques), de moyenne nulle. 


© Si l’on choisit une expression de l’angle sous la forme : 0 = 6 cos(@,f + @) par lecture graphique, on 
obtient directement l’amplitude 6, la période T et la phase à l’origine © : 


0, = 0,340 rad T,=14s o = -arccos(210/340) = -0,91 rad 


On calcule alors : Jo = 1 _ 0,72 Hz 


T. 


0 
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| 
0 

PS SERRE a 
Temps en s 





La formule théorique donne : 7, =1,375 5, le résultat est donc cohérent (écart de moins de 2 %). 


Bien comprendre 


= Il est toujours plus précis de mesurer plusieurs périodes, et de le faire au niveau des zéros de la fonction, 
plus faciles à repérer précisément que les extrema. 


= On sera attentif à l’échelle d’un graphique à exploiter (ici par exemple le facteur 10 en ordonnée). 


# Pour obtenir le signe de la phase à l’origine on vérifie l’évolution de la fonction, car la valeur lue peut 
correspondre aussi bien à 0,91 rad qu’à —-0,91 rad. L’évolution ultérieure de la fonction cosinus (croît vers 
le maximum) permet de trancher en faveur d’une valeur négative de la phase à l’origine. 





© La seconde courbe expérimentale montre un mouvement oscillant dont l’amplitude diminue au cours du 
temps : 1l ne s’agit plus d’un oscillateur harmonique pur. La différence principale avec l’enregistrement 
précédent est la décroissance exponentielle de l’amplitude 6. Pour exploiter correctement cette acquisi- 
tion, 1l faudrait prendre en compte la présence de frottements entre le pendule et l’air (frottement de type 
fluide), ce qui sera étudié aux chapitres 9 et 13. 


El Étude énergétique du pendule simple > énoncé p. 25 


© Les paramètres pertinents qui interviennent dans le mouvement d’oscillation du pendule simple sont : 
{, m, g. Par analyse dimensionnelle on pose a priori : 


©, = Kl°m°g° où K ER, nombre sans dimension avec : |, |= | e‘m?g: | 


Soit : T_=LM(LT") ou encore: L =L MT" 
a=—-1/2 

Par identification : b=0 il vient: |@,=K Ê avec Ke R|La théorie donne K =1. 
102 


Bien comprendre 


Un dispositif présente toujours un nombre limité de paramètres. Les grandeurs qui vont caractériser son 
évolution temporelle ne peuvent dépendre que de ces paramètres. On cherche alors une relation homogène 
qui donne la grandeur souhaitée, ic1 une pulsation caractéristique, qui ne peut que s’exprimer en fonction 
d’une puissance quelconque de ces paramètres. Ce raisonnement a ses limites. En effet, l’expression atten- 
due peut contenir des coefficients numériques, que la méthode ci-dessus ne permet pas de déterminer, car 


ils sont sans dimension. 
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€ 0, = 0) La forme générale de solution est : O(f) = À cos @, t) + B sin( @,t ), soit avec les conditions initiales : 
8(0) = À cos(o,.0)+B sin(c,.0)= A =0 
| 1. | — 6()=06, sin(œ,t) 
(0) = -&,A sin(c,.0)+@,B cos(o,.0) = ©,B = &,6, 
© L'énergie cinétique s’exprime par : 
E (1) = NO) = moe, cos’(@f) Soit: |E,(t)= Lme'o6? (1+cos(20,f)) 
Sur cette deuxième forme on voit aisément que l’énergie cinétique est toujours positive, de période 
T;, =T, 1/2 | (voir courbe p. 22) 
© L'énergie eus s’écrit : 


IE .()= > mglO() = Smgle, sin *(@, = 1,20 0. sin *(@, [) 


2 
Soit : E,(t)=-— mg (1— cos(20@,f)) 


L'énergie potentielle est toujours positive, de période : 





© On en déduit l’énergie mécanique : 


E (t)=E,()+E, =3mE 20° cos’ (æ,f) +sin*(@,r)) 





E,, (t) = > me°007 = > mg, = cst 


Conformément aux propriétés de l’oscillateur harmonique pur, l’énergie mécanique est constante au cours 
du temps (les phénomènes dissipatifs de type frottement ne sont pas pris en compte dans la modélisation). 


4 Électron dans un puits de potentiel > énoncé p. 25 


© Il n’y a pas de frottement, le poids est négligé, donc seule la force électrostatique est prise en compte ici. 
On peut retrouver l’équation différentielle du mouvement à partir de la conservation de l’énergie méca- 
nique au cours du temps. Comme elle est constante, sa dérivée temporelle est nulle d’où : 


dE (IE? E> Rd ON 
dE. _ 9-4 O+E0) a m5 (91e ET) DO 0200 





. . NN ce V 
Ce qui équivaut, pour ÿ(f) non 1dentiquement nul, à : YCE) + — y(£) = 0 
ma 


© L’équation ci-dessus décrit le mouvement d’un oscillateur harmonique de pulsation et de fréquence : 


" 
Vo. _1,98.10° radis = ee ‘ 20 _3,14.107 Hz 
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L'étude des ondes a déjà été abordée au lycée, il s’agit dans ce chapitre et le suivant d'en préciser 
quelques notions et de les compléter. Les ondes sont des phénomènes bien connus et de natures 
diverses : les vagues, les ondes sismiques, les sons, la lumière... La propagation d'une onde est 
décrite par une fonction qui dépend de la position et du temps appelée signal. Grâce à la transfor- 
mation de Fourier qui permet d'écrire toute fonction comme une somme de fonctions sinusoïdales, 
le comportement d'une onde quelconque peut être décrit à partir de celui d'ondes sinusoïdales. 
C'est pourquoi on accorde une importance particulière à ces ondes qui constituent la base de la 
représentation spectrale d'un signal. 


ni Généralités 


Définition 







Une onde est une perturbation d’un milieu, générée par une source, encore appelée émetteur, et qui 
se déplace (se propage) dans l’espace, sans qu’il y ait déplacement de matière en moyenne. La gran- 
deur physique qui varie au passage de l’onde est appelée signal ou vibration. 







= La source à un rôle primordial, elle donne un certain nombre de caractéristiques à l’onde, comme sa 
périodicité, son amplitude, sa nature (lumineuse, mécanique, électrique, etc.). 


= Le milieu va ensuite déterminer comment évolue le phénomène, à quelle vitesse et dans quelle direc- 
tion 1l se propage, s’il est atténué ou non. 


= En général, le signal est émis par une source de petite dimension et se propage dans tout le milieu 
environnant. La propagation peut se faire dans les trois dimensions, par exemple, le son d’un sifflet qui 
s’entend dans toutes les directions, ou à deux dimensions, comme des vagues à la surface de l’eau ou à 
une dimension, comme la propagation de la lumière dans une fibre optique. 


a On décrit normalement l’onde (le phénomène) par l’expression du signal (grandeur physique décrivant 
la perturbation locale) à un instant donné en un point du milieu de propagation, mais on emploie souvent 
abusivement le terme d’onde pour dire signal. 


Définitions 
= Une onde est transversale si la direction de la perturbation est perpendiculaire à sa direction de 
propagation. 


= Une onde est longitudinale si la direction de la perturbation est parallèle à sa direction de pro- 
pagation. 





= Un tsunami, une impulsion donnée sur une corde sont des exemples d’ondes transversales. 
= Les ondes sonores, les ondes de compression dans un ressort sont des exemples d’ondes longitudinales. 


= Les ondes sismiques sont transversales (ondes S et L), longitudinales (ondes P) ou mixtes (ondes R). 





Définition 


La célérité est la vitesse de propagation de l’onde : si l’onde parcourt une distance d pendant une 


durée 7, alors la célérité est : € = — 
T 


partagelNrespge.blogspotcom Partie 1 — Signaux 29 


Propagation d'ondes 





# La célérité dépend de la nature de l’onde (mécanique, lumineuse, électrique) et du milieu de propaga- 
tion (sa nature, sa température). 


[1] Ondes périodiques 


1. Nature de l'onde périodique 


Définitions 
z Une onde périodique est une onde qui se reproduit identique à elle-même au bout d’un certain 
temps T, appelé période. Le signal vérifie donc : s(t+T)=s(#) 


= La fréquence, qui donne le nombre de phénomènes observés par unité de temps, est l’inverse de la 


période : f = l’unité est le Hertz (Hz). 





Un milieu de propagation est dit dispersif si la célérité dépend de la fréquence de l’onde. Ainsi le vide 
n’est pas dispersif pour la lumière mais le verre ou l’eau le sont (d’où les arcs-en-ciel par exemple). 


La forme d’une onde périodique peut être quelconque, mais le cas d’une onde périodique sinusoïdale est 
particulièrement important en raison de la transformation de Fourier (voir page suivante). 


Définition 
z Une onde périodique sinusoïdale est une onde dont le signal en un point du milieu peut s’écrire : 


s(f) = À cos(œf + @) 


= Elle à pour amplitude À, pour pulsation &, pour phase initiale @. On rappelle que la pulsation est 
hée à la période T ou à la fréquence f par les relations : 


2 
o= Te @=2nf 





2. Caractéristiques des ondes courantes 
Ondes mécaniques 


= Les ondes mécaniques (comme les vagues, les ondes sismiques, le son, etc.) ont impérativement besoin 
d’un milieu matériel pour se propager. Lors du passage de l’onde, la matière se déplace soit dans la direc- 
tion de propagation de l’onde (onde longitudinale), soit perpendiculairement (onde transversale), puis 
elle reprend sa place initiale : l’onde se propage, sans qu’il y ait déplacement de matière en moyenne. 


= La vitesse de propagation dépend du milieu. Par exemple, la vitesse de propagation d’une onde sur une 
corde dépend de la tension de la corde et de sa masse linéique et vaut quelques mètres par seconde. Les ondes 
sismiques ont une célérité de plusieurs kilomètres par seconde avec des fréquences de l’ordre du Hertz. 


% Le son 


= Les ondes sonores sont un cas particulier d’ondes mécaniques, donc un son à besoin d’un milieu 
matériel pour se propager (pas de son dans le vide). Les ondes sonores consistent en une succession de 
dilatations et de compressions du milieu, ce sont des ondes longitudinales. 


z La célérité des ondes sonores dépend de la nature du milieu et de sa température. La vitesse du son 
dans l’air à 20 °C est de 340 m.s"! ; elle est de 1 500 m.s"! dans l’eau de mer à 20 °C. 


= L’oreille humaine perçoit des sons de fréquences comprises entre 20 et 20 000 Hz. 


= Pour des fréquences inférieures à 20 Hz, on parle d’infrasons ; pour des fréquences supérieures à 
20 kHz, ce sont des ultrasons. 
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% Ondes de courant 


= Les ondes électriques se traduisent par des variations de grandeurs électriques comme la tension et 
l’intensité électrique. En travaux pratiques d’électronique, on travaillera généralement avec des fré- 
quences de 100 Hz à 1 000000 Hz (= IMHz). 


Ondes électromagnétiques 
= Les ondes électromagnétiques résultent de la propagation d’un champ électrique et d’un champ 
magnétique variables au cours du temps. Elles n’ont pas besoin de milieu matériel pour se propager, ainsi 
les ondes électromagnétiques peuvent se propager dans le vide. 
= La lumière est un cas particulier d’onde électromagnétique, tout comme les ondes radio, le Wi-Fi, les 
ondes téléphoniques, les micro-ondes mais aussi les rayons X ou ultra-violets.… 
a Dans le vide, leur vitesse de propagation est celle de la lumière dans le vide, soit c = 3,00.10$ m.s!. 
Dans un milieu matériel, ce sera nécessairement moins. 


= Le spectre électromagnétique est très étendu et les ondes électromagnétique (EM) sont utilisées dans 
de multiples domaines (astronomie, médecine, télécommunications, transports, industrie..…). 
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(source : spectre électromagnétique, INRS) 


On pourra retenir que les ondes radio de la bande FM sont autour de 100 MHz, que les fréquences des 
téléphones, du Wi-Fi, du Bluetooth sont de quelques GHZ. Pour la lumière, les fréquences sont com- 
prises entre 4.10'* Hz et 8.10!* Hz. 


3. Spectre d'un signal périodique 
Analyse spectrale 


Énoncé 


z Théorème de Fourier : toute fonction périodique s(r) de fréquence f peut être décomposée en une 
somme de signaux sinusoïdaux de fréquences multiples de f : 


(s, désigne la moyenne temporelle de s(f).) 


n=1 
= Le terme de rang 1 (n = 1), donc de fréquence j, est appelé le fondamental ; les termes de rangs 
supérieurs sont les harmoniques. 
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Définitions 


» L'opération qui consiste à déterminer les signaux sinusoïdaux composant un signal donné est appe- 
lée analyse spectrale. 


= Le spectre du signal est l’ensemble des fréquences contenues dans le signal. 





= Le résultat de l’analyse spectrale est : 
æ la liste des fréquences f, des composantes sinusoïdales contenues dans le signal, 
æ l’amplitude À, de chaque composante sinusoïdale de fréquence j,, 
æ la phase initiale @, de chaque composante sinusoïdale de fréquence f. 


= Souvent on se contente de préciser les amplitudes pour les différentes fréquences. 

= On comprend 1c1 le rôle central joué par les signaux sinusoïdaux et donc les ondes sinusoïdales. 

= Expérimentalement, cela se fera en travaux pratiques sans difficulté avec des logiciels de traitement du 
signal (fonction FFT, pour Fast Fourier Transform, soit encore Transformée de Fourier Rapide). 


= Exemple de signal : s(f) = cos(27f + 7) + 2Cos(4TTt + _ + 3 cos(67Tt + D 


On en donne le spectre d’amplitude et le spectre de phase où les fréquences sont en Hz. 
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Synthèse spectrale 





Définition 






Réaliser la synthèse spectrale du signal consiste à reconstruire un signal périodique en sommant le 


fondamental et plusieurs harmoniques. 


Par exemple, considérons le signal carré suivant, d'amplitude 1 et de fréquence f = 1 Hz. La théorie de 


CO 


1 . 
Fourier nous donne s(f) = >, —sin(27nft) . Le graphe de droite superpose en bleu le fondamental 
n impair 
(signal sinusoïdal de fréquence f = 1 HZ), puis en rouge le signal composé du fondamental et de la 
première harmonique non nulle, puis en vert le signal formé du fondamental et des cinq harmoniques 


suivantes. 
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;| 


= Plus nombreuses sont les harmoniques prises en compte dans la superposition et plus le signal obtenu 
est proche du signal réel. 


= Notons qu’une fonction non périodique peut aussi se mettre sous la forme d’une somme de compo- 
santes sinusoïdales, mais contrairement à la fonction périodique pour laquelle cette somme est discrète 
(un nombre entier, éventuellement infini, de termes), celle d’une fonction non périodique est une somme 
continue qui s’écrit donc sous forme d’une intégrale appelée transformée de Fourier. 


[TT Ondes progressives 


1. Onde progressive 






Définition 


On appelle onde progressive une onde qui se propage depuis sa source. Ce terme sera 1c1 exclusive- 


ment employé pour une onde sans atténuation, n1 déformation. 


Considérons que la source en O émet le signal f{(r). Puisque l’onde est progressive, son expression en 
un point M dépend uniquement de ce signal, de la distance d de M à la source et du temps f. On écrira 
donc s(M,f) pour exprimer la double dépendance spatiale et temporelle de l’onde. L’onde se propage à 


d : : | | 
la vitesse c donc elle met le temps T =— pour parcourir une distance d = OM : le signal arrivera en M 


avec le retard 7, c’est-à-dire que l’onde en M à fr est identique à l’onde en O à f- 7. 


Énoncé 


Une onde progressive de célérité c observée en un point M situé à la distance d de la source générant 
un signal /(r) est de la forme mathématique : 





M9 = {1€ 
C 


2. Onde progressive unidirectionnelle 
Une onde unidirectionnelle se propage suivant une direction notée (Ox) où O est la source de l’onde. 


æ S1 l’onde se propage vers les x positifs, alors d = x et le signal est une fonction de x et de f qui s’écrit : 


M0 = {1 ) 
C 
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æ Si l’onde se propage vers les x négatifs, alors d = xl — —x et le signal est une fonction de x et de f qui 


X 
s’écrit : M9 =p[+à 
C 


Énoncé 


Une onde progressive unidirectionnelle de célérité c se propageant suivant l’axe (Ox) est de la forme : 


MD = su = UE) 


C 





Le signe — (resp. +) correspond à une onde se propageant vers les x positifs (resp. négatifs). 


= S1 on connaît l’évolution temporelle du signal en une position donnée, par exemple à la source en 
x = 0, on connaît la fonction f(f) = s(0,f). Pour obtenir l’évolution temporelle du signal en une position 


; : X ; : : 
x quelconque, 1l suffit de remplacer f par f +— (le signe dépendant du sens de propagation). 
6 
s On peut aussi connaître l’état ondulatoire du milieu à f = 0, le signal dépend alors de la position du 
point dans le milieu repéré par x et s’écrit F(x). Pendant l’intervalle de temps f, l’onde parcourt la dis- 


tance d = ct le long de l’axe (Ox). L'état ondulatoire à l’instant f se déduit donc du signal F(x) à £ = 0 par 
une simple translation de la quantité d = ct: 


æ si l’onde se propage suivant (Ox) vers les x positifs, alors le signal en x s’écrira : s(x,f) = F(x— ct) 


æ si l’onde se propage suivant (Ox) vers les x négatifs, alors le signal en x s’écrira : s(x,f) = F(x+ct) 


Énoncé 


Une onde progressive de célérité c se propageant sur l’axe (Ox) est de la forme mathématique : 
S(M,t)=F(x+ct) 


Le signe — (resp. +) correspond à une onde se propageant vers les x positifs (resp. négatifs). 





= Signalons que les expressions f et F sont équivalentes, puisqu'elles décrivent la même onde, mais f est 
une fonction du temps, tandis que F est une fonction de la position. 


= La plupart des ondes sont multidirectionnelles, tout ce qui précède se généralise à plusieurs dimen- 
sions grâce à un traitement vectoriel de la position de M. 


Rs POINT MÉTHODE 
Exprimer l’onde progressive 


= On obtient l’expression de l’onde progressive s(x,f) en fonction de la position et du temps, soit en 
| x 
remplaçant x par x£ct dans la fonction F(x)=3s(x,0) soit en remplaçant par f+t— dans la fonction 
C 


f() = s(0, r). Le signe dépendant du sens de propagation — vers les x positifs, + vers les x négatifs. 
| 


3. Onde progressive périodique 

Considérons une onde progressive se propageant à la vitesse c dans une direction donnée (Ox). On la 
suppose aussi périodique de période T' (il s’agit d’une période temporelle). À un instant f, le milieu 
est dans un état ondulatoire donné. Pendant une durée ultérieure égale à 7, l’onde se déplace de cT 
dans la direction de propagation et chaque point est alors de nouveau dans le même état qu’à f (signal 
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périodique) le milieu retrouve alors la même forme qu’à f : l’onde est invariante par translation de la 
quantité cT. La quantité cT correspond à une période spatiale, appelée longueur d’onde et notée À. 


Énoncé 


Une onde progressive périodique de célérité c possède une double périodicité, c’est-à-dire une 
période temporelle, notée T, et une période spatiale (ou longueur d’onde), notée À. Les deux 


périodes sont reliées par : 





ÀA=cT 


« La longueur d’onde 1 se définit donc également comme la distance parcourue par l’onde pendant une 
période T. 


4. Onde progressive unidirectionnelle sinusoïdale 


Il s’agit d’un cas particulier d’onde progressive périodique où le signal émis par la source est une fonc- 
tion sinusoïdale du temps. Une onde progressive unidirectionnelle sinusoïdale se propageant selon l’axe 


(Ox) s’écrit donc : 
Cr) = acoslo[: … =) + o| 
é 


= © est la pulsation, À l’amplitude, c la vitesse de propagation de l’onde, @ la phase initiale à l’origine. 


= Souvent, pour simplifier, on prend une origine des temps de manière à avoir @ = 0 ou @—-—. 
= L’onde se propage selon l’axe (Ox), vers les x positifs ou négatifs (ce que traduit le « € »). 


s On à, comme pour toute fonction sinusoïdale, la relation : 


2 


= On a, comme pour toute onde progressive périodique, la relation suivante : 


a Par analogie avec la pulsation @, on introduit donc k (en rad.m') son équivalent spatial : 


k = 27 comparable à @ = A 
À T 





k est la norme du vecteur d’onde k = ke. où 2 est un vecteur unitaire porté par la direction de propagation. 
X 2X1Xx 27 
On a alors : D—=———=—x=kx 


cc _ T À À 


= L’équivalent spatial de la fréquence (inverse de T) est le nombre d’onde 6 (en m'!), l’inverse de la 
longueur d’onde, souvent utilisé en spectroscopie. 


Définition 


Une onde progressive sinusoïdale unidirectionnelle est une onde qui s’écrit sous la forme : 


s(x,t) = A cos(œt + kx +@) 





Le signe — (resp. +) correspond à une onde se propageant vers les x positifs (resp. négatifs). 


= À partir des expressions de k et de « ci-dessus et la relation entre les périodes T et À, on obtient : 


LL ELA Re ainsi : 
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Questions de cours 


sm Que signifie « faire l’analyse spectrale d’un signal » ? Que signifie « réaliser la synthèse spectrale 
d’un signal » ? 


s Différentes expressions de l’onde progressive, de l’onde progressive unidirectionnelle. 
sm Définition d’une onde progressive périodique ; mise en évidence de sa double périodicité. 
s Définition d’une onde progressive sinusoïdale ; mise en évidence de sa double périodicité. 


sm À partir de l’expression de l’onde progressive sinusoïdale, déterminer sa fréquence, sa période, sa 
pulsation, son vecteur d’onde. 


Erreurs à éviter 


= [1 faut bien lire l’énoncé pour partir sur le bon modèle de l’onde : une onde progressive n’est pas for- 
cément sinusoïdale, une onde n’est pas nécessairement périodique. 


= Attention au sens de propagation (vers les x positifs ou négatifs). 


Quelques « trucs » utiles 


= Pour étudier l’évolution temporelle d’un point au passage de l’onde, 1l est souvent commode de 
représenter l’onde à un instant f, puis à un instant ultérieur proche, on voit alors comment évoluent 
les points. 


Sens de de de 


Le point P 
Onde Onde monte entre 
l'instant t, à l’instant t,eté, 
, = É, + At 
Le point M 
descend entre 
{ 1 et f ) 


s D'une façon générale, 1l est commode de représenter les courbes en fonction du temps en utilisant la 
période T comme unité de représentation et de représenter les courbes en fonction de la position x en 
utilisant la longueur d’onde À comme unité de représentation, ce qui suppose de les déterminer dès le 
départ. La double périodicité apparaît alors clairement et permet de représenter aisément les différentes 
courbes. Il est également recommandé de représenter les signaux sur plus d’une période. 


= [Inutile d'apprendre de nombreuses formules par cœur, on retiendra par contre les 4 relations suivantes : 


2 1 
k = _ et ® = “ : ÀA=cT (définition de À) ; f = : (définition de la fréquence) 


De nombreuses autres relations peuvent être nécessaires dans les calculs, 1l est inutile de les apprendre 
par cœur, car elles se retrouvent aisément si l’on a mémorisé les 4 précédentes : 


©=2rf :@=ck: À= = =27 … 
f (a) 
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Conseils 


L'exercice n° I est facile, mais nécessite de connaître ses formules de trigonométrie. Les exercices 
n° 2,3 et 5 sont des applications du cours. L’exercice n° 4 illustre les différentes façons de décrire 
une onde progressive (fonction du temps ou fonction de la position). 








Spectre d'un produit de fonctions sinusoïdales * > corrigé p. 38 


Faire l’analyse spectrale du signal f(f) = 2cox(100r1)os| 2007: + 4 





Onde progressive sinusoïdale * — corrigé p. 38 


Une onde progressive sinusoïdale se déplace sur l’axe (Ox) selon les x positifs. Son amplitude est de 
10 cm, la longueur d’onde est de 0,50 m et la fréquence est de 10 Hz. A f = O, une particule située en 
x = 0 est à la position y = —-0,1 m. Déterminer la fonction y(x,f) qui représente l’onde. 





Représentations d'une onde progressive sinusoïdale * > corrigé p. 39 


On a représenté une onde progressive unidirectionnelle  ,98 
sinusoïdale à deux instants. Entre les deux dates. elle s’est 
déplacée de 1 m vers la gauche. 


0.06 


0.04 
© Donner l’expression de s(x,f) et préciser ses caractéris- 


0.02 
tiques. 


© Représenter l’évolution temporelle du déplacement des : 


points d’abscisse x = 0, x = 1 m et x = 2 m. -0.02 


-0.04 


-0.06 





-0.08 





Train d'onde * * — corrigé p. 40 
Une onde se propage selon (Ox) positif à la vitesse c = 3 m.s ' (distances en mètres, temps en secondes). 
Fe = Don) joe Os il 


À 1 = 0, elle est décrite par : 
F(x) =0 pour x > I 


© Représenter F(x). 
© Déterminer le signal s(x,f) en x et à la date r. 
© Représenter s(x,2) et 5(3,r). 





Tuyau et marteau * * * — corrigé p. 42 


On dispose un microphone branché sur un oscilloscope à l’extrémité d’un long tuyau en acier de 500 m. 
A l’autre extrémité on donne un coup de marteau sur le tuyau. L’oscillogramme présente deux pics dont 
on mesure l’écart temporel : 1,38 s. 


© Expliquer l’observation et en déduire la vitesse du son dans l’acier. 


© Comment serait modifiée l’observation si l’on réalisait l'expérience dans l’eau ? 
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1 Spectre d'un produit de fonctions sinusoïdales > énoncé p. 37 


Bien comprendre 


Faire l’analyse spectrale nécessite d’écrire le signal comme une somme de termes sinusoïdaux. Il suffit 
alors d’identifier pour chaque terme sa fréquence, son amplitude et sa phase. 





T 
Il faut écrire f(r) = 2cos(10075) cs| 2007! + . comme une somme de termes sinusoïdaux. 


1 
æ Outils : Un peu de trigonométrie : COS a. COS b = ; (cos(a + b)+ cos(a — b)) 


D'où : f(E) = cos [100% + 2 + COS [3007 + 2 On rappelle : cos(-x) = cos(x) 


On voit que f{(r) s’écrit comme la somme de deux signaux sinusoïdaux ; le premier est d’amplitude 1, de pul- 
1007 


sation 1007 et donc de fréquence f = En = 50 Hz, de phase initiale : ; le second est aussi d’amplitude 1 
T 
T 
et de phase initiale 3 : mais de pulsation trois fois plus grande, donc de fréquence trois fois plus grande 


(150 Hz). D'où les spectres en amplitude et en phase. 


Amplitude 
1 





50 150 Fréquence (Hz) 
50 150 Fréquence (Hz) 


12) Onde progressive sinusoïdale > énoncé p. 37 


L’onde correspond à un déplacement selon l’axe des y qui se propage suivant x. On rappelle la forme générale 
d’une onde progressive sinusoïdale, puis on reconnaît les différents termes : 


y(x,t) = Acos (ot +kx +) 
L’onde se déplace vers les x positifs, c’est donc la solution suivante qui convient : 
y(x,t) = Acos(æt—kx+ç@) 
L’énoncé donne l’amplitude À = 10 cm = 0,10 m. La longueur d’onde vaut À = 0,50 m, donc : 


RUN 47 rad.m * 


À 0,5 
La fréquence est f = 10 Hz, donc : © =2x f = 207 rad.s ! ; T = 1f=0,1s;c=œok=-5m.s! 
Finalement : y(x,t) = 0,10cos(207r - 4nx +). 
L’énoncé précise qu’à f = 0 et en x = 0, le déplacement vaut —0,1 m, donc y(0,0) = —0,1. 


D’ où : cos soit : DE 
D'où l’expression de la fonction y(x;f) qui décrit l’onde en tenant compte de toutes ces valeurs : 


y(x, 0 =0,10cos(2071-47x+x) Soit encore : y(x,0 = 0,10 cos(207t —- 4x x) 


38 Physique-Chimie MPSI 


Propagation d'ondes 





Représentation d'une onde progressive sinusoïdale > énoncé p. 37 





© L'onde est une onde sinusoïdale qui se déplace vers les x négatifs, elle est donc de la forme : 


HER ATX (ot HO as p) 


On lit sur la courbe qu’elle est d'amplitude 0,08 (unité non précisée), donc À = 0,08. Elle est périodique 
spatialement et sa longueur d’onde se lit sur les courbes et vaut À = 4 m. On en déduit 


=— =— = rad.m 
OR NS 
d 
L'onde s’est déplacée de d = 1 men t= 2 secondes, sa célérité est donc : c=—=0,5 ms” 
T 
(DD TT ARENA TIC : 
Or : — = ———=——-cC Soit : LS D MU 
l'E D St À 2 4 n) 


D'où : s(x,r) =0,08cos| r+7Tx+0 
4 2 
Il reste à déterminer la phase initiale @. On lit sur la courbe : s(0,2) = 0,08 qui permet d’écrire : 


D.08co| + p]0.08 = cos[ +0] Æ "ti = 


TT 
On prend donc @® = 5 (d’autres valeurs comme signal 


STD . ; 
Es sont possibles mais ne modifient pas le résul- Dee 





tat final). 0.06 
Finalement :  s(x,f) = 0,08 cos #: = L X — # 0.04 
NN. 2 
0.02 
Soit encore : 0 
= 0.02 
© En particulier : s(0,r) = 0,08 LES se 
-0.06 
neo er EG Eee) Le 
Fun 7 1, 0.08 


Et: s(2,t) =0.08n Fr |+ -0.08sin[ Fr) 


Sans surprise on constate que des points éloignés d’une demi-longueur d'onde (x = 0 et x = 2 m) vibrent 
en opposition de phase au passage de l’onde. 


Bien comprendre 


Il est important de bien distinguer la différence entre les représentations en fonction du temps qui montrent 


l’évolution temporelle de la position d’un point et la courbe en fonction de x qui donne une photographie 
de l’état physique du milieu à un instant donné. Toujours bien préciser quelle grandeur est fixée et quelle 
est l’abscisse du graphique. 
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E1 Train d'onde > énoncé p. 37 


© On représente F(x). 






signal 2 





F(x) 
L = longueur du train d’onde 


-0.5 À : 2 x (m) 


© L’onde est une onde progressive qui se déplace selon l’axe (Ox), vers les x positifs. On a le choix entre la 
NOMME SC DU ee ou la forme s(x,f) = F(x-ct).L'énoncé donne F{(x) à ft = 0, la seconde forme est 
donc plus appropriée : s(x,f)=F(x-—ct). 
At=0, on a un train d’onde défini par : 
F(x) =2sin(27x) POURQUOI 
LF(x) =0 pour x > | 
À une date f, cela se réécrit : 


F(x-ct)=2sim(2r(x-ct)) pourO <x-ct<l 


LF(x-—ct)=0 pour x—-ct >l 
s(x,t)=2sin(27(x—ct)) pour ct <x<1l+ct 
ID’ qu : SD POUR 0e AIRES 


On peut rajouter s(x,1)= 0 pour x < ct : la source émet un train d’onde. À r = 0, ce train d’onde se trouve 
entre x = 0 et x = |. Puis l’onde se déplace vers la droite (les x positifs). À une date f, l’onde a parcouru la 
distance ct et se trouve donc entre cf et cf +1. En dehors de cet intervalle, le signal est nul. 


On a donc : (les distances sont en m.) 





pee t)=2sin(27(x-ct)) pour ct<x<1+ct 


s(x,t)=0 pour x<ct et x>1l+ct 


N. B. : L’onde ici n’est pas périodique on ne parlera ni de période, ni de longueur d’onde qu'on ne confond 
pas avec L, la longueur du train d'onde. 


Bien comprendre 
Selon les exercices, l’énoncé donnera soit F(x) = s(x,0), soit f{f) = s(0,r). Il est impératif de déterminer 


| | x 
s(x;f). Il suffit alors de remplacer soit x par x cf dans l’expression de F(x), soit f par £t— dans f{(r). On 
procèdera de même dans les inégalités qui définissent les différents domaines. “ 
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© Une fois l’expression de s(x,f) déterminée, il suffit de remplacer x ou f par les valeurs indiquées, en prenant 
en compte que c = 3 m.s !. Le mouvement d’un point au passage de l’onde dure donc 1/35. 


2) 2 mO7T0- 0) pour or = 100 
0e 2) =, pour x<6etx>1+6 


| E 2)=2sin(27x-67) pour6<x= 7} 
SOI : 


Se 2) 0 pour x <6 et x>7 
s(x;,2)=2sin(27x) pour 6<x<7 


Soit encore : 
pour x <6etx>7 





De même : 


s(3,f)=2sm(2r(3-3;)) pour 3<3<1+3; 


DD Heu ES Etes 


Soit : ; 
en Don CE 


s(3,{)=-2sin(6x ft) pour . <t<l 


Soit encore : 


_ =2sin(6t—-671) pour = pl 


s(3,t)=0 pourt< + et 1<1 













Évolution temporelle de l’état 
vibratoire du point d’abscisse : 
x=3m 





État vibratoire des points 
du milieu à t = 25 










1.5 t(s) 


Bien comprendre 


Un bon moyen de vérifier la pertinence des courbes obtenues et de faire avancer légèrement la courbe en 
fonction de x pour voir comment évolue la position d’un point. On voit sur la courbe de gauche ci-dessus 


que lorsqu'un point est atteint par l’onde (ici x = 7 m) ; une petite translation du graphe montre qu’il va 
descendre puis remonter et redescendre. C’est bien ce que l’on constate sur le second graphe où lorsque 
le point (ici d’abscisse x = 3 m) est atteint par l’onde à l’instant f = 2/3 s, 1l commence par descendre pour 
ensuite monter et redescendre. 
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A Tuyau et marteau — énoncé p. 37 


© Le son du coup de marteau se propage dans l’air et dans l’acier du tuyau à des vitesses différentes, c’est 
pourquoi, 1l y a deux « bing » arrivant décalés à l’extrémité du tuyau. 
On note f. l'instant où le son s’étant propagé dans l’air arrive au micro et f .. celui où il arrive après s’être 
propagé dans l’acier. Le son se propage plus vite dans un solide que dans un gaz, l’intervalle de temps 
mesuré vaut donc : 
At=t, tu =1L38S 
On peut choisir pour origine des temps, l’instant où le marteau frappe le tuyau, on à alors, en notant d la 
longueur du tuyau : 


acier 


d=n,.t. et d=nx.,..t 


air acier ‘acier 


Des trois équations précédentes, on tire la grandeur cherchée (1x...) en éliminant successivement les 
inconnues inutiles : 





mn pee 
TN Cote nt 


acier 


: AV jr 
SOIT : A, = —#— 
dv, M 


La vitesse du son dans l’air à 20 °C est 340 m.s°!, d’où : 





© Si l’ensemble est placé dans l’eau, à part le fait qu’il faille maintenant un microphone étanche, le principe 
de la mesure n’est pas modifié, mais les valeurs mesurées le sont. La durée de propagation dans l’acier 
n’a pas changé, mais celle dans l’eau est différente de celle dans l’air, car la vitesse dans l’eau à 20 °C est 
1400 m.s !. L'écart entre les deux sons sera maintenant de : 


Af=t, —t RÉAL 


eau acier 


À méditer 

Suivant le système des ondulations, la variété infinie des rayons de diverses couleurs qui composent la 
lumière blanche provient tout simplement de la différence de longueur des ondes lumineuses, comme les 
divers tons musicaux de celle des ondes sonores. 

AUGUSTIN FRESNEL (1788-1827) 








Superposition d'ondes 





Les caractéristiques des ondes ont fait l'objet du précédent chapitre. Dans celui-ci, on étudie la 
superposition de plusieurs ondes, ce qui donne lieu à des phénomènes variés comme les interfé- 
rences, les battements, les ondes stationnaires, la diffraction. Le programme est essentiellement 
construit sur les ondes mécaniques, cependant ces phénomènes ont déjà été abordés au lycée 
concernant la lumière. C'est pourquoi ici on évoque aussi le cas des ondes lumineuses, d'une part 
pour faire le lien avec des connaissances antérieures, d'autre part pour permettre au lecteur de 
mieux appréhender les phénomènes dans leur globalité et de mieux les comprendre. 


ms OUTILS MATHÉMATIQUES x 
= Calcul vectoriel : Produit scalaire de deux vecteurs : À: B = lAl]F]cos(4. 8) 


Norme d’un vecteur : JA] = VAA ou A] — A A 


= Nombre complexe z : z = Re(z)+iIm(z) =|z 





e° — Iz|(cos@ + isin 0) OÙ & = —] 


Avec module de z : z| = \/Re(z) + Im(z)”, Re(z) sa partie réelle et Im(z) sa partie imaginaire. 








= Éléments de trigonométrie : cos a +cosb =2 cos| - : b Jcos| _—_ >) 


2 








DO CEE ET EEE EE 
1. Signaux quelconques 
Définition 


Soient deux signaux sinusoïdaux s,(f)= A cos(@f+@) et s,(f)=A,cos(@,f+@,). On appelle 
déphasage du signal s, par rapport au signal s,, la différence entre leurs phases instantanées : 


Ag(t) =(@,t+9,)-(@,1+6p) = (©, — ©, jt +(p, — @,) 





On peut utiliser la représentation de Fresnel pour visualiser  Im(s 
le déphasage. On rappelle que dans cette représentation, on 
fait correspondre à chaque signal un vecteur tournant dont la 
norme est égale à l’amplitude du signal associé et qui forme 
avec l’axe (Ox) un angle égal à la phase du signal associé. Le 
déphasage entre les deux signaux est alors l’angle entre les deux 
vecteurs auxquels 1ls sont associés. 
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2. Cas de signaux synchrones 


Définition 

= Des signaux synchrones sont des signaux de même fréquence donc de même pulsation. Le dépha- 
sage entre deux signaux synchrones est égal à la différence des phases initiales : Ag = p, —-@.. 

= Des signaux synchrones sont en phase si le déphasage est un multiple de 2x. 


= Des signaux synchrones sont en opposition de phase si le déphasage est un multiple impair de 7. 





ll interférences de deux ondes synchrones 


% Position du problème 

On s'intéresse à la superposition, en un point M quelconque de l’espace, de deux ondes issues de deux 
sources S et S,. Les ondes sont décrites par des signaux s et s,, la superposition des ondes par la somme 
s de ces signaux, avec les notations introduites au paragraphe précédent. La phase @. (resp. @,) traduit 
donc le retard de l’onde au point M par rapport à la source S, (resp. $,) et par suite dépend de la distance 
de M à la source. Par ailleurs, la phase @, (resp. @,) dépend aussi de la phase à la source S, (resp. S,) qui 
n’est pas nécessairement constante dans le temps, en particulier pour une source lumineuse. Le dépha- 
sage Ag entre deux signaux, même synchrones, peut donc dépendre du temps. On se limitera dans 
ce qui suit aux cas où ce déphasage est indépendant du temps’. Cette condition est peu contraignante 
dans les dispositifs interférentiels en mécanique, elle l’est par contre fortement en optique (cohérence 
des sources) et elle conduira, en particulier, à utiliser une seule source artificiellement séparée en deux 
(trous d’Young par exemple) pour obtenir des sources dont le déphasage est indépendant du temps et 
produire ainsi des interférences. Il est impossible (sauf procédé très sophistiqué utilisant des lasers) 
d’obtenir des interférences avec deux sources lumineuses distinctes, même synchrones. 


1. Superposition de signaux synchrones 


Superposer des signaux signifie sommer l’ensemble des signaux, et non leurs seules amplitudes. Si deux 
ondes synchrones (donc de même pulsation ©) représentées respectivement par s,(f) = À, cos(@f + @,) 
et s,(1) = À, cos(@f + @,), arrivent en un point M, alors l’onde résultante est représentée par le signal 
S()=s,(f)+5,(r). Il est commode de passer par les complexes, la grandeur physique étant la partie 
réelle de la grandeur complexe associée : 


s,(#) = Ai cos(@t + p,)= Re(Ae"®"®) et 5,0) = A, cos(o + p,)= Re(Ae 7) 
On peut alors écrire pour le signal résultant, en notation complexe? : 


…. … i(@t+@;) i(@f+P;,) __ ic i; IP 
S=s, +5, = Ae + ÀA,e =e (Ae"'+Ae") 


Le terme A,e" + À,e"° est un nombre complexe indépendant du temps, que l’on peut écrire sous la forme : 
Ae*+ A,e* = Ae° Alors : s=e“”"Ae" Soit : s = 4e”? 
On en déduit le signal réel : 
s(é) = Re(s) = Acos(œt + 0) 


Ainsi la somme de deux signaux s, et s,synchrones est un signal de même pulsation synchrone, avec s. et s.. 


1. Notons que cela ne nécessite pas que les phases de chaque signal soient indépendantes du temps, 1l suffit que leur 
différence le soit. Cependant, pour simplifier on supposera, dans ce qui suit, que les phases sont indépendantes du temps. 
2. Cette méthode sera vue plus en détail au chapitre 10. 
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Résultats 


= Le signal résultant de la superposition de deux signaux sinusoïdaux synchrones, présentant un 
déphasage indépendant du temps, est un signal sinusoïdal de même fréquence. 


= Selon le type d’onde, les capteurs sont sensibles soit à l’amplitude de l’onde, soit plus fréquemment 
à l’intensité, qui est proportionnelle au carré de l’amplitude. Les propriétés de l’amplitude permettent 
donc de décrire l’état ondulatoire observé en un point. 





2. Amplitude du signal résultant 


D’après ce qui précède, l’amplitude du signal s résultant de la superposition de s, et s, est À, telle que : 


A = Aeï = JA, e'? + À,e* 





qui se développe en utilisant l’expression des exponentielles complexes : 


A=|A(cos@, +isinp,)+4,(cos@, +ising,)}=|(4, cos, + 4, cos@,)+i(4, sing, + A, sin @,} 
A = (A cos, + A, cosp,) +(A sing, +A,sing,) = A+ A;+2A A, (cos @, cos @, +sin @, sin @,) 


Soit, enfin : A = A; + À, +24,4,c0s(p, -@,) 


On retrouve ce résultat à l’aide de la représentation de Fresnel de la figure schématisée p. 43. Les vec- 
teurs $, et $, tournent à la même vitesse angulaire æ et l’angle @, — @ reste constant, leur somme $ tourne 
donc aussi à la vitesse angulaire ©. Par construction : 


S=$ +$, d’où : ss =(5,+5,).(s +5) 


_ _ 


DS Seb F0, F2S 8 SF S + 25, ITA |cos(s,5,) 
|l2 [+ 2 ms ie - ll A 
IS = + +215 Îcos(Ap) 


Les normes des vecteurs de Fresnel sont les amplitudes des signaux correspondants, d’où : 


A° = A +4; +2AA cos(A@) (1) 
Soit le même résultat que précédemment : A = AŸ + A? +2A A,cos(A@) 


Énoncé 


Le signal résultant de la superposition de deux signaux sinusoïdaux de même fréquence, d’ampli- 
tudes À, et À, et de phases initiales @ et @,, est un signal sinusoïdal de même fréquence et d’amplitude : 


A = /A* + A5 +2 A A,cos(@, — @)) 


= [1 apparaît ic1 que l’amplitude du signal résultant de la superposition n’est pas la somme des ampli- 





tudes des signaux initiaux. 


= S1 les amplitudes sont identiques, l’amplitude résultante peut aussi s’écrire : 


A=./JAî+A5+24,4, cos(Ap) = ,/2A5(1+cos(A@)) =, /4A° cos’ Fe }-24 cos[ 22 ) 


= De même (1) montre que l’intensité résultante n’est pas la somme des intensités. S1 c’était le cas, la 
superposition de deux sons serait toujours un son plus fort, de deux lumières, une lumière plus vive. 
Or, les expressions de l’amplitude et surtout de l’intensité montrent qu’elles peuvent s’annuler grâce 
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au terme en cos (AG). Ainsi la superposition de deux sons peut donner lieu à un silence, celle de deux 
lumières à de l’obscurité. Cette situation, liée au terme cos (AG), traduit le phénomène d’interférences. 


Définitions 
a Il y a interférences quand des ondes de même fréquence et présentant un déphasage Ao indépen- 
dant du temps se superposent. 


= Le terme 2A A,cos(Ap) dans l’amplitude résultant de cette superposition est appelé terme 
d’interférences. 





3. Étude du terme d'interférences 


Le terme d’interférences dans l’amplitude du signal résultant dépend du déphasage. Deux cas parti- 
culiers sont intéressants : les interférences constructives correspondant à un maximum d’amplitude 
résultante et les interférences destructives correspondant à un minimum d’amplitude résultante. Par 
ailleurs les expressions se simplifient si les deux ondes qui interfèrent ont même amplitude, ce qui est 
résumé dans le tableau ci-dessous où n est un entier positif ou négatif. 


INTERFÉRENCES Constructives ni un en Ven 
A; #À, 11 2 Rs | me 
Signaux/ondes En opposition de phase En opposition de phase 


Déphasage A9 =2nr Ag =2{n+1)r =(2n+1)x A =2nt Ag =2{(n+25)7 =(2n+1)x 
A =; 9; 
Terme d’interférences : 2 _A À? 
Amplitude du signal A=A +A, A | ee A,| A=2A, A=0 
A = /Af+A5+2A A, cos(Ap) 


Les signaux s et s, représentent des ondes dont les phases @, et @,, sont liées au retard de l’onde au point 
étudié M par rapport aux sources. Le déphasage Ao est donc lié à la différence de retard des ondes en 
M, le point où l’on étudie la superposition, et donc à la différence entre les chemins parcourus depuis 
chacune des sources pour atteindre M. 








Définition 
On appelle différence de marche au point M, la quantité Ô (M) = SM - S,M égale à la différence 


entre les chemins parcourus par les deux ondes depuis les sources. 


= Pour des ondes sinusoïdales progressives unidirectionnelles suivant (Ox) étudiées dans le chapitre 
précédent, on a Ô = x, — x, où x, et x, sont les distances des sources au point M. 


Cas de sources en phase 


Si les sources sont en phase, alors on relie aisément le déphasage et la différence de marche“ : 


où d et a sont les distances aux sources. 





3. En optique, une définition plus rigoureuse sera vue par la suite, qui tiendra compte des propriétés du milieu. 
_2S 


entre les sources À 


4, Si les sources ne sont pas en phase on aura : Ap -Ao 
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Les conditions d’interférences sont alors plus commodes à exprimer en fonction de la différence de marche : 
Interférences constructives : Ô=nÀ neZ | Interférences destructives : 6 = (n +1) À ne. 


Rs POINT MÉTHODE ms 
Étudier le phénomène d'’interférences 


» L'étude des phénomènes d’interférences passe toujours par le calcul du déphasage et/ou de la diffé- 
rence de marche en un point ou dans une région de l’espace. 


= Il est essentiel de savoir relier ces termes à l’amplitude ou à son carré de façon à comprendre les 
conditions d’interférences constructives (franges brillantes en optique) et d’interférences destructives 
(franges sombres en optique). Ces conditions s’exprimeront en multiples entiers de x pour le déphasage, 
et dans le cas de sources en phase, en multiples entiers ou demi-entiers de À pour la différence de marche. 


= Les rôles des ondes 1 et 2 sont totalement symétriques, et on peut exprimer le déphasage par 
AG = @, — @, aussi bien que par Ag = p, — @, puisque seul compte son cosinus (fonction paire) dans l’état 
interférentiel. Il en va de même pour la différence de marche. Ici on a choisi de mettre en cohérence 
AP =, —@p, avec Ô = x, — x, pour des ondes se propageant dans le sens de x positifs. Des choix opposés 
ne changent rien aux conclusions. 





( Ondes stationnaires 


1. Superposition d'ondes progressives de sens contraires 


On considère une onde progressive sinusoïdale se propageant selon l’axe (Ox), dans le sens des x posi- 
tifs, représentée par le signal s,(x,f) = A cos(œtf — kx +p). Une seconde onde progressive sinusoïdale 
se propage selon (Ox) à la même célérité, dans le sens des x négatifs, de sorte que les deux ondes ont 
même amplitude, même fréquence (donc même pulsation ©) et des vecteurs d’onde de même norme k. 
Cette deuxième onde est donc représentée par le signal s.(x,f) = À cos(æf + kx +06). L’onde résultante est 
représentée par le signal : 


SX, F) = 5.(x,1) + 5,(x,1) = A cos(@f + kx + 0) + À cos(@f — kx + @) 








D'où : S(x,f) = 2 A cos ar mu ; È jesf + è . P Ï 2A cos(@t +W,)Cos(kx +, ) 


La fonction obtenue s’écrit comme un produit de deux fonctions sinusoïdales indépendantes, l’une fonc- 
ton de r, l’autre de x : c’est une onde stationnaire. 


S(x,t) = 2Acos(kx +. )cos(@f +y,) = f (x)g(£) 





Définition 






On appelle onde stationnaire toute onde fonction de la position x et du temps f pouvant s’écrire sous 
la forme s(x,f)= f(x)g(t). 


= L’onde obtenue s(x,f) est de même pulsation & et donc de même fréquence f que les ondes progres- 
sives initiales. Un point d’abscisse x vibre donc à cette fréquence, ce que décrit le terme g(f) et avec une 
amplitude égale à la valeur absolue de f(x), qui est une fonction sinusoïdale de x : 


27 


f(x) = 2 A |cos(kx + y.) — 2A cos| A X + v. 
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= On schématise l’état ondulatoire en 
fonction de x par un signal sinusoïdal 
oscillant à l’intérieur des sinusoïdes 
+2A|cos(kx +W.). On a représenté 
ici l’état vibratoire à plusieurs 1ins- 
tants différents. 


amplitude 








= Les points N restent toujours immo- 
biles ({x,) = 0), les points V ont la 
plus grande amplitude de vibration 


(x) = + 2A). 
Définitions 
= On appelle nœud N d’une onde stationnaire une position où le signal est nul à toute date. 


s On appelle fuseau l’intervalle entre deux nœuds successifs d’une onde stationnaire. 


= On appelle ventre V d’une onde stationnaire une position où l’amplitude des fuseaux est maximale. 





Les positions des nœuds et des ventres se déterminent donc par les valeurs particulières de f{x) : 








— position d’un nœud : cos[2E x, +. | = 0 donc : x, = L +AT VW, 
— position d’un ventre : cos[2E x, + v.) =] donc : x, =nT-WY. 
D'où” : XNœud — : + nÀ = À) Xyente — nÀ —X, (nentier) 


Résultats 
À 


a Deux nœuds successifs ou deux ventres successifs sont distants de n 


À 


a Un nœud et un ventre successifs sont distants de 7 


À 


= Un fuseau est de longueur 9° 


= Deux points d’un même fuseau vibrent en phase, deux points appartenant respectivement à deux 
fuseaux successifs vibrent en opposition de phase. 





= Le terme d’onde stationnaire peut paraître paradoxal, en effet 11 n’y a pas 1c1 de propagation de l’onde 
résultante. Un point proche de M ne reproduit pas ce qu’a fait M avec un certain retard comme pour une 
onde progressive. Au contraire tous les points vibrent ensemble comme une vidéo au ralenti permet de 
le visualiser (nombreuses animations sur différents sites internet). 


2. Modes propres sur une corde 


La corde de Melde est une corde tendue, de longueur L dont on peut en général faire varier la masse 
linéique et la tension, ce qui modifie la vitesse de propagation des ondes mécaniques transversales qui 
peuvent s’y propager. On étudie une corde pour laquelle ces paramètres sont fixés. Ses deux extré- 


5. La valeur de x, est liée à celle de la phase y (donc à celles de p et 6), elle-même liée aux conditions aux limites du 
milieu dans lequel on étudie l’onde. On aura le plus souvent x, = 0 (tuyau sonore) ou x, = : (corde) et dans ce dernier 


cas, 1l sera plus commode d’exprimer l’onde stationnaire avec des sinus comme proposé au paragraphe suivant. 
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mités sont fixes, un vibreur situé en un point de la corde est source d’une onde sinusoïdale. Souvent 
ce vibreur est à une extrémité. On a une superposition d’ondes progressives émises par le vibreur, et 
d’ondes progressives réfléchies à chaque extrémité, donc des ondes se propageant dans les deux sens. 
En prenant simplement en compte une onde incidente et une onde réfléchie, on se trouve dans la situa- 
tion du paragraphe précédent où l’on doit tenir compte des conditions aux limites, qui sont maintenant 
connues. Les extrémités étant fixes, elles doivent constituer des nœuds, soit avec les mêmes notations 
que précédemment : 


fx=0)=0 (1) et fx=L)=0  () 


soit d’après (1) : cos(y, ) = 0 d’où: W,= (et x, = 2 


La phase temporelle w peut être choisie en fixant une origine des temps commode, de façon à obtenir 


Y, = +n/2 (on choisira le même signe que pour y). L'expression du signal résultant s’écrit alors : 


SX r)=2A cos or + 7 Jeos(ex + z) = 2Asin(œf)sin(kx) 


En utilisant (2) la deuxième condition aux limites, 1l apparaît une condition sur k donc sur la longueur 
d’onde : 


sin(kL) = 0 sOIt : KE = AM 


On obtient alors une quantification des longueurs d’onde et donc des fréquences qui fixe les valeurs 
possibles pour respecter les conditions aux limites, à l’aide d’un entier positif n : 


_nr _ 2% _2L noce nt 


= Les modes propres de la corde correspondent aux fréquences 
qui donnent lieu à des ondes stationnaires stables dans la corde. 


Définitions 


= Les conditions aux limites, qui sont les conditions imposées 
par les bords du milieu de propagation, permettent d’établir les 
conditions de quantification qui fixent ces modes propres en fai- 
sant apparaître l’entier n : 
= Le premier mode obtenu pour n = 1 est appelé mode 
fondamental : 


= _ et = À Sur la corde, on a un seul fuseau. 
2L 2 

æ Les autres modes sont appelés harmoniques et sont des multiples de la fréquence fonda- 

mentale. Le n-ième mode a pour fréquence j, et correspond à la (n—-1)-ième harmonique : 


À 


L— _. = nf, et = ne Sur la corde on a n fuseaux. 


= Le signal résultant de l’onde stationnaire pour le n-ième mode s’écrit alors : 


S,(X,t) = 2 Asin[ 27€ }sin[ 2 x 





s On peut connaître ces résultats par cœur, mais 1l est préférable de les retrouver à partir des conditions 
aux limites et la visualisation d’un nombre entier de fuseaux sur la corde. 


= Pour un mode donné, 1l n’y a pas seulement une onde incidente et une onde réfléchie, mais une 
superposition de nombreuses ondes (réflexions multiples à chaque extrémité). La corde entre en 
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résonance pour des fréquences qui correspondent aux fréquences définies ci-dessus, car toutes ces 
ondes se retrouvent toujours en phase avec l’onde émise par le vibreur, (ce qui permet de retrouver la 
condition 2L = nÀ). 


= À la résonance, les amplitudes de toutes ces ondes en phase s’ajoutent. À cause de la dissipation 
d’énergie par frottement, échauffement, l’amplitude finale reste évidemment finie, mais nettement plus 
grande que l’amplitude du signal initialement émis par le vibreur (c’est pourquoi on considère en général 
ce point fixe). 


M CET 


La diffraction est un phénomène typique des ondes, qui résulte de la superposition d’ondes multiples, 
engendrées en chaque point d’un espace où l’on contraint l’onde par un obstacle. L’onde résultante existe 
alors en des points du milieu qui ne devraient pas être atteints si la propagation de l’onde incidente n’était 
pas modifiée par l’obstacle. Si le milieu reste le même, la longueur d’onde n’est pas modifiée. 





Es) Een 
Absence de diffraction : la direction Phénomène de diffraction lorsque la dimension Plus l’obstacle est petit, 
de propagation n’est pas modifiée. de l’obstacle est de l’ordre de grandeur plus la diffraction est importante. 
a > À de la longueur d’onde. œ <À 


Définitions 

a On parle de diffraction d’une onde quand il y a modification de la propagation de cette onde lors- 
qu’elle rencontre un obstacle (ouverture ou objet). 

= L’onde obtenue après l’obstacle est appelée onde diffractée. 


= La diffraction devient perceptible lorsque les dimensions de l’obstacle sont de l’ordre de grandeur 
de la longueur d’onde et elle est d’autant plus accentuée que l’obstacle est petit. 





= La diffraction peut se produire aussi bien avec des ondes mécaniques (ondes sonores, déformations de 
la surface de l’eau, etc.) qu'avec des ondes électromagnétiques (lumière visible, rayons X...), voire avec 
des ondes de matière (faisceaux d’électrons). 


Énoncé 


L’onde diffractée par un obstacle de taille a se trouve essentiellement dans un cône de demi-angle au 


sommet © tel que : sinO = mi 





s On peut avoir encore un signal en dehors de ce cône, mais 1l est d’intensité moindre, comme on le voit 
sur le document ci-dessous. 


= Cette expression est plus générale que celle vue au lycée pour un angle faible (0 = À/a). 


s Dans le cas de la lumière, ce cône définit la tache centrale de la figure de diffraction. S1 on étudie 


6. Le phénomène de résonance est très fréquent en physique et dans notre quotidien. Il est étudié en électrocinétique, en 
mécanique au chapitre 10. 
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la diffraction d’un faisceau laser à travers une fente rectan- 
gulaire très fine, on se ramène à un phénomène à une dimen- 
sion dans le plan perpendiculaire à la fente, qui fait appa- 
raître sur l’écran une tache centrale très lumineuse 
(d’ouverture angulaire définie par la relation ci-dessus) et 
des taches secondaires peu lumineuses de part et d’autre, 
correspondant à un angle de diffraction plus important. 





Ds VERS LA COLLE cs 








Questions de cours 


= Montrer que la superposition de deux signaux sinusoïdaux synchrones présentant un déphasage indé- 
pendant du temps est un signal sinusoïdal de même fréquence et déterminer son amplitude. 


sm Terme d’interférence, déphasage, différence de marche. Condition d’interférences constructives, 
d’interférences destructives. 


= Montrer que la superposition de deux ondes progressives sinusoïdales synchrones, de même ampli- 
tude, se propageant en sens contraire sur un même axe donne une onde stationnaire. 


= Ondes stationnaires sur la corde de Melde, conditions aux limites et quantification des modes. 


sa Diffraction, conditions et propriétés. 


Erreurs à éviter 


= [1 ne faut pas confondre les phénomènes et un bon moyen consiste toujours à se poser la question : 
quelle est la variable (7, x, voire Ô ou AG) et de la porter systématiquement sur les graphiques. 


s Ne pas confondre conditions initiales (temporelles) et conditions aux limites (spatiales). 


# Lorsque les sources ne sont pas en phase, 1l vaut mieux écrire le déphasage et introduire ensuite la 
différence de marche. S1 les sources sont en phase, on pourra travailler directement sur la différence 
de marche. 


Quelques « trucs » utiles 
= Bien connaître ses formules de trigonométrie s’avérera utile. 


= [1 est primordial de bien relever les indications données dans l’énoncé : les ondes sont-elles de même 
fréquence, ou de fréquences proches, de même amplitude ou non ? La célérité dépend du milieu, or les 
ondes à superposer sont forcément dans le même milieu, donc elles auront la même célérité. 


sm On doit soigneusement préciser l’écriture de l’onde en prenant en compte les données de l’énon- 
cé. Pour les ondes progressives, 1l est préférable de les écrire d’abord sous la forme générale 
s(M,f) = Acos(ot-kSM+0) et de faire intervenir éventuellement x, si nécessaire ensuite. 


# La phase à l’origine est parfois imposée, parfois on peut la choisir commodément, on cherchera tou- 
jours à rendre les expressions sinusoïdales les plus simples possibles. 
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Conseils 


Il ne faut pas hésiter à réécrire les expressions des signaux, ne serait-ce que pour s’entraîner. Les 
calculs figurant dans le cours doivent être connus et refaits à l’occasion des exercices. On s’en- 
tratnera aussi à raisonner en longueur d’onde pour les distances (position, différence de marche) 


et en multiples de x pour les phases ou déphasages. Enfin comme dans tous les exercices, on ne 
négligera pas les schémas qui apportent toujours une aide précieuse. 





Ki Interférences d'ondes radio * — corrigé p. 54 


Deux sources S, et S, en phase génèrent des ondes radio sinusoïdales de longueur d’onde À = 50 cm et 
de même amplitude À. S, est placée à l’origine de l’axe x et S, peut être placée n’importe où sur le demi- 
axe (Ox), à une distance d (< 1 mètre) de S.. 


© Déterminer à quel(s) endroit(s) placer S, pour qu’il y ait interférences constructives en x = 10 cm. 
© Même question avec des interférences destructives en x = 10 cm. 


© On suppose que la seconde source est à la distance d = 70 cm de la première. Déterminer l’interfrange, 
c’est-à-dire la distance entre deux points successifs dans le même état interférentiel. 


62: Interférences sur une cuve à ondes * * > corrigé p. 54 


On considère une cuve à ondes éclairée en éclairage stroboscopique. 
Deux pointes distantes de a frappent à la même fréquence et en phase la 
surface de l’eau, créant deux ondes qui se propagent. La figure est claire 
là où la surface de l’eau est convexe et sombre là où elle est concave ; 
l’amplitude des oscillations est d’autant plus grande que la figure est 
plus contrastée. On a représenté les courbes correspondant aux interfé- 
rences constructives (en lignes claires) et destructives (en lignes noires). 





© Déterminer le déphasage en un point M entre les signaux reçus des 
deux sources. À quelle condition a-t-on des interférences constructives ? Destructives ? 


© Sur le segment [S,, S,], quel est l’intervalle de variation de S,M - S,M ? 
© Déduire de la figure la valeur du rapport a / À. 


El Interférences lumineuses * * * — corrigé p. 55 


On réalise l’expérience des trous d’Young : deux 
trous très petits (on ne prendra pas en compte 1c1 la 
diffraction) S et S,, distants de a, éclairés par un 
faisceau de lumière issu de S, monochromatique 
de longueur d’onde À, située sur la médiatrice des 
trous. Le plan de figure contient la source initiale 
et les sources secondaires. On observe la figure 
d’interférences sur un écran perpendiculaire au 
plan de figure, à une distance D de l’axe SS,. 





© On se place en un point M de l’écran dans le plan de figure. Exprimer la différence de marche 6 entre 
les deux ondes en M et déterminer le déphasage Ao. 


© Donner la fréquence de l’onde résultante et son amplitude. 
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© On rappelle que l’intensité lumineuse est proportionnelle au carré de l’amplitude de l’onde. Déterminer 
l'intensité lumineuse J résultant des deux ondes en fonction de Ag et de 1, l’intensité émise par une 
des sources. Tracer l’allure de la fonction Z(A@). 


© On suppose maintenant que l’écran est à grande distance des trous (D > a) et que le point M est peu 
éloigné de l’axe (D > x). Exprimer la différence de marche Ô (M) en fonction de a, D et x. 


© À quelle condition les interférences en M sont-elles constructives ? Destructives ? En déduire la 
position des franges brillantes et des franges sombres puis l’expression, en fonction de D, a et À, de 
l’interfrange i, c’est-à-dire la distance entre deux points successifs dans le même état interférentiel. 


E1 Modes propres d'une corde * * > corrigé p. 57 


On considère une corde fixée à ses deux extrémités, x = 0 et x = L. Un vibreur placé en x = 0 crée sur la 
corde des ondes sinusoïdales progressives de pulsation ©. On choisit l’origine des temps de sorte que la 
phase initiale de cette onde en O soit nulle. Lorsqu'une telle onde se réfléchit en x = L, elle se propage 
dans le sens contraire de la précédente et se superpose à celle-ci. On suppose que son amplitude est 
identique à celle de l’onde incidente. 


© Donner l’expression de l’onde résultante, compte tenu des conditions aux limites. 
© Comparer l’onde réfléchie et l’onde incidente lors de la réflexion. 


© Combien de fuseaux obtient-on si la fréquence du vibreur est 50 Hz sur une corde longue de 1 m, de 
masse 10 g et soumise une tension de 4 N ? On pourra retrouver l’expression de la célérité par une 
analyse dimensionnelle. 


15 Télémétrie laser * * — corrigé p. 58 


© Un faisceau laser est généralement considéré comme fin et cylindrique, c’est-à-dire à section 
constante. En pratique sa section augmente faiblement du fait de la diffraction. Quel est le diamètre 
du faisceau à une distance L = 1 m de la cavité, pour un faisceau de diamètre initial au sortir de la 
cavité laser D = 3 mm et de longueur d’onde À = 532 nm ? 


© On utilise un laser de même longueur d’onde pour envoyer des impulsions depuis la Terre vers la 
Lune. Ce laser a un diamètre initial de 1,2 cm, quel est l’élargissement angulaire 6 du faisceau ? 


© Ce faisceau est d’abord envoyé sur un télescope, ce qui a pour effet d’élargir le faisceau et de diminuer 
0 d’un facteur 5, puis 1l est dirigé vers la Lune. Quel est le diamètre du faisceau sur la Lune ? 
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N. B. : Dans tous les corrigés, n désigne un entier (pas nécessairement positif). 


4 Interférences d'ondes radio > énoncé p. 52 


© Les deux sources émettent des ondes progressives de même mn M S) mn 
amplitude, en phase, de même longueur d’onde À. Ce sont des FR RS 
. ’ FAP A a —_— 
ondes radio, donc des ondes électromagnétiques, de même d 


fréquence et même pulsation w. D'où les signaux : 

en M émis par S s'écrit: s,(x,r)= Acos(ot-k.S,M+0)= A cos(@œt — kx +0) = À cos(æt +.) 

en M émis par S, S’écrit : s (41) _ A cos(@œt —k.S,M +0) — À cos(@t—k(d—x)+0)= A cos(@f +, ) 
© et Re 


À À 
N. B. : On notera que l’onde I s’écrit bien en (@t — kx) et l’onde 2 en (@t + kx), ce qui est cohérent avec 
leur sens de propagation respectif. 


avec : @=27rf =27 


L'état interférentiel d’un point sur l’axe dépend de la valeur du terme d’interférences en x, donc du dépha- 
sage ou de la différence de marche : 

ADD RO CREED SO) =D Ke) et Ô=2x-d 
Les ondes étant émises en phase, on a bien : Ag =kû 
Il y a des interférences constructives en x si le déphasage entre les deux signaux est un multiple de 27, ou 
plus directement, si la différence de marche en M est un multiple de la longueur d’onde : 


er er. soit :|S;S, =d=2x-nÀ 


AN. : S,S, =20 +50n (en cm) avec d < 1 m, il vient : S,S, = 20 cm ou 70 cm. 


© Pour des interférences destructives en x, alors le déphasage est un multiple impair de x et la différence de 
marche, un multiple demi-entier (sous-entendu impair) de la longueur d’onde : 





=2x-d= 211} soit :|S,S, =d=2x- 2" 113 


AN. : SS,=20-25+50n (en cm) avec d < 1 m, il vient : SS, = 45 cm ou 95 cm. 
© La différence de marche en x vaut 6 =2x- 4 et deux points constructifs x, et x, successifs vérifient : 


D = =0 = et dr = ranl)/ soit : i= x, x, = À =25 cm 


On obtiendrait évidemment le même résultat avec deux points destructifs successifs. L’interfrange 1c1 ne 
dépend pas de la distance entre les sources, parce qu’on les étudie sur l’axe des sources. Ce ne serait pas 
le cas dans une autre partie de l’espace autour des sources. 


Fi Interférences sur une cuve à ondes > énoncé p. 52 


© Les deux sources émettent des ondes progressives de même amplitude, de même fréquence et en phase, 
Ce sont des ondes mécaniques à la surface de l’eau, de même célérité 17 donc de même longueur d’onde 
À. Les signaux en M émis respectivement par S, et par S, s’écrivent : 


s,(x,f) = Acos(@f —-k.S M +0) = À cos(@f — kd, +0) = A cos(@f +) 
s,(x,t) = A cos(æf —-k.S,M +0) = À cos(œf — kd, +0) = À cos(@f +.) 


DD Tr 
Mai Mie Eee 
AVEC UD = TIRE ne sie 
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L'état interférentiel d’un point sur l’axe dépend de la valeur du terme d’interférences en x, donc du dépha- 
sage ou de la différence de marche : 


Ap=@p,-—@p =(-kd, +0)-(-Kkd, +0)=k(d, -d,) et Ô=d,-d,=SM-S,M 
Les ondes étant émises en phase, on a bien : Ap = kÔ 


On a des interférences constructives en M si le déphasage entre les deux signaux est un multiple de 27, ou 
plus directement, si la différence de marche est un multiple de la longueur d’onde : 


=d -d,=SM-S,M=nÀ 


Ô 


constructive 





On a des interférences destructives en M s1 le déphasage entre les deux signaux est un multiple impair 
de 7, ou plus directement, si la différence de marche est un multiple demi-entier de la longueur d’onde : 


5 4, -d,-SM-S,M-7?"*1} 


2 


N. B. : Les courbes qui peuvent s’écrire d, — d, = constante, où d, et d, sont les distances à deux points 
fixes, sont des hyperboles dont les points fixes sont les foyers, ce que représentent les lignes sur la photo. 


destructive 





© Quand M se déplace entre S etS,, la quantité SM -S,M = à varie entre -SS, et S;S,. Donc la quantité 
SM -S,M varie entre — a et a. 


© Le plus simple est de raisonner sur l’interfrange, soit la distance entre deux points successifs dans le même 
état interférentiel, c’est-à-dire tels que leur différence de marche diffère d’une longueur d’onde. On observe 
5 interfranges entre les sources sur la photo, or la différence de marche varie de —-a à +a, donc de 2a sur le 
segment entre les sources. D'où : 


2a =5À qui donne ER = 2,5 


Remarque : Comme dans l'exercice précédent, on peut aussi montrer que l’interfrange entre les sources 
vaut une demi-longueur d’onde et retrouver le rapport ci-dessus. 


El Interférences lumineuses > énoncé p. 52 


O Les deux ondes électromagnétique issues de S, et S, sont en phase car elles proviennent d’une source 
unique et parcourent le même chemin SS, =SS,, on a donc deux ondes synchrones, dont le déphasage est 
indépendant du temps’. La différence de marche 0 et le déphasage Ao valent : 


5-SM-S,M et A9 = kô = k(S.M-S,M) = 2 


© L’onde résultante est une onde sinusoïdale de pulsation @ et d'amplitude À dont l’expression a été établie 





dans le cours p. 45 :|A=24A, co[ 





avec K la constante de proportionnalité et Z, l’intensité émise par une source. 


On retrouve bien des maxima d’intensité (franges brillantes) pour des déphasages multiples de 27 et des 
minima (ic1 nuls) pour des déphasages multiples impairs de x. On notera qu’en moyenne l’intensité est la 
somme des deux intensités soit 2 J,. 


7. En réalité cela est vrai au niveau des sources et tant que la différence de marche en M reste faible, mais s1 la différence 
de marche en M augmente trop, alors les interférences ne sont plus possibles car ce déphasage dépend à nouveau du temps. 
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ST 0 T 27 37 47 5x A 


© On obtient les distances S M et S,M, soit en utilisant les coordonnées des points, soit en projetant S etS, 
sur (Ox) et en utilisant le théorème de Pythagore. Dans les deux cas on obtient aisément : 


2 2 
S M = D°4{x +8) et S,M = D°+{x-9) 


On s’est placé dans le cas où x D et a € D. On peut donc utiliser les développements limités suivants : 


x? OX a le x? A X 4 \ 
LR ones DR 
Dé; A DID DD UD | 


2 > 2 ) 2 ë : 
s,M=Jp|1+ 2-42 plie) a pfis + 
D D 4D D 4 2 DDC TD 


D 
2 2) 2 2) 
D'où : -SM-5,M+D|1+ x", ax , a For x ax_, a }FD2 ax 

















2 À 
2 À OX & 
S M = D pére je 






































2D? 2D? 8D° 2D? 2D? SD? 2D° 


Finalement : 





Bien comprendre 


Chaque fois qu’un énoncé précise qu’une grandeur est petite devant une autre, 1l faut s’attendre à utiliser 
un développement limité. Le plus fréquemment utilisé en physique est celui de (1+€)” qui, au premier 


ordre, s'écrit : (1+€)" += 1+0E€. On cherchera donc à mettre en évidence un rapport & sans dimension très 
petit devant 1 (ici a/D et x/D) et à faire apparaître la puissance ©. 





Une autre méthode très rapide permet d’établir la différence 
de marche : M étant très éloigné, on peut considérer les droites 
S M et S,M comme quasiment parallèles. La différence de 


S 
marche vaut alors : 


k 
Ô—d,—d,=asin0 + a0 s atanô a s 


où l’on utilise aussi des développements limités sin 0<6, tan 050, 





© On a des interférences constructives en M si la différence de marche est un multiple de la longueur d’onde : 


_ nÀD 
FB a 
On a des interférences destructives en M si la différence de marche est un multiple demi-entier de la lon- 
gueur d’onde : 





è = _- =nÀ soit la position des franges brillantes : x 





5s=4x_2n+l; 


1 
D , soit la position des franges sombres : x, = _——. 


L’interfrange est la distance entre deux franges brillantes (ou deux franges sombres) successives : | = 
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E1 Modes propres d'une corde > énoncé p. 53 


© On considère la superposition d’une onde incidente s. progressive et d’une onde réfléchie progressive en 
sens contraire s, de même amplitude et de même pulsation. Avec les choix de l’énoncé on a : 


CES CE EMEA COS (Eee 0) ACos(OEC) 


D'où : s(x,2) = 2Acos | + 9 cos[ tx + Ê] 
Les conditions aux limites imposent : 
Het = (1) et : Her; (2) 
soit d’après (1) : cos = 0 d’où : 0=7 d’où: s(x,t)=2Asin(æf)sin(kx) 
d’après (2) : sin(KL) = 0 soit : kL=nT 
D'où : s(x,0) = 2Asin[ "€ 1 sin ME x) 


On obtient donc des ondes stationnaires. Plusieurs solutions sont possibles correspondant à chaque mode 
propre de la corde schématisées dans le cours p. 49. 


Bien comprendre 


Il s’agit de la forme générale des solutions, qui prend en compte les conditions aux limites (1c1, le signal 
est nul aux deux extrémités). Il y a une infinité de solutions, puisque la seule donnée sur n est que c’est 
un entier non nul. Chaque solution existe et le mode général est une superposition de toutes les solutions 
possibles. La solution correspondant à n donné est le mode propre de rang n. 





© Pour n impair en x = L, on a: 
s.(x,f) = A cos(oœf — kL) = A cos(œt —- nr) = -Acos(æf) 
s,.(x,f) = A cos(@f + KL + 7x) = Acos(œt +(n+1)7) = Acos(œf) 


Pour n pair en x = L, on a: 


s,(x,f) = A cos(@t — kL) = Acos(@t-—nnr) = A cos(@f) 
HE os (EP Tr) Cost DE Cos(o) 
Dans tous les cas, l’onde réfléchie s’inverse par rapport à l’onde incidente, ce qui est assez intuitif. 


© La célérité c dépend de la tension T et de la masse linéique u (on peut retrouver l’expression par analyse 
dimensionnelle) et vaut : 


[1 TL [4x1 N CR 20 
RE —— — —90 ms! : A 
e OI ms d’où f 


La condition pour obtenir des ondes stationnaires est XL = nt, soit : 


L=nZ donc : |n = #2 = 5 


On a donc le 5° mode, c’est-à-dire le 4° harmonique, qui donne donc 5 fuseaux, soit 6 nœuds (positions 0, 
20, 40, 60, 80, 100 cm) et 5 ventres (positions 10, 30, 50, 70, 90 cm). 
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Superposition d'ondes 








5 Télémétrie laser > énoncé p. 53 


© La diffraction provoque un élargissement du faisceau laser caractérisé par l’angle 0 tel que : 
À > 
sin0 = — &2. 10 
D 


Soit L la distance parcourue par le laser. On a : 
2 
E 
Comme 86 est très petit, on pourra assimiler sin0, 

tan 0 et 0: 


tan 0 = d’où : d=2Ltan0 





d=2160- 21 2410 


Autrement dit, le nouveau diamètre est D, = D+d 3,4 mm, ce qui justifie de considérer le faisceau 


cylindrique sur les distances habituelles. 


© On a la même relation que précédemment : 


© À la sortie du télescope, on a : 8°= . 





&9. 10 rad 


Le diamètre du faisceau sur la Lune est: D,, =D+d=d=2L0"="7km| ZL= 384 000 km 





Lune 


Pour information : Le détecteur sur la Lune (apporté par les missions Apollo) est beaucoup plus petit que 
la tache Laser. Au retour le faisceau s’élargit encore et de nouveau le détecteur est beaucoup plus petit que 
la tache Laser. Le rapport entre le nombre de photons reçus au retour et le nombre de photons émis est très 
faible (de l’ordre de 10” !). Ces mesures permettent néanmoins de mesurer la distance Terre-Lune avec une 
incroyable précision de l’ordre du cm... Seul un faisceau très intense et très peu divergent comme celui d’un 
Laser permet cette mesure. 


EMilelitcte 


La rigueur vient à bout de l'obstacle. 
LÉONARD DE VINCI (1452-1519) 





Lois de l'optique géométrique 





Plusieurs approches sont possibles dans l'étude du phénomène lumineux : ondulatoire (dans le 
cadre de l'électromagnétisme), corpusculaire (dans le cadre de la physique quantique) ou plus 
simplement en terme de rayons lumineux (dans le cadre de l'optique géométrique). L'optique 
géométrique ne prétend pas expliquer la nature de la lumière, mais simplement décrire certains 
aspects de son comportement. À ce titre, elle présente l'avantage d'utiliser peu de mathématiques 
complexes et d'avoir de multiples applications pratiques : photographie, observation astrono- 
mique, observation au microscope, phénomène de la vision. 





[1 Le cadre de l'optique géométrique 


1. Optique géométrique/optique ondulatoire 


Dans le chapitre précédent on a abordé la lumière en termes d’onde électromagnétique. La lumière dite 
visible est celle accessible à l’œ1l humain et se situe aux longueurs d’onde dans le vide comprises entre 
400 et 800 nm. En raison de son caractère ondulatoire, la lumière est susceptible de diffracter, d’interfé- 
rer et de se disperser, phénomènes décrits au chapitre précédent. Dans le chapitre de physique quantique, 
on verra que la lumière peut également être considérée comme un faisceau de particules, les photons. Ces 
différentes approches ont pour but de cerner la nature du phénomène lumineux. Dans ce chapitre, c’est le 
comportement de la lumière à une échelle macroscopique auquel on s’intéresse. La nature du phénomène 
lumineux passe 1ci au second plan, même si le vocabulaire de la physique ondulatoire reste très présent. 


Définitions 


x L’optique géométrique est l’étude des phénomènes lumineux, pour lesquels les aspects purement 
ondulatoires (en particulier la diffraction et les interférences) sont négligés. 


= Dans ce cadre, le chemin suivi par la lumière peut être matérialisé par une courbe appelée rayon 
lumineux, que l’on orientera selon le sens réel de parcours de la lumière. 





a Un faisceau lumineux est un ensemble de rayons lumineux. 


L’approximation de l’optique géométrique consiste en particulier à négliger la diffraction sur les obs- 
tacles, ce qui suppose que les objets qui délimitent son parcours (par exemple le contour des instruments 
d’optique) sont de grandes dimensions devant sa longueur d’onde. 

Énoncé 


Principe de Fermat : La lumière suit le chemin le plus rapide pour aller d’un point à un autre. 





= Ce principe n’est pas au programme, mais permet de comprendre le comportement de la lumière dans 
bien des situations. 


Propriété 
Propagation rectiligne de la lumière : Dans le cadre de l’optique géométrique, la lumière se pro- 


page en ligne droite dans les milieux homogènes (c’est-à-dire dont les propriétés sont les mêmes en 
tout point) et 1sotropes (c’est-à-dire dont les propriétés sont les mêmes dans toutes les directions). 





Cette propriété est une conséquence directe du principe de Fermat. Dans un milieu non homogène ou 
non 1sotrope la lumière peut toujours être étudiée en termes de rayons, mais ces derniers ne sont pas 
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forcément rectilhignes. C’est ce qui cause le phénomène de mirage, car notre cerveau interprète systéma- 
tiquement les trajets lumineux comme des lignes droites, ce qui fausse son jugement lorsque ce n’est pas 
le cas. On voit souvent sur la route l’image du ciel que le cerveau interprète comme ce qui lui semble le 
plus logique, à savoir la présence d’eau. 


Mirage de l'eau sur la route 
Ciel bleu 


Chemin réellement 
suivi par la lumière 
(non rectiligne) 


Atmosphère non homogène Image vue Interprétation 
en température par l’œil du cerveau 


Lieu d’où semblent 
provenir les rayons 


_ 





Énoncé 


Loi du retour inverse de la lumière : la trajectoire suivie par la lumière ne dépend pas du sens de 





parcours de celle-ci. 


= Cette loi est une conséquence du principe de Fermat : S1 la lumière utilise un chemin optimal, qui 
minimise le temps de trajet pour aller de À en B, alors nécessairement en repassant par le même chemin 
en sens inverse, on minimisera aussi le temps de parcours de B à A. Il est donc nécessaire de préciser 
sur les schémas le sens effectivement suivi par la lumière, afin que la distinction objet/image ait un sens. 


= Cette loi a des conséquences amusantes : si vous voyez l’œil de quelqu'un, alors 1l voit votre œ1l..., 
Elle permettait aussi de répondre à la 87° (et dernière !) question du sujet de l'ENS PC 2011 qui traitait 
de dispositif d’invisibilité et qui demandait de discuter la pertinence d’une cape d’invisibilité utilisée par 
un célèbre héros de roman. La réponse était toute simple, si le héros voit les gens extérieurs à travers sa 
cape, alors d’après la loi du retour inverse, ils le voient aussi... ! 


2. Les sources en optique 


Une source est un corps qui envoie des ondes lumineuses dans l’espace qui l’environne. Une source 
primaire génère la lumière (étoile, ampoule, écran TV...), une source secondaire ne fait que renvoyer 
la lumière qu’elle reçoit (Lune, écran de projection, tableau de la salle de classe, tout un chacun...). 


Définitions 
= Le spectre d’une source est l’ensemble des fréquences qu’elle émet, autrement dit pour la lumière 
visible, l’ensemble des couleurs qu’elle contient. 


= Une source monochromatique n’est composée que d’une seule fréquence (donc une seule cou- 
leur), une source polychromatique de plusieurs fréquences (donc plusieurs couleurs). 
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Sources naturelles : un corps émet des ondes élec- 


Énergie 
tromagnétiques dans un domaine de fréquences Fe 15 000°C 
d’autant plus large et avec une intensité d’autant . 
plus grande que sa température est élevée (rayon- 1 000°C 


nement du corps noir). S1 la température dépasse 35°C 
les 1000 °C, 1l devient visible (étoiles, lave, métal 
en fusion...). Le spectre de fréquences émises par 
le Soleil est appelé spectre de la lumière blanche 


1077 10 10 À (m) 
ou naturelle. 


UV Visible IR 
Sources artificielles : le filament chauffé des Énergie émise par les corps chauds en fonction 
ampoules traditionnelles émet une lumière de de la longueur d'onde selon la température 
spectre comparable à celui de la lumière blanche 

naturelle, contrairement aux ampoules dites basse consommation (versions miniatures améliorées des 
tubes improprement appelés au néon) et aux LED blanches dont le spectre est moins riche, donc moins 
agréable. Les LED de couleur semblent monochromatiques, mais leur largeur spectrale de l’ordre de 
50 nm (> 10 % de la longueur d’onde) en fait plutôt des sources polychromatiques. Le LASER au 
contraire est très monochromatique, avec une largeur spectrale de moins de 0,001 nm (LASER He-Ne 
rouge à 632,8 nm utilisé en TP). 








Définitions 


= Une source ponctuelle a des dimensions très petites devant celles des systèmes optiques utilisés. 






= Une source étendue à des dimensions non négligeables. 


On utilisera souvent des raisonnements avec des sources ponctuelles monochromatiques, mais 1l s’agit 
d’un modèle idéal, toute source ayant nécessairement une étendue spatiale et spectrale. 


3. Propriétés des milieux transparents 


Définitions 
= Un milieu transparent est un milieu dans lequel la lumière visible se propage sans être absorbée. 
= L'indice z d’un milieu transparent est le rapport de la vitesse de la lumière dans le vide à xx la vitesse 


de la lumière dans le milieu : n = Fe (n est une grandeur sans dimension nécessairement supérieure à 1). 





= Un milieu 1 est dit plus réfringent qu’un milieu 2 si son indice est supérieur (n, > n.). 


Quelques valeurs : nn = | ES nu, = 1,33 ; Roue = 15;n 242: n (CNTP) = 1,000293 
La grandeur caractéristique d’une onde est la période temporelle T (ou la fréquence) de ses vibrations. 
Cette dernière ne change pas lors de la propagation dans différents milieux. Il en résulte que s1 la vitesse 


de l’onde change au cours de sa propagation, alors sa longueur d’onde change 


u erre diamant 


dans le vide : À = cT et dans un milieu transparent : À = vT 


Propriété 


La longueur d’onde À dans un milieu d’indice n est liée à la longueur d’onde dans le vide À, par : 


3 - 


n 





Il serait donc plus pertinent de définir les ondes lumineuses monochromatiques par leur fréquence plutôt 
que par leur longueur d’onde, mais l’usage a cependant pris le pas sur cette considération. Lorsqu'on parle 
de longueur d’onde, on sous-entend toujours dans le vide, même s1 l’onde se propage dans un milieu. 
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Définition 


Un milieu est dispersif si la vitesse de propagation de l’onde et par suite son indice dépendent de sa 


fréquence (donc de sa longueur d’onde dans le vide). La dispersion d’un milieu transparent est en 
général décrite par la loi de Cauchy : 


B 


n=A+- avec À et B des constantes positives 


0 





= Le vide et l’air ne sont pas dispersifs. 
= La loi de Cauchy est une loi empirique, qui décrit bien la plupart des milieux transparents. 
= L'indice dépend des conditions du milieu (température, pression, contraintes mécaniques..….). 


= L'indice varie avec la longueur d’onde et les couleurs de la lumière blanche vont se propager différem- 
ment dans les milieux transparents, le rouge étant plus rapide que le bleu, provoquant des phénomènes tel 
que l’arc-en-ciel (voir exercice n° 4 p. 69), la dispersion par un prisme (voir exercice n° 3 p. 68), l’irisation 
sur les bords des verres de lunettes. .…. 





DATE 


1. Position du problème 
Définitions 
= Un dioptre est la surface de séparation entre deux milieux transparents de nature différente. 


a Un miroir ou catadioptre est une surface recouverte d’un mince dépôt métallique réfléchissant 
(argent ou aluminium). 





Exemples : La surface de l’eau est un dioptre plan air-eau, celle d’un verre de lunette un dioptre air-verre. 
Définitions 
= Un rayon incident est un rayon qui arrive sur un 
dioptre où un miroir. 
= Le point d’incidence I est le point du dioptre où 
arrive le rayon incident. 
= La normale est la direction perpendiculaire à la 
surface du dioptre en un point, généralement au point 
d'incidence (si le dioptre n’est pas plan, on la trace à 
l’aide du plan tangent au dioptre). 
= Le plan d’incidence x est le plan contenant le rayon 
incident et la normale au dioptre ou au miroir. 
= L’angle d’incidence : est l’angle formé par le rayon 
incident et la normale au dioptre ou au miroir. 


= Un rayon émergent est un rayon qui quitte un diop- 
tre, après l’avoir traversé. 


a Un rayon réfléchi est un rayon qui quitte le miroir 
(ou le dioptre) en restant dans le même milieu que le 
rayon incident. 
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2. Réflexion des rayons lumineux 





Définition 
La réflexion consiste, à la rencontre d’une surface réfléchissante, en un brutal changement de direc- 
ton de la lumière, qui reste dans le même milieu. 
















Une onde plane arrive sur un dioptre avec un angle d'incidence i et se réfléchit selon un angle ?’ a priori 
quelconque. L’onde incidente et l’onde réfléchie sont des ondes planes, les plans d’onde sont orthogonaux 
aux rayons. Deux rayons incidents parallèles frappent, selon le même angle d'incidence i, un dioptre plan, 
respectivement aux points d'incidence I et J. Chaque 
rayon se réfléchit selon un angle 7’. Les plans d’onde 
correspondent à des ondes en phase, donc les points 
I et À sont en phase et les points B et J également, la 
lumière parcourt donc IB et AJ dans le même temps 

et à la même vitesse +, d'où : 
AJ=nwAN=IB soit: IJ sin i = I] sin i 
donc : smi=sini et finalement : i =; | ns 
catadioptre 


En orientant les angles selon le sens positif trigono- 
métrique, 1 et ji’ sont des signes contraires. 


Énoncé 







Loi de Snell-Descartes de la réflexion : 


normale 
n . . ô o : >. Rayon : Rayon 
Lorsqu un rayon incident frappe un dioptre ou un miroir et qu’il se Dar à réfléchi 
réfléchit, 1l vérifie les propriétés suivantes : 
le rayon réfléchi appartient au plan d’incidence 
 l’angle de réflexion ji’ est égal et opposé à l’angle d'incidence : : __. 
loptre ou 


= — : catadioptre 


1 


où les angles sont orientés de la normale vers le rayon. 


= Ce résultat simple permet de construire le chemin des rayons lumineux d’un miroir, plan ou non. 
3. Réfraction des rayons lumineux 


Définition 






La réfraction, ou encore la transmission, consiste, lors de la traversée d’un dioptre, en un brusque 
changement de direction de la lumière qu1 change de milieu. 





Une onde plane arrive sur un dioptre avec un angle d’in- 
cidence i,. Elle se réfracte à travers le dioptre et pour- 
suit selon un angle à, par rapport à la normale. L’onde 
incidente et l’onde réfractée sont des ondes planes, les 
plans d’onde sont orthogonaux aux rayons. Deux rayons Milieu 1 
incidents parallèles frappent, selon le même angle d'in- indice n, 
cidence à, un dioptre plan, respectivement aux points LT Milieu 2 
d'incidence I et J. J et B d’une part, A et I d'autre part ne 
appartiennent au même plan d’onde, la lumière effectue 
donc les trajets IB et AJ dans le même temps Ar, d'où, la 
vitesse étant différente dans chaque milieu : 
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At(IB) = Af(AJ) donc : a 


Soit, en multipliant par c, puis en utilisant la définition de l’indice : 
[Jsini  IJsinr, | | 
Ce ———  =n sini 
… . puis : n Sini =n,Sini, 


1 2 


Ici l’orientation des angles n’introduit pas de modification de signe’. 


Enoncé 

Loi de Snell-Descartes de la réfraction : men 
; a ‘ ; °1: Rayon 

Lorsqu'un rayon incident traverse un dioptre en passant d’un milieu  ,,,, 

d'indice n, à un milieu d'indice n,, et qu'il se réfracte, 1l vérifie les hi 

propriétés suivantes : : Milieu 1 

% le rayon réfracté appartient au plan d’incidence, Dioptre NŸ DE 


æ l’angle de réfraction 1, et l’angle d'incidence z, vérifient la relation : Milieu 2 
ue E dd. : indice n, 

n,Sini =n, Sin, 

où les angles sont orientés de la normale vers le rayon. rs 

réfracté 





Lorsque la réfraction n’est pas possible, c’est-à-dire pour une incidence qui dépasse celle donnant une 
réfraction rasante, alors 1l y a réflexion totale. 


; normale 
normale Incidence  . 


Incidence ue quelconque 


Incidence 
quelconque de 
normale limite 


Incidence 


Étras = ; Milieu 1 Réflexion _ 
; Ho totale Milieu 1 
Incidence indice n indi 
rasante 1 indice n : 
Dioptre Milieu 2 Dioptre Réfraction Milieu 2 


indice n ; =90° rasante indice n > 


Réfraction dans un milieu Réfraction dans un milieu 
plus réfringent : n,>n, moins réfringent : n,<n, 





Propriété 
= Lors du passage vers un milieu plus réfringent, le rayon se rapproche de la normale, tandis que vers 
un milieu moins réfringent, le rayon s’éloigne de la normale. 


= La réflexion totale ne peut donc se produire qu’à deux conditions : 


la lumière passe vers un milieu moins réfringent, 
 l’angle d'incidence est supérieur à l’angle limite correspondant à la réfraction rasante : 


n 
û e e e _. ?) 
n,<n, et b > him AVEC ? Sim © 
1 





1. Il serait excessif de dire qu’on a ici démontré les lois de Descartes : on a en effet admis implicitement que le rayon 
réfléchi ou réfracté était dans le plan d’incidence (ce qui, bien que conforme à l’observation, n’est pas une évidence), que 
l’onde réfléchie ou réfractée avait la même fréquence que l’onde incidente et qu’elle était également plane. Ce raison- 
nement permet seulement une approche des lois de Descartes, dont la démonstration rigoureuse sera du ressort du cours 
d’électromagnétisme de seconde année. 
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= En réalité la réfraction s’accompagne toujours d’une réflexion partielle, qui augmente avec l’incidence. 


= Si l’on considère deux milieux A et B, avec n, < n,, alors l’angle de réfraction maximal de A vers B 
est égal à l’angle d'incidence limite de B vers A. 


s La réflexion totale est exploitée dans la fibre optique (voir exercice n° 2 p. 68), le miroir sans tain… 


ms POINT MÉTHODE 
Schématiser en optique 


à Il est essentiel dans les schémas de repérer sans erreur les angles. Une bonne méthode consiste à tou- 
jours tracer les dioptres en trait plein et les normales en pointillés, quelle que soit l’orientation du sché- 
ma. Les angles s’orientent toujours à partir de la normale (d’où l’importance de l’identifier sans erreur). 


= On prendra soin de toujours orienter les rayons lumineux. 


= On n’a pas tenu compte de la dispersion, dans les schémas ci-dessus, où les différentes couleurs ne 
représentent que différentes incidences pour une lumière monochromatique. S1 l’on s’intéresse à la réfrac- 
tion d’un rayon de lumière polychromatique, on notera qu’elle est toujours plus importante pour le bleu 
que pour le rouge (n, > n,), ce qui est mis à profit avec le prisme pour obtenir le spectre d’une lumière. 








[TT A AR CS OU EE QC LITE 
1. Caractéristiques d'un système optique 


Définitions 

a Un instrument (ou système) optique est une suite de milieux transparents séparés par des dioptres 
ou des miroirs. La lumière pénètre par la face d’entrée ou face avant et ressort par la face de sortie 
ou face arrière. Un système ne possédant pas de miroir est dit dioptrique, un système possédant des 
miroirs est dit catadioptrique. 


# On se limitera à des instruments qui possèdent une symétrie de révolution autour d’un axe, appelé 
axe optique de l’instrument. On pourra alors raisonner sur des schémas plans contenant cet axe et 
une coupe de l’instrument. 


= S1 un ensemble de rayons lumineux (ou leurs prolongements) se dirigeant vers l’instrument passent 
tous par un même point, ce dernier est un point objet pour l’instrument. 


= S1 un ensemble de rayons lumineux (ou leurs prolongements) provenant d’un instrument passent 
tous par un même point, ce dernier est appelé point image pour l’instrument. 


= Un objet (resp. image) étendu(e) est un ensemble de points objet (resp. image). 


Définitions 
= Un instrument présente un stigmatisme rigoureux pour un couple de points (A, A’), si tout rayon 


issu de À passe par À’ après traversée du système optique. À’ est alors l’image de l’objet A par l’ins- 
trument et les points À et A’ sont dits conjugués. 


a Un instrument présente un stigmatisme approché pour un couple de points (A, A’), si tout rayon 
issu de A passe « au voisinage » de A’ après traversée du système optique. Autrement dit l’image d’un 
point À est une petite tache et non un point. 
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Définitions 


= Un instrument présente un aplanétisme rigoureux si l’image d’un objet plan et perpendiculaire à 
l’axe optique est également plane et perpendiculaire à l’axe optique. 


a Un système présente un aplanétisme approché si l’image d’un objet plan et perpendiculaire à l’axe 
optique est « approximativement » plane et perpendiculaire à l’axe optique. 





= Le stigmatisme rigoureux n’existe que dans de rares cas ; signalons le miroir plan, rigoureusement 
stigmatique pour tout couple objet-image, ainsi que le couple formé par un objet à l’infini et son image 
par un miroir parabolique, propriété exploitée dans les télescopes. 


Les notions de stigmatisme et d’aplanétisme approchés sont décrites plus explicitement dans ce qui suit. 


2. Conditions de Gauss 


Un système optique réel se comporte suivant les lois de Descartes. On définit dans la suite des concepts 
(image, foyers.) et on trace des rayons lumineux (afin de déterminer des images) qui supposent que 
les systèmes optiques présentent certaines conditions de stigmatisme et d’aplanétisme, qui ne seront 
réalisées que dans le cadre des approximations de la loi de la réfraction. Cela nécessite d’imposer aux 
systèmes optiques des conditions d’utilisation que l’on peut formuler de différentes façons. 


Définition 

Un instrument est utilisé dans les conditions de Gauss si (les trois formulations sont équivalentes) : 
Les rayons lumineux sont paraxiaux, c’est-à-dire proches de l’axe optique et peu inclinés sur 
l’axe optique. 

æ L’excentrement (distance de l’objet à l’axe) et l’ouverture (diamètre des diaphragmes limitant les 
faisceaux lumineux) sont petits devant le rayon de courbure des dioptres. 


Les rayons lumineux font un angle faible avec l’axe et ne frappent les systèmes optiques qu’au 
voisinage de leur sommet (intersection de l’axe optique avec le système). 





# On notera que les bancs optiques de TP sont généralement utilisés dans ces conditions. 


Propriété 
Un instrument utilisé dans les conditions de Gauss présentera un aplanétisme et un stigmatisme 
approchés que l’on considérera comme rigoureux, tant dans les tracés que dans les calculs. 





En résumé, tout système optique en général, et les lentilles minces en particulier, ne présenteront le stigma- 
tsme et l’aplanétisme requis pour leur appliquer les constructions simples et les formules de conjugaison 
habituelles (voir chapitre 6 p. 81), qu’à la condition d’être utilisés dans les conditions de Gauss. Cela suppose 
que les écarts au stigmatisme et à l’aplanétisme rigoureux doivent rester dans les limites de la précision exigée 
par la manipulation, précision le plus souvent imposée par le pouvoir de résolution du détecteur qui est géné- 
ralement constitué d’un grand nombre de petits éléments récepteurs individuels (pixels d’un capteur CCD, 
cellules de la rétine) de dimensions non nulles. 


détecteur 


Système 
optiqu 


| 
Â 
A7 
j 


KW 


EX 
1 
f 
J 





Stigmatisme rigoureux Stigmatisme approché considéré rigoureux Astigmatisme 
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S1 le stigmatisme n’est pas rigoureux, l’image d’un point objet est une tache. Si la dimension de la tache 
image est inférieure à celle de l’élément récepteur, alors le détecteur la « voit » comme un point et l’on peut 
considérer qu’il y a stigmatisme. Au contraire, si la tache s’étale sur plusieurs éléments, l’image sera floue, 
l’instrument non stigmatique. On réduira ces taches en étant plus exigeant sur les conditions de Gauss et en 
limitant davantage les rayons entrants dans le système optique. 


Définitions 
Un instrument présente des aberrations, s’1l donne des images floues (non stigmatisme) et/ou défor- 


mées (non aplanétisme ou distorsion) par rapport à l’objet. On distingue : 
 L’aberration géométrique qui existe en lumière monochromatique (et a fortiori en lumière poly- 


chromatique) et qui provient de l’écart entre le chemin réel du rayon lumineux et celui théorique idéal 
prévu par les formules de conjugaison. 

 L’'aberration chromatique qui n’existe qu’en lumière polychromatique et qui est due à la dispersion 
des rayons selon leur longueur d’onde. Autrement dit, 1l n’y a pas stigmatisme pour l’objet en lumière 
blanche, car l’image rouge ne coïncide pas avec l’image bleue, d’où une 1risation de l’image globale. 





En dehors des conditions de Gauss, les systèmes présentent donc des aberrations liées à l’écart entre les 
lois approchées que sont les formules de conjugaison et la loi exacte de la réfraction. L'utilisation d’un 
système optique en dehors des conditions de Gauss n’entrave pas seulement la simplicité des construc- 
tions sur le papier, mais également la qualité réelle des images lors de l’utilisation pratique effective des 
appareils optiques. On a alors le choix entre deux possibilités. Soit on se place dans les conditions de 
Gauss, ce qui limite les observations possibles. On peut sinon multiplier les lentilles de façon à com- 
penser certains défauts, ce qui augmente la technicité, le prix et la complexité d'utilisation de l’appareil 
et ce d’autant plus qu’on travaille en HD (haute définition) qui suppose un pouvoir de résolution des 
détecteurs élevé, donc une exigence de stigmatisme importante. 


Ds VERS LA COLLE ce 


Questions de cours 

s Cadre de l’optique géométrique : limite de l’étude, outils de description et comportement de la lumière. 
a Différents types de sources lumineuses : propriétés, exemples. 

a Milieux transparents : indice, variation de l’indice, loi de Cauchy. 

s Lois de Descartes (réflexion et réfraction) : énoncés, schématisation. 

s Conditions de la réflexion totale : démonstration et schématisation. Exemples. 


s Stigmatisme, aplanétisme, rigoureux et approchés : définitions, conditions d’obtention, importance 
des propriétés du détecteur. 


Erreurs à éviter 


= [l est fréquent de confondre dioptre et normale dans un schéma, et de ce fait de mal définir les angles. 
On évitera cette erreur en prenant l’habitude de représenter différemment le dioptre et la normale. 


sm Comme toutes les définitions, celle de l’indice est à apprendre en français (rapport des vitesses) de 
façon à éviter le télescopage de formules apprises stupidement par cœur (n = cV en chimie et n = c/\ 
en optique!) qui utilisent les mêmes notations. 


Quelques « trucs » utiles 


« [1 importe de prendre l’habitude d’indiquer la direction des rayons lumineux, cela sera particulière- 
ment important dans les tracés du chapitre suivant. 
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—_— £ EXERCICES BR 


Conseil 


Il est fondamental en optique géométrique de faire des figures propres, sur lesquelles on tracera et 


orientera les rayons lumineux avec soin. 


EU Lame de verre (d'après CCP MP 2015) * — corrigé p. 70 


Une lame de verre d’indice n et d'épaisseur e est utilisée dans les 
2 (1) (2) 
conditions de Gauss. 





© Tracer le rayon réfracté au point I, on note M son intersection 
avec À. Etablir une relation simple entre AD,, MD, et n. 





© Tracer le rayon émergent du deuxième dioptre, on note A’ son 
intersection avec À. Etablir une relation simple entre AD,, 
MD, et n. 


© En déduire que : AA'= e[1- 





Il 


n 





| Cette relation dépend-elle du 


rayon issu de À ? Conclure. 


FA Fibre optique * * > corrigé p. 70 


Une fibre optique est constituée d’un 
cœur de rayon a d'indice n, entouré 
d’une gaine d’indice n,. On étudie les 
conditions physiques pour qu’un rayon 
arrivant en Î avec un angle d'incidence 6 
se propage à l’intérieur de la fibre. 





© À quelles conditions, portant à la fois sur la fibre et l’angle d’incidence, le rayon reste-t-il dans le 
cœur ? 


© On appelle ouverture numérique, notée O.N., le sinus de l’angle maximal permettant la propagation. 


Pour une fibre optique plongée dans l'air, calculer O.N. en fonction de n, et n,, puis en fonction de n, 
2 2 
. n -n —— _- _ : 
et À, où A= 5 ——. Faire l’application numérique avec À = 107 et n, = 1,5. 
12] 





© Exprimer le temps de trajet d’un rayon d’incidence minimale et celui d’un rayon d’incidence maxi- 
male dans la fibre de longueur L. Exprimer le décalage temporel entre ces deux rayons à la sortie de 
la fibre. Faire l’application numérique pour une fibre de 1 km. 


© Quelles sont les conséquences de ce décalage sur la transmission d’une impulsion (de durée quasi 
nulle) émise par un faisceau d’ouverture maximale ? Quelle limite cela suppose-t-1l sur un train d’im- 
pulsions ? 


El Étude du prisme (d'après Banque PT 2005) * * * — corrigé p. 72 


Un prisme est caractérisé par son indice n et son angle au sommet &. Un rayon lumineux arrive en I et 
ressort en [” selon le schéma page suivante. 


© Établir une relation géométrique simple entre les angles r, r' et ©. 


© On appelle D l’angle dont a dévié le rayon après avoir traversé le prisme. Exprimer D en fonction de 
1 10610 CL. 


j j j en = plun ms Al maamnameax la La À mA À A mA 
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© Rappeler les lois de Descartes en I et Il’. En utilisant la loi de 
Cauchy, indiquer s1 la lumière violette est plus ou moins 
déviée que le la lumière rouge. 


© On peut montrer que la déviation D est minimale quand 
i = 1. En déduire que pour une longueur d’onde donnée, l’in- 
dice n s'écrit en fonction de la déviation minimale D. par : 





: a+ D . 
SINn| —" 
2 


= = 
sn(2) 


© On éclaire le prisme avec une lampe à vapeur de mercure, pour laquelle on a mesuré la déviation 
minimale et obtenu les valeurs de n suivantes : 


À (um) 0,4047 0,4358 0,4916 0,5461 0,5770 
1,803 1,791 1,774 1,762 1,757 


Montrer que ces mesures sont cohérentes avec la loi de Cauchy et exprimer ses coefficients numé- 
riques À et B. 








Observation d'un arc-en-ciel (d'après Centrale PC 2013) * * * — corrigé p. 73 


Pour comprendre la formation des arcs-en-ciel, on considère le 
devenir d’un rayon lumineux à travers une goutte d’eau d’indice 
n = 1,333, assimilée à une sphère. À chaque intersection avec 
un dioptre, la lumière est partiellement réfractée et partiellement 
réfléchie. On considère uniquement la réfraction aux points I et 
K et uniquement la réflexion au point J. On appelle D l’angle de 
déviation du rayon lumineux par la goutte. On considère dans un 
premier temps que la lumière est monochromatique. 





© Exprimer la déviation D en fonction de r et i, puis seulement de i. 


© Quand ; décrit l'intervalle [ 0, x/2], la déviation D varie selon 3,2 - Déviation D 
la courbe ci-contre. En considérant la fonction D(i), détermi- 3,1 
ner par le calcul les coordonnées du minimum de déviation. . 
Effectuer l’application numérique pour n = 1,333. cL 
AR ; . 2,8 
© Interpréter simplement la présence de cet extremum du point de n 
vue de la quantité de lumière reçue par l’œ1il de l’observateur 
placé à grande distance de la goutte. ; : 
@ On considère maintenant une lumière polychromatique. On 2.4 





I . 
de Cauchy. Comment varie D . en fonction l'indice n, puis en i 
fonction de la longueur d’onde À ? 


dD . _n . | 2,3 
peut montrer que us = 2, : n et que l’eau vérifie la loi n OR 31 tr 5x 3 7 À 
n —— 


© Le soleil envoie des rayons parallèles (source à grande distance) sur un rideau de gouttes. Lorsqu'un 
rayon correspond à une incidence de l’ordre de : ., tracer son rayon émergent selon la longueur 
d’onde (rouge ou violette) pour plusieurs gouttes. En déduire que l’observateur voit un arc-en-ciel et 
préciser l’ordre des couleurs. 
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A IE : CORRIGES 














Lame de verre > énoncé p. 68 


Les conditions de Gauss limitent l’utilisation 
aux rayons paraxiaux, donc peu inclinés sur 
l’axe, permettant d’utiliser : 

Sini =: =tant et sinr=r=tanr 





© On applique la loi de Descartes au point I : sini=nsinr =i=nr—=tani=ntanr 









































I I 
d'où: ——-n—— soit: 
ID) MD, 
. _— A Al 
© On applique la loi de Descartes au point J': sin: =nsinr d’où: XD =n SOIt : 
2) 2) 
© En utilisant les résultats précédents et la relation de Chasles : 
= — —. DID MD ns —— D,D 1 
AA"= AD, +D,D, +D,A'=——+e- 2 =e+1{D,M+MD,)=e+ 21 SO : a e[1-1) 
n n n n 


Cette relation est valable quel que soit le rayon incident : tout rayon issu de À émerge donc en passant (son 
prolongement) par A’. A’ est l’image de A. 


Bien comprendre 


s La relation n’est valide que dans le cadre de l’approximation de Gauss (angles petits), approximation qui 
permet donc de donner d’un objet ponctuel À une image ponctuelle A’ et d’assurer ainsi le stigmatisme. 





s On notera l’importance de la rigueur dans l’utilisation des distances algébriques. 





Fibre optique > énoncé p. 68 
© Pour que le rayon lumineux reste dans le cœur, il air 
doit se réfléchir totalement en J. Cela n’est pos- de 
sible qu’à deux conditions (voir cours) : I 
: :  . à N, ô, é 
n,<n,| et 1>1,, avec : Sins, = — 


lim 
n, 





La gaine doit donc être moins réfringente que le 
cœur. La condition sur l’angle : impose une condition sur l’angle de réfraction en I. 


TI . 
O. — 2 1 TT : 
> ô, < Di Ex DEA ü ue 
De Es 

La loi de Descartes en I induit une condition sur (} 

0 <0 n n 
ie — sin0, =—sin0. <—sin0 

[AsinO, = n,sin0, n n 
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lim 


Soit : sing, <—sin| Ti. =. sin 0, < —cosi 
n D im L n 


d’où : sin6, <—4/1-sin”à = 
n 


lim 








Le chemin du rayon rouge (en incidence maximale) est donc plus long que celui du rayon vert (en inci- 





. Il ; ; , en 
dence minimale donc normale) d’un facteur ———. D'où la durée respective des trajets du rayon d’inci- 
lim 
dence normale 1, et du rayon d'incidence maximale f,, où 1. est la vitesse de la lumière dans le cœur : 


n 
= et een — At=t, 1, = ——1/1>0 
a. Sini, UV, UE 


: L 
On: Th = 1 (24) A car Al! D'où : At = mA _5 ns 
NN ED A c 


© En conséquence tous les rayons du faisceau n’arrivent pas en même temps à la sortie de la fibre. L’impulsion 
ressort étalée sur une durée Af d’autant plus grande que la fibre est longue et l’ouverture numérique grande. 
Pour que l'information reste exploitable, il faut que l’intervalle entre deux impulsions soit supérieur 
au décalage. 





T T At T At 
<—> <—> <—> —> <—> 
Entrée = série d’impulsions Sortie si At<T Sortie si A(t>T 


Bien comprendre 


L'information est une succession de bits qui forment des impulsions. La quantité de données transmises 


par unité de temps (débit) est limitée par les capacités de la fibre, c’est pourquoi on fabrique des fibres plus 
performantes, donc plus coûteuses, pour avoir la HD (Haute Définition) qui demande un débit important. 





Partie 1 — Signaux 


Lois de l'optique géométrique 








EX Étude du prisme > énoncé p. 68 


© La somme des angles dans le triangle IAT' est égale à x. On en déduit alors que : 


a+(5-r)+(2-r)-x d’où : (1) 


2 
© Il suffit d’ajouter les angles dont tourne le rayon à chaque changement de direction : 
D=D,+D,={i-r)+(ÿ-r)=iri-(r+r) Soit: |D=i+i -a (2) 
© AupointI: sini=nsinr (3) etaupointl': sini =nsinr’ (4) 
La loi de Cauchy indique que l’indice diminue s1 la longueur d’onde augmente selon : 
n = A+ = où À et B sont des constantes du milieu. 


En notant V la lumière violette et À la lumière rouge on a: À, <À, = n,>n, 
Les deux radiations pénètrent avec la même incidence : 
A CR (1) de (2) 
io | Soit : 4 1, = |[D,<D, 

Œ#) 

où l’on a indiqué la relation utilisée par le signe —. 

La lumière est d’autant plus déviée que la longueur d’onde est 

faible. Par conséquent, la lumière violette (400 nm) est plus déviée 

que la lumière rouge (800 nm). La réfraction se fait donc comme 

le montre l’image ci-contre. Le prisme est utilisé pour disperser la 

lumière dans un spectomètre par exemple. 


© Au minimum de déviation, noté D_., on a: 





© À l’aide des mesures on trace 


hi fr} La courbe obtenue (c1- 





1,800 
contre) est une droite affine dont on 
obtient la modélisation à la calcu- 
latrice ou à l’ordinateur. La régres- 
sion linéaire indique une très bonne 1.780 Modélisation n = À + B/À? 
corrélation, donc un bon accord des Écart relatif = 0.011 % 
mesures à la loi de Cauchy avec : Corrélation = 0.99994 
À = 1,712 B = 1,491.10 * m° 
B = 1,491.10 4 m° A=1,712 
1,760 


1/4 (10/2? m2) 
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Bien comprendre 


La mesure de D. est un classique de TP d’optique. Elle s’effectue avec un goniomètre qui permet une 
grande précision dans la mesure de l’indice selon la longueur d’onde. 








Observation d'un arc-en-ciel > énoncé p. 69 


© Comme la goutte d’eau est parfaitement sphérique, les normales aux points d’incidences I, J et K passent 
toutes par le centre O de la sphère. On en déduit donc que les triangles OIJ et OJK sont isocèles en O d’où 


OÙ = JO CL OJK = JKO. Au point J le rayon lumineux est réfléchi, d’où, d’après la loi de Descartes 


sur la réflexion, OJK = [JO = r, et au point K, JKO=7r. D’après la loi de Descartes de la réfraction, le 
rayon émerge au point K selon un angle :. On peut donc déterminer la déviation D (angle dont a tourné le 
le rayon émergent par rapport au rayon d’incidence) qui est la somme des déviations aux points I, J et K : 


PE NE 





ne aus 24 ue . dD dr 
© Le minimum de déviation D . correspond à l’annulation de la dérivée de D(i) : [ae =2-4———0 
LS à LE DONNE di min di 
En dérivant la loi de Descartes et en remplaçant dans la dérivée de D, on a : 
NC es dr 
sini=nsinr — COsi = ncosr > 
i 
PUIS : dp =2-4 8E 20 — COS 2008 
(LS ncosr 
D'où : n” cos” r =4cos’i = n°(1-sin?r)=4(1-sin" i) 
nn dm 





‘ 7e : Nos : ; " 2. 
Soit en utilisant la loi de Descartes : n° —-4=sin i—4sin?; DONS In — 








3 
Si o) . . . , fi ' e e _ 4 = n°? e __ 1 4 = n° 
1n<2ce minimum existe et vérifie : SINZ ,, — 3 et SINr ,, — . 3 
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© La goutte d’eau reçoit des rayons lumineux à différents angles d’incidence, la déviation de ces rayons est 
donc variable. D’après la courbe, au minimum de déviation D_., tous les rayons incidents ayant un angle 
proche de ï . sont déviés de D = D,,,. Il y a donc plus de rayons dans cette direction, qui se traduit par 
une accumulation de lumière. 


© La dérivée de D. par rapport à n est positive, donc D. (n) est croissante. Or, d’après la loi de Cauchy, 


» 0 , , . . 
n(À) est décroissante, d’où D. (A) est décroissante : 1, <ku — D D à 


© La déviation du rayon violet est supérieure, donc il tourne davantage (voir schéma). L’ observateur reçoit les 
rayons lumineux rouges 1ssus des gouttes situées plus haut dans le ciel que celles qui envoient les rayons 
violets dans son œil. Il voit donc le violet en-dessous. Il y a une symétrie de révolution autour de sa posi- 
tion, ce qui lui permet d’observer un arc. 
N. B. : L'angle d'incidence 1. varie légèrement pour les deux couleurs, mais d’après ©, ne modifie pas 
le résultat simplifié ci-dessus. 


D Violet DRouge 
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On ne peut se passer d’une méthode pour se mettre en quête de la vérité des choses. 
RENÉ DESCARTES (1596-1650) 








[LS Physique-Chimie MPSI partagelivrespge.blogsotcom 


Lentilles 


et instruments d'optique 





Les lois établies au chapitre précédent permettent ici de décrire le principe des systèmes optiques 
très simples que sont les lentilles. Elles constituent la base de la plupart des instruments d'op- 
tique géométrique : appareils photographiques, lunettes astronomiques, microscopes, lentilles de 
contact ou lunettes de vue... De nombreux domaines techniques sont mis à contribution dans la 
réalisation des lentilles : l'optimisation des matériaux (pureté, transparence, solidité), du surfa- 
çage (forme, polissage) ou des couches appliquées (anti-reflet, anti-UV... ). Bien qu'assez ancienne, 
l'optique géométrique touche donc cependant à des domaines de pointe de la physique moderne. 





ni Formation des images 


1. Nature des images 


Avertissement : Dans tout ce qui suit, on se limite aux situations habituelles telles que : 

= On ne considère que des systèmes centrés, c’est-à-dire possédant un axe de symétrie de révolution. 
Cet axe est nécessairement orienté, orientation qui traduit le sens de propagation de la lumière, et permet 
de dire qu’une position est « avant » ou « après » une autre. 

Les objets seront choisis perpendiculaires à cet axe, et représentés par un segment orienté AB. 

…æ Les systèmes sont supposés être utilisés dans les conditions de Gauss (voir chapitre 5 p. 66), ils 


donnent donc de AB une image notée A'B° stigmatique et aplanétique (donc perpendiculaire à l’axe). 
£ £ q P q PETP 


Définitions 


a Un point objet (resp. image) est réel(le) si les rayons incidents (resp. émergents ou réfléchis pour 


un miroir) convergent effectivement en ce point. 


a Un point objet (resp. image) est virtuel(le) si seuls les prolongements des rayons incidents (resp. 
émergents ou réfléchis pour un miroir) convergent en ce point. 





= Un objet placé avant la face avant d’un système dioptrique est réel, sinon, 1l est virtuel. 
a Une image placée après la face arrière d’un système dioptrique est réelle, sinon, elle est virtuelle. 


Important : On tracera par convention les rayons virtuels, c’est-à-dire les prolongements des rayons 
réels, en pointillés. On fera de même pour les objets et images virtuels, on réservera les traits pleins aux 
rayons réels. Il est important de réaliser qu’il n’y a pas de lumière se propageant le long des traits en 
pontillés qui servent pour les constructions géométriques, mais n’ont pas de réalité physique. 


Image 
réelle 


optique optique A optique 
Objet 


virtuel 


Sens de La lumière 
nn 
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Définitions 


= Le foyer principal image d’un système optique est le point de convergence du faisceau émergent 
issu d’un faisceau de rayons incidents parallèles à l’axe. On le note F". 


= Un foyer image secondaire d’un système optique est le point de convergence du faisceau émergent 
issu d’un faisceau de rayons incidents parallèles entre eux et inclinés par rapport à l’axe. 


= Le plan focal image est le plan orthogonal à l’axe contenant les foyers images. 


= Le foyer principal objet d’un système optique est le point de convergence d’un faisceau de rayons 
incidents qui émergent parallèles à l’axe. On le note F. 


= Un foyer objet secondaire d’un système optique est le point de convergence d’un faisceau de 
rayons incidents qui émergent parallèles entre eux et inclinés par rapport à l’axe. 


= Le plan focal objet est le plan orthogonal à l’axe contenant les foyers objets. 


a Un système afocal est un système qui donne une image à l’infini d’un objet à l’infini. 





= Les foyers peuvent être réels ou virtuels selon le système optique. 


a Un système afocal n’a pas de foyers, 1l donne d’un faisceau incident de rayons parallèles entre eux, un 
faisceau émergent de rayons parallèles entre eux (voir exercice n° 5 p. 86). 


= C’est parce qu’on travaille sur des systèmes centrés et dans les conditions de Gauss, que les foyers 
secondaires sont tous dans un même plan perpendiculaire à l’axe. 


2. Dimensions des images 
Définition 
Le grandissement 7 est le rapport algébrique de la taille de l’image A’B' à celle l’objet AB : 
A'B' 


TB 





= Cette définition est valable pour tout système optique, dioptrique ou catadioptrique. 


= On ne peut définir le grandissement d’un instrument (sauf exception), puisqu'il varie avec la position 
de l’objet et peut donc prendre une infinité de valeurs pour un même instrument. 


Propriétés 
= Les dimensions du couple objet/image sont comptées algébriquement par rapport à l’axe. Ainsi, si 
l’instrument inverse le sens de l’objet (image inverse), le grandissement sera négatif, s’1l conserve 


le sens, 1l sera positif (image droite). Cette considération est indépendante de la nature réelle ou 
virtuelle de l’image et de l’objet. 


s S1 l’image est plus grande que l’objet, la valeur absolue du grandissement sera supérieure à 1, si 
l’image est plus petite, la valeur absolue du grandissement sera inférieure à 1. 





Il ne faut pas confondre le grandissement avec le grossissement. Il existe plusieurs définitions possibles 
du grossissement, certaines seront mieux adaptées à tel ou tel instrument. En général un énoncé précisera 
la définition à utiliser. Pour définir un grossissement, on introduit une situation d’observation standard de 
référence dite « vu à l’œ1l nu dans les meilleures conditions », c’est-à-dire quand cela est possible à 25 cm 
de l’objet (distance arbitraire pertinente avec la vision d’un œil normal, voir III. 1.). 
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Définitions 
= Le grossissement G d’un système optique est le rapport de l’angle @' sous lequel est vue l’image 


de l’objet à travers l’instrument sur l’angle &, sous lequel est vu l’objet à l’œil nu dans les meilleures 
conditions. 


= Le grossissement commercial Gest le rapport de l’angle &' sous lequel est vue l’image à l’infini 
à travers l’instrument sur l’angle &, sous lequel est vu l’objet à l’œil nu dans les meilleures conditions. 


N. B. : « À l'œil nu dans les meilleures conditions » signifie à 25 cm si cela est possible (microscope, 
appareil photo...) ou à l'infini si l’objet ne peut pas être rapproché (lunette, télescope.….). 


= La puissance P est le rapport de l’angle @' sous lequel est vue l’image de l’objet à travers l’instru- 
ment (en radian) sur la taille de l’objet AB (en m). 


= La puissance intrinsèque P, est le rapport de l’angle @&’, sous lequel est vue l’image à l’infini à 
travers l’instrument (en radian) sur la taille de l’objet AB (en m). 


CCE jp tie 
AB 





= Le grossissement (sans unité) dépend de la situation (et même de la définition !), tandis que le grossis- 
sement commercial est caractéristique de l’instrument, c’est celui fourni par le constructeur. 


a La puissance (qui s’exprime en dioptrie ou m ') dépend de la situation d’observation, tandis que la 
puissance intrinsèque caractérise l’instrument. 


3. Le cas simple du miroir plan miroir 


L'image d’un point par un miroir plan se construit à l’aide de Ww 
la loi de Descartes de la réflexion. En traçant un faisceau de 
rayons incidents issus du point objet À, on obtient un faisceau 
de rayons réfléchis dont les prolongements se coupent exac- 
tement en un point À’ symétrique de À par le plan du miroir. objet 
Quelle que soit l’inclinaison du rayon incident issu de À, le 

rayon réfléchi passe par A’. Le miroir plan n’a pas besoin 

d’être utilisé dans les conditions de Gauss. 


Le programme actuel se limite au miroir plan. Cependant 

de nombreux instruments utilisent des miroirs sphériques ou 
paraboliques. On citera en particulier le télescope dans lequel À 
le stigmatisme rigoureux du miroir parabolique pour le couple 

(objet à l’infini, foyer image) est mis à profit, ainsi que son 
grandissement différent de 1. 





Propriétés 
s L'image d’un point À par un miroir plan est un point A’ symétrique de À par rapport à la surface 
du miroir. 


= Le miroir présente un stigmatisme rigoureux pour tout couple de point conjugués (A, A). 


= L’image d’un objet réel (resp. virtuel) par un miroir plan est virtuelle (resp. réelle). 


= Le grandissement par un miroir plan est indépendant de la position de l’objet et vaut 1. 





= Le miroir plan est afocal, 1l donne une image à l’infini d’un objet à l’infini. 
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1. Lentilles minces 


Définitions 
= Une lentille est un milieu transparent, limité par deux dioptres sphériques ou un dioptre sphérique 
et un dioptre plan. 


a Une lentille est à bords minces (resp. à bords épais) lorsque son épaisseur au centre est supérieure 
(resp. inférieure) à celle de ses bords. 


= Une lentille convergente est telle qu’un faisceau de rayons incidents parallèles émerge de la lentille 
en convergeant. Les lentilles à bords minces sont convergentes. 


= Une lentille divergente est telle qu’un faisceau de rayons incidents parallèles émerge de la lentille 
en divergeant. Les lentilles à bord épais sont divergentes. 


| F' 
a = lentille biconvexe d = lentille biconcave 


b = lentille plan convexe e = lentille plan concave 
c = ménisque à bords minces f = ménisque à bords épais 








Lentilles à bords minces = convergentes ; à PR : 
8 Lentilles à bords épais = divergentes 


Propriétés 
= Les foyers image et objet d’une lentille convergente sont réels. 


= Les foyers image et objet d’une lentille divergente sont virtuels. 


Définition 


= Une lentille sera dite mince, si son épaisseur sur l’axe est petite devant les rayons de 


courbure des dioptres et, dans le cas où les courbures sont dans le même sens, également 
petite devant la différence de ces rayons. 


s Une lentille mince est assimilée à une surface plane et est symbolisée par un trait per- 
pendiculaire à l’axe et une double flèche orientée selon sa nature convergente (CVG) ou 
divergente (DVG). 

CVG DVG 





= On peut traduire la condition de lentille mince en notant R et R, les rayons algébriques des dioptres 
(positif si le centre est avant le dioptre, négatif si le centre est après le dioptre sur l’axe optique) et e 
se[R,| ;e<|R -R, 

s La schématisation d’une lentille par un trait donne à penser que la lentille se résume à un seul diop- 
tre, ce qui est faux. Elle possède deux dioptres que doit traverser la lumière, subissant à chaque fois les 
lois de Descartes. Néanmoins, les propriétés des lentilles minces autorisent cette schématisation simple 
qui permet de tracer convenablement la marche des rayons lumineux qui la traversent, dans le cadre de 
l’approximation des lentilles minces utilisées dans les conditions de Gauss. 


l’épaisseur de la lentille au centre par les trois conditions : e & R, 
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= On ne confondra pas « mince » (lentille globalement peu épaisse) et « à bords minces » (bords moins 
épais que le centre), une lentille peut être mince et à bord épais (DVG) ou épaisse à bords minces (CVG). 


Définitions 
= Le centre optique d’une lentille mince est le point d’intersection O du plan de la lentille et de son 
axe optique. 


= La distance focale image f” d’une lentille est la distance algébrique centre optique — foyer image. 


= La distance focale objet f d’une lentille est la distance algébrique centre optique — foyer objet. 


= La vergence V d’une lentille est l’inverse de sa distance focale image. 





f'=OF" To OF V— : fet f' sont en mètre, V est en dioptrie (d = m°!). 
L’approximation de lentille mince permet de montrer que, malgré sa 
forme géométrique éventuellement dissymétrique, une telle lentille f<0 | f>0 F 
est optiquement symétrique et peut donc être utilisée dans un sens ou . O i ° 
dans l’autre. En particulier, F et F' sont symétriques par rapport à O et : =: 4 rs 


f=-f", ce qui permet d’ailleurs de la schématiser, comme on l’a vu, par 

un trait. En conséquence les positions de F' et de F sont liées au sens | 

de parcours de la lumière, qui doit impérativement être précisé sur le > f<0 | 70 F 

schéma à travers l’orientation de l’axe optique (voir exercice 4 p. 86). F' V<0 L 
DVG 

2. Constructions 


On cherche à construire géométriquement l’image d’un point par une lentille mince. Or un point étant 
obtenu par l’intersection de deux droites, 1l n’est pas nécessaire de tracer la marche de tous les rayons 
incidents provenant du point objet pour déterminer le point image après traversée de la lentille. Deux 
d’entre eux suffiront, puisqu'il y a stigmatisme, tout autre rayon 1ssu de l’objet passe aussi par le point 
image après traversée de la lentille. 


Es POINT MÉTHODE x 
Construire une image par une lentille mince 


= Trois types de rayons obéissent à des règles qui rendent la construction des images facile. Selon le 
problème posé, on en choisira deux parmi ceux-là (le troisième pouvant servir de vérification). On n’ou- 
blie pas qu’un rayon incident passe nécessairement par le point objet. 

æ Rayon passant par O : Un rayon incident passant par le centre optique émerge sans être dévié. 

æ Rayon incident parallèle à l’axe : I émerge en passant (lui ou son prolongement) par le foyer image 
ou, inversement, tout rayon émergent passant par le foyer image F” est issu d’un rayon incident parallèle 
à l’axe. 

…æ Rayon émergent parallèle à l’axe : Il est issu d’un rayon incident passant (lui ou son prolongement) 
par le foyer objet ou inversement, tout rayon incident passant par le foyer objet ressort parallèle à l’axe. 


= Ces rayons ne peuvent servir que pour un point objet situé en dehors de l’axe optique. Mais puisque le 
système est aplanétique, on peut construire l’image d’un point A de l’axe par l’intermédiaire d’un point 
en dehors de l’axe B, tel que AB perpendiculaire à l’axe. L’image B' de B, obtenue par la construction 
décrite ci-dessus, donnera A’ en abaissant la perpendiculaire à l’axe en ce point. L’image d’un objet 
étendu perpendiculaire à l’axe est obtenue à l’aide de la construction de l’image d’un seul de ses points. 
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LENTILLE OBJET IMAGE GRANDISSEMENT CONSTRUCTION 
B 


Réel 

Avant Réelle 
le foyer Inversée 

objet 


Réel 
Entre Virtuelle 
LENTILLE le foyer Droite 


CONVERGENTE objet Plus grande 
et la lentille 


Réelle 
Virtuel Droite 
Plus petite 


Virtuelle 
Droite 


Plus petite 


Virtuel 
Entre Réelle 


la lentille Droite 


et le foyer | Plus grande 
objet 


LENTILLE 
DIVERGENTE 


Virtuel 
Après Virtuelle 
le foyer Inversée 
objet 





Rayon passant par O Rayon incident parallèle à l’axe Rayon émergent parallèle à l’axe 


ns POINT MÉTHODE 
Construire l’image d’un point objet à l'infini 





a B_envoie des rayons parallèles entre eux et incli- Plan focal 
nés sur l’axe. Le rayon passant par O (non dévié) image 
coupe le plan focal au point image B’ (= foyer 
image secondaire). Tous les rayons émergents 
convergent vers ce point, réellement pour une len- 
ülle convergente, virtuellement pour une lentille 
divergente. 


Plan focal 
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3. Formules de conjugaison 


L'étude des systèmes centrés dans les conditions de Gauss permet de démontrer un certain nombre de 
relations avec lesquelles on peut ensuite calculer la position et la dimension de l’image, en fonction de 
la position et de la dimension de l’objet, selon les caractéristiques du système optique. 


Énoncés 

= Les points objet A et image A’ vérifient les relations de conjugaison suivantes pour une lentille mince 
RER RER | 1 

OA’ OA OF 

= Les dimensions objet et image vérifient les relations du grandissement suivantes : 


Formule de Descartes: y = À B — OA 


Formule de Descartes : Formule de Newton : FA.F'A' = Vo 


— Formules de Newton : y = = — 
AB OA FO FA 





= Dans l’expression de y de la formule de Descartes, la première partie de la relation traduit seulement 
la définition du grandissement, c’est la seconde partie qui constitue la relation de conjugaison. 


= La présence de grandeurs algébriques dans ces formules impose un strict respect des signes des dis- 
tances utilisées. 


= La démonstration rigoureuse de ces formules est hors programme, par contre 1l est relativement aisé de 
les retrouver géométriquement à partir d’une construction simple objet réel-image réelle pour une lentille 
convergente et en utilisant les propriétés des triangles (le lecteur est invité à s’y essayer). 


ns POINT MÉTHODE ms 
Obtenir un grandissement unité 


= Que la lentille soit convergente ou divergente, on obtient une image de même taille que l’objet, si ce 
dernier est situé au double de la distance focale objet. L’image est alors inversée et y = -1. Le grandis- 
sement y = +1 s’obtient pour un objet confondu avec la lentille, l’image l’est alors également, ce qui 
présente peu d’intérêt. 





1. L'œil 

L’œil est l’organe de la vision. Tous les éléments de l’œil sont évidemment importants, mais certains 
jouent un rôle prépondérant du point de vue de l’optique. 

La pupille est un trou circulaire qui « dose » la quantité de lumière qui pénètre dans l’œi1l. Son fonc- 
tionnement est automatique en fonction de la luminosité ambiante. Son équivalent photographique est 
le diaphragme. 

æ Le cristallin est la lentille de l’œil, 1l assure la mise au point grâce à sa plasticité (souplesse) qui 
lui permet de modifier ses courbures (donc sa focale) lors de l’accommodation. De forme biconvexe, 
transparent et mou, 1l se comporte comme une lentille convergente, son équivalent photographique est 
l’objectif qui contient des lentilles. 

La rétine est une membrane neurosensorielle qui tapisse le fond de l’œil, c’est sur elle que doivent 
se former les images qui seront transmises au cerveau sous forme d’influx nerveux. Elle est l’équivalent 
de la pellicule photographique d’un appareil argentique, du capteur CCD sur un appareil numérique. 


partagel“ 
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DIS ÉTelhtte)s 





L’œil réduit est une schématisation simplifiée de l’œil, considéré uniquement du point de vue de 
l’optique géométrique et qui contient un diaphragme (pupille), une lentille convergente de focale 
variable (cristallin) et un écran (rétine). La distance lentille/écran est fixe et vaut d = 16 mm. 










Œül réel Vision lointaine 
Cristallin faiblement bombé 
Pas de contraction 

. REPOSANT 
Pupille 
Cristallin  Rétine 
Lentille Écran Vision proche 
Cristallin fortement bombé 
Contraction des muscles 
FATIGANT 


Diaphragm s. 


Œiül réduit 





Modèle de l'œil réduit Rôle de l'accommodation 


Définitions 

a L’œ1il emmétrope est un œil qui voit normalement. 

= L’œ1il myope est un œil trop convergent, l’image d’un objet à l’infini se forme en avant de la rétine. 
Il ne peut voir nettement à l’infini. On le corrigera avec une lentille divergente. 

a L’œil hypermétrope est un œil insuffisamment convergent, l’image d’un objet à l’infini se forme 
derrière la rétine. Il doit accommoder pour voir à l’infini, ce qui est fatigant. On le corrigera avec une 
lentille convergente. 


= L’oœil totalement presbyte est un œ1l qui ne peut plus accommoder en raison de son vieillissement. 
On lui placera des verres à focale variable pour voir nettement sur toute la distance souhaitable en 
regardant de bas (objet proche) en haut (objet lointain). 





Quelle que soit la situation d’observation, un œil ne voit nettement que s1 l’image se forme sur la rétine. 
Définitions 
= Le punctum proximum (PP) est le point le plus proche que l’œil peut voir nettement. Cela cor- 


respond au maximum d’accommodation du cristallin. Très proche pour un œæ1l jeune, il est d’environ 
25 cm à l’âge adulte et recule progressivement jusqu’à 2 m (presbytie) avec le vieillissement. 


= Le punctum remotum (PR) est le point le plus lointain observable nettement et sans fatigue (donc 
sans accommodation). Pour un œ1l normal, 1l est à l’infini. 


= La plage d’accommodation est la zone pour laquelle un œ1l peut voir nettement grâce à l’accom- 
modation, elle s’étend de PP à PR. 





Le punctum proximum d’un œ1l myope est donc plus proche de l’œ1l que celui d’un œ1l emmétrope du 
même âge, celui d’un hypermétrope, plus lointain. Le punctum remotum d’un œ1l myope est d’autant 
plus proche que le défaut est important, celui d’un œil hypermétrope est virtuel derrière la tête ! 


Propriété 


Le pouvoir de résolution de l’œil, c’est-à-dire l’angle le plus faible sous lequel deux points sont vus 





discernables, est d’environ 1 minute d’arc (1’ = 3.10 rad). 
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2. Associations de lentilles 


De nombreux systèmes optiques sont composés d’une succession de lentilles (microscope, lunettes 
astronomiques, objectif d'appareil photo...). On étudiera ces systèmes en considérant chaque lentille 
comme ayant pour objet l’image de la précédente et dont l’image formera donc l’objet de la suivante. 


Rs POINT MÉTHODE 
Utiliser un schéma synoptique dans une association de lentilles 


2 Un schéma synoptique est souvent commode pour résoudre une question d’optique traitant d’une 
succession de lentilles, dans lequel on introduit les objets intermédiaires à chaque étape : 


L L 
AA —% A," ; A 


= Souvent on connaît une partie des points, par exemple pour un système afocal formé de deux lentilles 
L et L,, on sait qu’un objet à l'infini donne une image à l'infini, soit le schéma suivant : 
A. = À intermédiaire = A. 

Par conséquent on conclut que A... est confondu avec F? puisqu'il est l’image de l’infini par L et 
qu'il est aussi confondu avec le foyer objet F, de L, puisque cette dernière en donne une image à l'infini. 
On en déduit À, #7; =", Un système afocal de deux lentilles doit donc être disposé de façon à ce 
que le foyer image de la première coïncide avec le foyer objet de la seconde, résultat valable quelle que 
soit la nature, convergente ou divergente, des lentilles. La lunette de Galilée (CVG + DVGr) et la lunette 


de Kepler (CVG + CVG) sont deux exemples de systèmes afocaux. 
EE LLÂLÂ_——" ——" "|| 


Propriétés 






La vergence V d’un système de deux lentilles minces accolées est la somme de leurs vergences : 


V=V +, 


Cette formule n’est valable que s1 les lentilles sont accolées, c’est-à-dire si leurs centres optiques peuvent 
être confondus. On démontre une formule (de Gullstrand) plus générale pour des lentilles non accolées. 


3. Maîtriser le virtuel 


Une image réelle peut être formée sur un écran, puisque les rayons lumineux convergent réellement en 
ses points. Une image virtuelle ne peut pas être matérialisée sur un écran, par contre, si elle est située 
dans la zone d’accommodation d’un œæ1l, elle peut constituer un objet (réel) pour l’œ1il et donner finale- 
ment une image réelle sur sa rétine. À travers une loupe par exemple, on voit l’image virtuelle de l’objet 
initial par la loupe. 


Un objet réel est une source (primaire ou non) de lumière, dont sont réellement issus des rayons lumi- 
neux. Pour obtenir un objet virtuel pour un système optique (L), on utilise un autre système, par exemple 
une simple lentille convergente (L,) avec laquelle on crée une image réelle A B, d’un objet réel AB. On 
insère ensuite (L) entre (L,) et À B, qui devient alors l’objet virtuel de (L). Il ne s’agit pas juste d’une 
construction sur le papier, c’est ainsi qu’on dispose d’un objet virtuel sur le banc optique par exemple. 
On aura d’ailleurs intérêt à faire en sorte que A,B, soit de même dimension que AB en plaçant ce dernier 
au double de la distance focale objet de (L,) (voir par exemple exercice n° 5 p. 86). 
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Questions de cours 


sa Caractéristiques d’un système optique : foyers, plan focaux, grandissement, grossissement. 
s Le miroir plan : propriétés, constructions. 

= Lentilles : nature, cas des lentilles minces, nature des foyers. 

s Constructions des images par une lentille mince : tracé des rayons, cas d’un objet à l’infini. 


= L’œ1l : nature optique, rôle de l’accommodation, modèle de l’œ1l réduit, propriétés et défauts de l’œ1l. 


Erreurs à éviter 


= L'erreur la plus fréquente consiste à inverser le sens de la lumière sur un schéma de lentille diver- 
gente, après avoir placé le foyer F” avant la lentille. On se retrouve alors avec un schéma de lentille... 
convergente ! On se rappellera donc que la position de foyers est liée au sens de la lumière. Sur un 
schéma sur lequel on trace généralement l’axe de gauche à droite, F’ se trouve à droite pour une lentille 
convergente et à gauche pour une divergente. 

# Le non-respect de l’algébrisation dans les formules de conjugaison conduit immanquablement à des 
résultats erronés. On y réfléchira soigneusement ; si À est avant la lentille alors OA est négatif. 

= Les unités dans les formules de conjugaison peuvent généralement être choisies comme on le souhaite, 
à condition d’utiliser la même pour toutes les grandeurs (m ou cm le plus souvent). Cependant si on 
utilise la vergence en dioptrie, les grandeurs devront être exprimées en mètre. 

# La lumière ne s’arrête pas brutalement, un rayon doit être poursuivi jusqu’à la lentille suivante, puis 
au-delà, jusqu'aux limites du schéma ou jusqu’à un écran éventuel. 


s Un rayon n’est dévié qu’au passage par une lentille ; entre deux lentilles, son tracé est rectiligne. 


Quelques « trucs » utiles 


# Dans les calculs de distances à l’aide des formules de conjugaison, on a souvent intérêt à conserver les 
inverses pour simplifier les valeurs (on évite ainsi d’accumuler les arrondis). Par exemple, on cherche la 
position de l’image d’un objet situé 30 cm avant une lentille de vergence 2 à (d’où f’ = 0,5 m = 50 cm) 


Co 1 _] _] 
LL = L = 08 -[5+ | (5-2) (+ —= OA'=-75 cm 








OA' OA J" OA' ff OA f" OA 50 30 150 
# On se rappellera toujours que tout rayon 1ssu de l’objet émerge en passant par l’image, ainsi même un 
rayon quelconque peut être tracé dès que la position de l’image a été déterminée. Cela permettra de 
tracer par exemple un faisceau d’extension quelconque. Inversement le fait que les rayons émergents 
convergent vers un point, permet de déterminer en retour l’objet dont est issue l’image. 


= [l est souvent utile de matérialiser le faisceau entre deux rayons pour visualiser le parcours de la lumière. 


s On utilisera avec profit la propriété des rayons venant de l’infini pour déterminer le devenir d’un rayon 
quelconque (R), par exemple passant par un objet intermédiaire P : on trace son parallèle (KR) qui passe 
par le centre optique de la lentille, 1l n’est pas dévié et son point d’intersection avec le plan focal image 
est un point K. Les rayons (R) et (R,) peuvent être vus comme issus d’un objet à l’infini. Ils convergent 
donc dans le plan focal image en K après traversée de la lentille. Attention ! K n’est pas l’image de P ! 
Il suffit de tracer le rayon (PO) non dévié pour s’en convaincre. 


: Plan focal 
image 





= 
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Conseil 


Il faut toujours faire une figure, en précisant la nature des lentilles (convergente ou divergente) 
et ses foyers, suffisamment grande et propre, avec des rayons tracés à la règle. On doit avoir les 


mêmes rayons issus de l’objet qui passent finalement par l’image ; en particulier, un rayon ne 
s’arrête pas entre deux lentilles sur une image intermédiaire. On peut cependant tracer des rayons 
de construction supplémentaires en trait fin pour construire les rayons réfractés et les images. 





KE Miroir plan *% > corrigé p. 87 


On considère un miroir plan. Un objet AB est placé devant ce miroir, parallèlement à celui-c1. 


© Où se trouve l’image A'B' ? Donner la formule de conjugaison du miroir plan. Quel est le grandisse- 
ment ? Justifier que le miroir plan est afocal. 


© Un observateur place son œil à la distance D d’un miroir plan en forme de disque de rayon d. Etant 
donné que la pupille de l’œ1l a un diamètre très faible, on assimilera celle-c1 à un point A placé sur 
l’axe du miroir. Quels sont les points que l’observateur peut espérer apercevoir par réflexion dans le 
miroir ? Préciser la valeur de l’angle qui caractérise la portion d’espace accessible à la vision appelée 
champ du miroir. Application numérique pour D = 2 m et d = 15 cm. 


F1 Méthode de Bessel (cours) * — corrigé p. 87 


On considère une lentille convergente de distance focale image f”. On souhaite obtenir l’image sur un 
écran, par cette lentille, d’un objet réel éclairé (par exemple un arbre). On note D la distance entre l’objet 
et l’écran, tous les deux supposés orthogonaux à l’axe optique. 


© Donner la condition que doit vérifier D pour qu’il soit possible de former une image réelle de l’objet 
sur l’écran. Dans le cas où cette condition est vérifiée, montrer qu’il existe, pour une distance D don- 
née, deux positions de la lentille telles que l’image de l’objet soit nette sur l’écran. 

© Déterminer la distance d entre les deux positions de la lentille donnant une image nette à l’écran. 
Montrer alors que la mesure de D et de d permet d’obtenir la focale de la lentille (méthode de Bessel). 
Cette méthode est à connaître, ses conclusions à savoir retrouver. 


EI Viseur à frontale fixe (d'après CCP MP 2015) * * — corrigé p. 88 


Un viseur à frontale fixe est constitué par la succession suivante : a) un objectif L, de centre O,, de dis- 
tance focale f, = 50 mm ; b) un réticule gradué perpendiculaire à l’axe de centre R,, ; c) un oculaire 
modélisé par une lentille convergente L, de centre O et de distance focale f” = 50 mm. 
AB) _ 
AB ), 


On règle la lunette afin d’avoir, pour l’objectif, un grandissement transversal y, = 


© Comment règle-t-on l’oculaire par rapport au réticule ? 
@ Exprimer la position F,A de l’objet visé par rapport à l’objectif en fonction de 7, et f; et la calculer. 


© Exprimer l’encombrement O,0, de la lunette en fonction de f”,7,et f, et le calculer. 


© Effectuer un tracé de l’instrument dans cette situation d’observation et confirmer les valeurs calculées. 
Citer une application de ce type de viseur. 
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E1 Système catadioptrique * * — corrigé p. 89 


Un système optique est formé d’une lentille mince convergente de focale 0,30 m et d’un miroir plan 
disposé à 0,15 m derrière la lentille. Déterminer la position de l’image que ce système donne d’un objet 
situé à 0,15 m en avant de la lentille. 


Hi Observation de Saturne (d'après Enstim 2008) * * > corrigé p. 90 


On observe Saturne et ses anneaux à l’aide d’une lunette afocale constituée d’une première lentille 
mince, l’objectif, de centre O et de vergence V, = 1,0 0 et d’une seconde lentille mince, l’oculaire, de 


centre O, et de vergence V, = -5,0 6 ; elles sont distantes de O,0, =0,8 m. La lunette pointe vers le 
centre de la planète distante de D = 1,5. 10"? m. On note & l’angle entre les rayons issus du centre de la 
planète et ceux issus du bord de l’anneau le plus grand, de rayon À, = 10f m. 


© Calculer numériquement l’angle ©. 

© Expliquer pourquoi cette lunette est bien afocale. 

© On note &’ l’angle entre la direction des faisceaux de rayons émergents issus du bord des anneaux et 
l’axe optique. Déterminer le grossissement angulaire G = . et faire l’application numérique. 


© Vérifier que l’utilisation de la lunette est indispensable pour distinguer les anneaux de Saturne, 
sachant que le pouvoir séparateur de l’œil est &, = 3.10 rad. 





Résolution de problème : une observation monstrueuse ? Léa: — corrigé p. 91 


Dans une bande dessinée bien connue, un jeune reporter observe, 
dans le ciel nocturne, ce qui semble être une étoile aussi grosse que 
la Lune et se rend à l’observatoire pour en savoir plus. En se pla- 
çant derrière l’oculaire de la grande lunette, 1l voit un disque lumi- 
neux qui occupe la quasi-totalité du champ et sur lequel se trouve 
une araignée de même dimension, qui paraît donc énorme. Ayant 
fait le tour de l’instrument, notre héros constate qu’une araignée se 
promène sur l’objectif. L’animal parti, 1l observe alors l’image de 
l’astre vu dans le ciel et apprend que c’est un astre errant fonçant 
sur la Terre ! Les protagonistes de l’histoire s’attendent à la fin 
du monde dans les heures qui suivent, mais finalement, le pire est 
évité car le bolide passe à « seulement » 45 000 km de la Terre. 
La grande lunette de l’observatoire de Meudon (l’un des sites de l’observatoire de Paris) a été inaugurée 
en 1896 et reste aujourd’hui la plus grande d’Europe (3° mondiale). D’un diamètre de 83 cm, son objectif 
a une focale d’environ 16 m et un oculaire de focale 4 cm. Elle permet une observation sans fatigue des 
objets célestes visés par l’instrument. 

L’une des premières lunettes d’observation fut celle de Galilée qui observa et cartographia la Lune avec 
un instrument de grossissement environ égal à 4. La Lune a un diamètre apparent de 32” (angle sous 
lequel elle est vue depuis la Terre). 





Problème à résoudre : L'observation « monstrueuse » décrite ci-dessus est-elle possible ? On don- 
nera une première réponse qualitative, puis on effectuera les calculs nécessaires pour la justifier 
et la préciser. 

Conseil : On aura intérêt à résoudre préalablement l'exercice n° 5 précédent. 
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Miroir plan > énoncé p. 85 


© A'B'est l’image virtuelle, symétrique de l’objet AB par rapport au miroir plan. Comme l’objet est parallèle 


au miroir : AB = A’B’. En notant H, le projeté orthogonal du point A sur le miroir et dans les conditions 
de Gauss, on obtient les relations de conjugaison suivantes : 


HA’ = -HA et HB’ = -HB 








Par définition, le grandissement s’écrit : V— AB d’où a | 

AB 
Le miroir plan est donc rigoureusement aplanétique et stigmatique. Les rayons lumineux parallèles à l’axe 
optique arrivant sur le miroir plan ressortent parallèles entre eux. Le miroir plan donne une image à l’infi- 
ni d’un objet placé à l’infini, il est donc afocal. 


© Pour un observateur placé à une distance D du miroir, 


© Soit D = AA’, la distance entre l’objet placé au point 


le champ du miroir (zone verte sur le schéma) est l’en- 
semble des objets visibles par réflexion sur le miroir. I 
dépend de la taille et de la nature (plan, incurvé...) du 
miroir ainsi que de la position de l’observateur. 
D’après la loi de Descartes en I: 1=7r 

Comme l’œ1l est placé sur l’axe optique, le système 
présente une symétrie axiale et vérifie : 


tan Œ = = d’où o— arctan( D 


Aïinsi la valeur de l’angle b, qui caractérise la portion 
d’espace accessible à l’observateur est : 





B=x-2& d’où: B-x-2arctan[ D) -8,6° 





Méthode de Bessel > énoncé p. 85 


Ecran 


A et l’écran placé au point A’. En utilisant la relation 
de Chasles, on obtient : 


D = AA’ = AO+OA’=OA’-OA 
d’où OA’=D+OA (1) 
La relation de conjugaison d’une lentille mince 
s'écrit : 








1 1 el —; _f'OA 
HE 7 > = _— 
Mono de f+0A 
La combinaison des équations (1) et (2) fait apparaître 
une équation du second degré : 


10 Dx4 D=Davec = A0 
Cette équation n’a de solution réelle que si son discriminant À = D(D — 4 f 1) > O0. Aïnsi 1l faut obligatoi- 
rement que la distance D soit supérieure ou égale à 4 f” pour obtenir une image réelle sur l’écran. Si cette 
condition est vérifiée, 1l existe alors deux solutions réelles (pour À > 0), c’est-à-dire deux positions de la 
lentille x, et X, qui permettent de conjuguer A et A’ et donc d’avoir une image réelle nette, telle que : 


_D+\D°-4pf" 


2 








(2) 








qui n'existent que si D > 4 f” 


X 2 
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© La distance d entre les deux positions de la lentille donnant une image nette à l’écran s’écrit : 
2 2 
d=x,-x, =D° -4Df' d’où : p=i 
e Viseur à frontale fixe > énoncé p. 85 


© Le système optique (objectif + oculaire) forme l’image d’un objet A visé et l’oculaire forme l’image du 
réticule. On peut écrire les schémas synoptiques suivants : 





L IL, L 
A >À, A, et ce >R; 
On regarde avec son œil les images par l’instrument. L'intérêt du réticule est d’effectuer une mesure sur 
l’objet observé, son image R. doit donc coïncider avec À. celle de l’objet visé. Par ailleurs, pour une obser- 


vation sans fatigue, ces images doivent être à l’infini. On en déduit que À, doit coïncider avec le réticule 


et se trouver au foyer objet de L.. 
SN RER RAA 


OC 


Compte tenu de la valeur de la focale de l’oculaire, le réticule doit donc se situer 50 mm avant l’oculaire L. 


© La relation du grandissement de Newton pour L, s’écrit : 











= EO, d’où : FEA= EO, _—h SOIL : 
FA Ne ee 
© On cherche la distance entre les deux lentilles : 
O,0, = O,A,+A,0, = OA, +E0O, = OA, — f =O,A, + f} 
Or O,A, est la distance image pour le couple (A, À) par l'objectif L,. On peut donc écrire la relation 
de conjugaison de Descartes suivante : 
1 1 1 














le 











2] 1 —] 
O,A L O;F, +E,A 0) munie. L 


V1 f = = 
l l 1 de | l 0 
el IS 
& . de | =) fl L 


D'où l’encombrement de la lunette : 











Soit un viseur de 20 cm de long, ce qui semble pertinent. 


© Un viseur à frontale fixe 

permet de voir nettement A 

et en coïncidence avec {HE EEE Réticule 
un réticule, des objets RE En 
se trouvant à une dis- D | 
tance donnée de l’objec- ES ANE FT ARE [TES | 
tif (dans le cas ci-dessus ATEN ET | AïFA 
à 75 mm). L'ensemble | | LRO ET 4 
de la construction figure RER | l LE 
dans le schéma ci-des- PES | EECRT 
sous. On constate bien + HE _. +_——— CT . SESSUSNRENE 
que pour un encombre- = | 


Oculaire 
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ment de 20 cm et un objet à 75 mm du viseur, les images finales de l’objet et du réticule sont à l’infini. Ce 
type d’instrument peut servir à mesurer la position d’une image virtuelle. 


Bien comprendre 


Les notations sont celles de l’énoncé original, la numérotation inhabituelle des lentilles (inverse de l’ordre 
dans lequel la lumière les rencontre) pourra être source de confusion. On sera donc vigilant dans ses nota- 
tions, le schéma synoptique permettant de bien les poser. On se souviendra que beaucoup d’instruments 
sont utilisés de façon à ne pas fatiguer l’œ1l grâce à une image finale à l’infini, ce qui n’était pas précisé 
dans l’énoncé ici. Le rôle du réticule (rencontré en TP) doit être connu. 





Système catadioptrique > énoncé p. 86 





On utilise des images intermédiaires À. et À, pour déterminer l’image finale A” de l’objet A. Le système peut 


_—. L, CVG Miroi LEVG 
s’écrire : AA, > A, ———— A. 





La résolution du problème se fait donc en 3 étapes, le passage du rayon au niveau de la lentille, puis la réflexion 

par le miroir et enfin le retour du rayon à travers la même lentille avec inversion du sens de la lumière. L'image A, 

de A par la lentille vérifie : RSR Le se = OA, (+2) j d’où : OA, 2 ÉTmE 
| ie OA 30 15 

À. est confondu avec FE qui n’est pas une position particulière pour une image. Dans cette étape le sens de la 

lumière et les positions des foyers sont en rose sur ce schéma (sens Î). 

L'image À, de A, par le miroir symétrique par rapport au miroir, H est leur milieu : 


HA, = HA, =-HF =-(HO+OF)=45 cm d’où : OA, =OH+HA, =60 cm 
La lumière se propage maintenant de droite à gauche, les foyers objets/images sont inversés (sens 2 en vert 


sur le schéma) et À, se trouve au double de la distance focale objet. Dans cette position particulière, l’image 
A" de À, par L, est de même dimension, inverse et à même distance de la lentille : 


= 
| = om 


Bien comprendre 


Lorsque le rayon est réfléchi par le miroir (aux points I, J et K), 1l faut tenir compte de l’inversion du sens 
de propagation de la lumière, ce qu’on a fait sur le schéma et dans les calculs en inversant le sens de l’axe. 





On aurait pu garder le même sens mais en changeant les signes OF’=-/f" dans la formule de conjugaison. 
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A Observation de Saturne > énoncé p. 86 


© La distance entre la planète et l’observateur D 
est largement supérieure au rayon du dernier 
anneau de Saturne R,. En utilisant une relation 
trigonométrique et & petit on obtient : 


tan = AB - a Lo =6,7.10 rad = 14” 





AO, D 


Les conditions de Gauss sont vérifiées, l’angle œ 
très faible est volontairement exagéré sur le 
schéma pour des raisons de clarté. 





© Puisque l’objet AB est à l’infini, son image 
A,B, se forme dans le plan focal (P) de la len- 
tille convergente L.. Pour l’objectif L l’image 
est réelle, mais c’est un objet virtuel pour 
l’oculaire L,. Le foyer image de la lentille L 
coïncide avec le foyer objet de la lentille diver- 
gente L,, donc l’image A’B' est à l’infini. 
Ainsi le système est afocal puisque 
un objet à l’infini a une image à l'infini : 





A — F, =E, = A’. Les rayons lumineux qui 
arrivent parallèles ressortent parallèles. 


© En utilisant une relation trigonométrique pour chacun des angles très petits, on a : 


B  _ AB z a  — —— / , 
a à COMTE ru avec: OA, j, =V" et OA, =f,=-f, =-V," 
1 








> 








(Ana — 








© 
© 
> 


On en déduit le grossissement angulaire : 





© L’œil, sans instrument d’optique, ne peut distinguer deux rayons que si l’angle qui les sépare est de l’ordre 
de 1'=3.10 * rad, ce qui est insuffisant pour distinguer les anneaux d’ouverture & = 6,7.10 * rad = 14”. 
Par contre avec la lunette, l’angle @' est 5 fois plus grand que &, l’ouverture devient &' = 3,4.10* rad, ce 
qui est visible pour l’œil. 


Bien comprendre 


s Le signe de la vergence (ou de la distance focale image) permet de connaître la nature de la lentille. 


s L'image d’un objet à l’infimi s’obtient à l’aide du rayon non dévié passant par O et la définition du foyer 
secondaire. 








Lentilles et instruments d'optique 





Résolution de problème : une observation monstrueuse ? — énoncé p. 86 





Première approche qualitative 

La grande lunette est afocale, c’est-à-dire qu’elle donne d’un objet à l’infini une image à l’infini, c’est pour- 
quoi l’œil n’ayant pas besoin d’accommoder pour voir à l’infini peut observer les objets lointains dans la 
lunette sans fatigue. On colle en principe son œil sur l’oculaire pour observer, car c’est ainsi que le champ de 
vision est maximal (il suffit de regarder avec des jumelles pour s’en rendre compte, plus on les éloigne de son 
œil et plus le champ d'observation se restreint). 

Deux aspects de l’observation décrite et schématisée dans l’énoncé peuvent être considérés : d’une part la 
position des images et d’autre part leurs dimensions. Les deux objets (araignée et bolide) sont vus nettement 
et de même taille dans la lunette. Il paraît évident, même sans calcul, qu’il est peu vraisemblable que deux 
objets situés à des distances aussi différentes de l’instrument puissent être vus nettement simultanément, car 
cela suppose que leurs images par la lunette se trouvent dans le même plan, plan qui devient pour l’œil le plan 
objet. Une étude quantitative des positions permet de s’en convaincre et d’établir également le grossissement 
pour chaque objet, afin d’établir s’1ls pourraient donner des images de même dimension. 


Approche quantitative, en utilisant les valeurs de la lunette de Meudon 

Notons L, l'objectif (focale f =16m), L, l’oculaire (focale f; =4 cm), À, le point de l’araignée coïncidant 
avec l’axe optique et B, celui du bolide coïncidant avec l’axe optique (légitime en raison du centrage apparent 
des images). On note avec un indice 1 les images par L et avec un indice 2, celles par L,. On peut proposer 
alors le schéma synoptique suivant : 





L L,; 1 2 
A ne On DRE VER) 
On schématise la lunette ci-contre (sans res- L, LE, 
pect d’échelle), son grossissement pour un HSE 
objet à l’infini (voir exercice n° 5 page précé- 
dente) vaut : f!=16m f,=4em 
fr ——  —  "— — 
G..=——=-400 ( 
1 D =f; +f,Ff; 


5 


 ]mage de l’araignée par l'instrument 
L’araignée se trouve sur la lentille objectif, elle coïncide donc avec son image par L, (A, = A ) et se situe par 
conséquent à une distance d'environ 16 m de L,, soit à 400 fois sa distance focale. Autrement dit, pour L,, 
l’objet intermédiaire À, se trouve suffisamment loin pour être considéré à l’infini et son image À, est située 
dans le plan focal image, soit 4 cm après L, : 
L; IL , 
A, ——A=A,=A,—A,-E 
L'image se trouve donc 4 cm après l’oculaire, or en principe on colle son œil à l’oculaire et on ne peut voir 
nettement que des objets situés à au moins 25 cm de son œil. L’observation de l’araignée est donc impossible. 
En admettant cependant qu’on se place à une trentaine de centimètres de l’oculaire, on pourrait éventuellement 
distinguer À, en accommodant au maximum. Supposons que, malgré la fatigue de l’œil, on soit dans cette 
situation. La construction ci-dessous (dont l’échelle n’est pas respectée) montre que l’image de l’araignée 
par la lunette est environ 400 fois plus petite que l’araignée réelle, même en imaginant (pour fixer les idées) 
une grosse araignée de 8 cm de diamètre, son image serait de 0,2 mm ... donc pas du tout impressionnante ! 
Dont eu 1 


a D 1600 400 


== 5 0.02 em 
f, =4cm 
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 ]mage du bolide par l’instrument 

L'objet passe au plus près à 45000 km, donc 

dans la situation d’observation, la distance est 

au moins 2,5.10° fois supérieure à la focale de 

l’objectif. On peut, par conséquent, largement le SD à 
considérer comme étant à l’infini. Son image par 
la lunette afocale se trouve aussi à l’infimi et son 
observation par l’œil se fait alors sans aucune 
accommodation. Sur l’image, le bolide occupe quasiment tout le champ de la lunette (dont le diamètre est de 
l’ordre de 80 cm d’après les documents). On peut donc estimer le diamètre apparent & de l’image à environ : 


RE ———————….………. 2 


D = 16 m 





= tan x = , DOS 2 SIG S! 


On a déterminé que le grossissement de la lunette pour un objet à l’infimi est de 400. L'objet, réel, qui donne 
une image de diamètre apparent 2,8° a un diamètre apparent à l’œ1l nu 400 fois plus faible, soit environ 0,4, 
ce qui correspond à un astre 80 fois plus petit que la Lune (l’énoncé rappelle que la Lune a un diamètre 
apparent de 32”). Un objet qui occuperait presque tout le champ de la lunette (image de l’énoncé), serait donc 
à peine visible à l’œil nu dans le ciel. À contrario, un objet de la taille apparente de celle de la Lune devrait 
apparaître beaucoup plus gros à travers la lunette et seule une petite portion devrait être observée. Avec une 
telle lunette on observe des détails de la Lune (celle de Galilée avait un grossissement 100 fois plus faible !). 
Dans les deux cas, les situations sont irréalistes. 


En résumé : les deux images (araignée et bolide) se forment à des positions aussi éloignées pour l’œil que le 
punctum proximum et le punctum remotum, donc impossibles à observer nettement simultanément. L’image 
de l’araignée est en réalité 400 fois plus petite que la bestiole réelle et celle du bolide 400 plus grande que 
l’astre, ce qui pour des objets vus à l’œ1l nu (araignée à 25 cm de l’œ1l et bolide dans le ciel) de dimensions 
approximativement similaires, devrait donner un astre très grand dont on ne voit qu’une petite partie et une 
araignée minuscule. L’image est donc tout à fait 1rréaliste. 


Bien comprendre 


Dans ce genre d’énoncé, on attend un raisonnement avant tout et 1l est tout à fait indiqué de faire des 
calculs d’ordre de grandeur et d’arrondir les valeurs utilisées et obtenues. On n’hésitera pas par ailleurs à 
introduire des valeurs pertinentes et « universellement » connues comme par exemple la dimension d’une 
araignée. Les propriétés des instruments d’optique (ici lentille, lunette et œ1l) peuvent être exploitées sans 
calcul et avec profit, comme par exemple le fait qu’une image est confondue avec son objet placé sur une 
lentille, les zones d’accommodations de l’œ1l ou les propriétés des systèmes afocaux. On a ici utilisé un 
résultat de l’exercice précédent, mais, dans un devoir, la valeur du grossissement pour un objet à l’infini 
par la lunette doit être redémontrée. 


À méditer 


Ne tenez pour certain que ce qui est démontré. 
ISAAC NEWTON (1643-1727) 
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Au début du xx° siècle, les physiciens pensaient que la physique était une science classée dont 
presque tous les phénomènes observés à cette époque pouvaient être expliqués par le biais de 
la mécanique newtonienne, de l'électromagnétisme maxwellien et de la thermodynamique. La 
physique dite classique est déterministe, ce qui signifie que pour des conditions initiales données, 
il est possible, en théorie, de prédire avec certitude l'évolution temporelle et spatiale d'un sys- 
tème. Toutefois, cette physique est dans l'incapacité d'expliquer certaines expériences, parmi elles 
le spectre du rayonnement d'un corps noir et l'effet photo-électrique. 

Lorsqu'en 1900 le physicien allemand Max Planck (1858-1947) introduisit pour la première fois la 
notion de quanta dans le cadre de l'explication du rayonnement du corps noir, il ne s'imaginait 
pas la révolution conceptuelle qu'il allait déclencher. Il introduit la constante h exprimant le seuil 
d'énergie minimum et indivisible que l'on puisse mesurer sur une particule du microcosme. Sa 
valeur extrêmement faible marque la séparation entre les mondes macroscopique et microsco- 
pique, de sorte que les phénomènes quantiques ont des effets négligeables sur nos observations 
quotidiennes. Il faudra attendre 1905, année charnière (souvent désignée par l'expression annus 
mirabilis), pour que le physicien allemand Albert Einstein (1879-1955) propose l'interprétation de 
l'effet photo-électrique en développant le concept de particule de lumière, appelée plus tard pho- 
ton’. Au départ purement théorique, la physique quantique a aujourd'hui de nombreuses appli- 
cations pratiques : laser, IRM, led, horloge atomique, microscope à effet tunnel... D'autres sont à 
l'étude : ordinateur, cryptographie et téléportations quantiques. 


ms OUTILS MATHÉMATIQUES sx 


| 1 
= Linéarisation des fonctions trigonométriques : sin” x = “A — COS 2x) 


= Module d’un nombre complexe : ll = 77 (7 conjugué de 2) 


Deux concepts a priori antagonistes sont distingués en physique classique : 
æ Les corpuscules (par exemple les boulets de canon, les balles, les électrons) qui possèdent 
une trajectoire définie et qui se caractérisent par leur énergie E et leur impulsion ou quantité de 
mouvement D. 
Les ondes (par exemple la lumière, le son, les vagues) qui sont diffractées lors de leur passage 
au travers d’un diaphragme dont la taille est de l’ordre de la longueur d’onde À et peuvent interfé- 
rer. Elles se caractérisent par leur fréquence que l'on note ic1 v (plutôt que f) et leur vecteur d’onde 


+ 








k où 





Hi Dualité Onde-Corpuscule 


1. La notion de photon et d'aspect corpusculaire de la lumière 


En 1886, le physicien allemand Heinrich Rudolf Hertz (1857-1894) réalisa une expérience permettant de 
mettre en évidence l’émission d’électrons par un matériau métallique exposé à la lumière. 


1. Le nom photon a été choisi en 1926 par le physico-chimiste américain Gilbert Newton Lewis (1875-1946). 
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Enceinte Anode 


à vide 
Expérience I : Une enceinte à vide contient deux ee 
plaques de métal. L’une, la cathode, constituée du en métal 
matériau étudié, est portée à un potentiel négatif par 
le générateur de tension et capte la lumière émise 
depuis l’extérieur de l’enceinte, tandis que l’autre, 
l’anode, est portée à un potentiel positif afin d’attirer 
les électrons (e-). On utilise un galvanomètre (G), 
qui permet de mesurer l’intensité d’infimes cou- 
rants électriques et l’on place un potentiomètre pour 
contrôler la tension aux bornes des deux plaques. 









Lumière 
incidente 


Potentiomètre 


Observation : Le galvanomètre met en évidence 
un courant lorsqu'on éclaire la cathode en lumière (mA) 
blanche, et au contraire un courant nul lorsque celle- 
c1 n’est pas éclairée. 

Expérience 2 : on éclaire la plaque métallique en 
lumière monochromatique, c’est-à-dire par une onde 
ne comprenant qu’une seule fréquence v (une seule 
couleur), et on fait varier l’intensité lumineuse 7. s 


v (Hz) 


Observation : Le graphe ci-contre représente le courant mesuré dans le circuit en fonction de la fré- 
quence de l’onde monochromatique incidente pour différentes valeurs de l’intensité lumineuse. On 
note qu'il existe une fréquence seuil v_ (qui dépend de la matière des plaques) en-deçà de laquelle, on 
n’observe pas démission d’électrons et cela, quelle que soit l’intensité lumineuse. En revanche, lorsque 
la fréquence de l’onde est supérieure à v, une intensité électrique est mesurée par l’appareil et celle-ci 
est d'autant plus élevée que l’intensité lumineuse 7, est grande, ce qui implique qu’à fréquence donnée 
le nombre d’électrons émis augmente avec l’intensité lumineuse. 


DIS ÉTelhtte)s 


L'effet photo-électrique est l’émission d’électrons d’un matériau métallique lorsque celui-ci est 


exposé à un rayonnement électromagnétique de fréquence suffisamment élevée, c’est-à-dire supé- 
rieure à une fréquence dite seuil qui ne dépend que du matériau utilisé. 





C’est l’existence de la fréquence seuil qui à l’époque était inexplicable à l’aide de la théorie ondula- 
toire (l’électromagnétisme tel qu’il était connu). Les physiciens s’attendaient à ce que, quelle que soit 
la fréquence de la lumière incidente utilisée, les électrons puissent toujours être arrachés du métal pour 
peu qu’on augmente suffisamment l’intensité lumineuse. En s’appuyant sur l’idée de Planck, Einstein 
proposa une explication de ce phénomène, qui lui valut le prix Nobel de physique en 1921. 


Définitions 
= Quelle que soit la distance parcourue depuis son émission, la lumière se présente sous la forme de 


particules de masse nulle, nommées photons qui se déplacent à la vitesse c = 299 792 458 ms ' et 
transportent chacun une énergie E qui dépend de la fréquence v de l’onde lumineuse : 


E = hv Relation de Planck-Einstein 
où h = 6,62606957.10"* J.s est la constante de Planck 


: Dualité onde-corpuscule : la lumière et, plus largement, tout rayonnement électromagnétique sont 
dotés d’une double nature, à la fois onde et corpuscule. 
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= Lorsqu'un photon, appartenant au faisceau lumineux, entre en collision avec un électron situé à la surface 
du métal, ce dernier l’absorbe entièrement et reçoit l’énergie Av. Mais pour qu’il puisse quitter le métal, 
cette énergie reçue doit être au moins égale à l’énergie qui le lie au métal appelé travail d’extraction W . 
La fréquence seuil correspond donc à un photon ayant juste l’énergie correspondante : hv = W.. Si le 
photon apporte une énergie supérieure, l’électron extrait acquiert en plus une énergie cinétique E. égale à : 





= [1 est important de comprendre que les échanges matière (électrons) — rayonnement (photons) se font 
sur le modèle 1 < Ï : un seul photon interagit avec un seul électron. Par conséquent, à basse fréquence 
(v < v ), les photons incidents n’ont pas suffisamment d’énergie pour extraire les électrons, et augmenter 
l’intensité lumineuse revient à augmenter le nombre de photons, mais pas à les rendre plus énergétiques 
individuellement : aucun électron n’est arraché. Inversement, si la fréquence est suffisante (v > v ), alors 
augmenter l’intensité lumineuse augmente le nombre de photons et donc le nombre d’électrons arrachés, 
et par suite l’intensité du courant détecté. 


= Le photon possède donc un aspect corpusculaire même si sa masse m est nulle. 


= Le fait de considérer l’énergie du rayonnement comme formée de « paquets » (= quanta) d’énergie 
indivisibles constitue la quantification de l’énergie, en ce sens qu’un échange énergétique ne peut pas 
prendre n’importe quelle valeur mais seulement un multiple entier de l’énergie d’un « paquet » (= quan- 
tum), la plus petite énergie que peut échanger le rayonnement. 


2. Les ondes de matière 


PO ? 


En 1666, la lumière avait déjà été considérée par Isaac Newton (1643-1727) comme étant constituée 
de particules, mais quand James Clerk Maxwell (1831-1879) démontra à l’aide de ses quatre équations 
que celle-ci se comportait comme une onde électromagnétique, expliquant ainsi de nombreuses expé- 
riences (diffraction, interférences...), son succès fut tel que l’idée de particules de lumière fut reléguée 
au second plan. En 1900, Planck introduisit le concept de quantum d’énergie, sans y croire vraiment, et 
comme une solution désespérée au problème du corps noir (d’où le nom de sa constante : h = hilfe = « à 
l’aide ! » en allemand), mais Einstein se saisit du concept et lui donna tout son sens dans son explication 
de l’effet photo-électrique, en considérant les quanta d’énergie comme des corpuscules de lumière. C’est 
alors que le physicien français Louis de Broglie (prononcer de Breuil) (1892-1987) proposa une idée 
géniale dans sa thèse soutenue en 1924 : si l’on quantifie ce que l’on pense être des ondes, n’est-1l pas 
possible à l’inverse de rendre onde ce que l’on croit particule ? 


En tant que corpuscule, le photon possède une quantité de mouvement P qui est liée à l’onde lumineuse 
de vecteur d’onde k telle que l’onde se propage selon la direction du vecteur p avec : 


p=hk, où À =h/27 est la constante de Planck réduite (prononcer h-barre) 
.r h 
k —— d’où : p=|p|= 


Énoncé 


Toute particule de quantité de mouvement p, possède un comportement ondulatoire et peut être 
décrite comme une onde monochromatique, dite onde de matière et possédant une longueur d’onde 


À telle que : À = te Relation de de Broglie 
D 





= L’onde de matière n’est pas une onde électromagnétique. 
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3. Expériences des fentes de Young classique et quantique 


Expérience I : L'expérience classique des fentes de Young fut réalisée en 1801. Elle consiste à faire 
passer de la lumière à travers deux fentes percées dans une paroi rigide et d’en observer le résultat sur un 
écran placé à une certaine distance. On observe alors des interférences sur l’écran (voir chapitre 4 p. 44). 





x À 
M (xy) 
FU à 
@: 
æ _— 
PAT AN 
% S S; 
Simple Double Écran Pis Ph 


fente fente 


Observation : Si on considère l’aspect corpusculaire de la lumière, on s’attend à observer deux taches 
lumineuses indépendantes provenant des faisceaux de photons passant l’un par la source S, (distribution 
de probabilité P ) et l’autre par la source S, (distribution de probabilité P,), soit une distribution résultant 
de la somme PF + P,. En réalité on observe la distribution de probabilité P,,, qui se traduit par une alter- 
nance de franges sombres et brillantes. Seule une interprétation ondulatoire rend possible la compréhen- 
sion du phénomène d’interférences observé. Young en conclut que la lumière se propage sous forme 
ondulatoire, ce que confirme l’électromagnétisme maxwellien. 


Expérience 2 : Grâce à l’avènement de la technologie, les physiciens contempo- 
rains ont réussi au cours du xx° siècle, à réaliser l’expérience des fentes de Young 
en utilisant des faisceaux de particules matérielles (électrons, neutrons, atomes et 
molécules) afin de démontrer expérimentalement la nature ondulatoire de la matière. 
L'expérience est similaire à la précédente. 


Observation : La figure ci-contre obtenue montre une figure d’interférences pour les 
faisceaux de particules, similaire à celle des interférences lumineuses. 


Expérience 3 : On envoie les particules (photons ou matière) une par une sur le 
dispositif de Young (expérience par comptage de photons ou d’électrons). 





Observation : Les impacts individuels sur l’écran sont aléatoires et finissent par 
dessiner aussi la même figure d’interférences qu'avec un faisceau. 


Résultats 


# On observe des impacts sur l’écran dans l’expérience par comptage de photons ou d’électrons qui 
traduisent le comportement corpusculaire de la matière et de la lumière. 


s On ne peut pas prévoir la position de chaque impact sur l’écran, mais uniquement la probabi- 
lité d’impact en fonction de la position sur l’écran. Cette distribution de probabilité résulte d’une 
approche ondulatoire et fait apparaître les interférences. 


= La dualité onde-corpuscule en mécanique quantique décrit la nature de la lumière et des parti- 
cules, et ne fait donc plus aucun doute, que ce soit d’un point de vue théorique ou expérimental. 
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UE Notions de fonction d'onde et de probabilité de présence 


1. La fonction d'onde 


Au début du xx° siècle, la présentation des différents problèmes évoqués au I montre que la vision qu’ont 
les physiciens doit être totalement remaniée et qu’il devient nécessaire de changer la manière de décrire 
les systèmes physiques lorsque les phénomènes quantiques apparaissent. En 1925, le physicien autri- 
chien Erwin Schrüdinger (1887-1961) prend connaissance des travaux de Louis de Broglie sur les ondes 
de matière et il parvient à établir une équation différentielle : l’équation de Schrôüdinger’. Elle régit l’évo- 
lution spatiale et temporelle d’une fonction, la fonction d’onde, qui est en général à valeur complexe. 


Définition 


Une fonction d’onde P(M(r),f) est un outil mathématique, définie au point M et à un instant f, sous 


la forme d’une grandeur complexe. Elle représente l’état d’un système quantique, par exemple l’état 
d’une particule, tout en prenant en compte son comportement ondulatoire. 





2. La notion de probabilité en mécanique quantique 


En conservant l’équation de Schrüdinger, le physicien allemand Max Born (1882-1970) formule une 
hypothèse faisant entrer pour la première fois, en 1926, la notion de probabilité au sein de la physique 
quantique, ce qui remet en question le déterminisme de la physique classique. Il y stipule que la méca- 
nique quantique est intrinsèquement probabiliste et non plus déterministe*, avec une conséquence impor- 
tante : la notion de trajectoire (par exemple d’un électron dans l’atome) doit être abandonnée. 





Définition 





La probabilité de présence d?P qu’une particule se situe à un instant f dans un volume élémentaire 


dr autour du point M(r) est définie telle que : dP = PM(F),0f dt 


= La somme de toutes les probabilités dans un espace donné doit être égale à 1. En effet la particule doit 
forcément se trouver quelque part, d’où la condition dite condition de normalisation dans l’espace qui 
s’écrit de la façon suivante : 


P= | dp= | |F(ME),nf ar=1 





espace espace 


3. Retour sur l'expérience des fentes de Young 

Ayant introduit la notion de fonction d’onde et de probabilité, 1l est possible désormais d’interpréter 
mathématiquement l’expérience des fentes de Young. Tout comme pour les ondes, la fonction d’onde 
de la particule # M(F }t) définie au point M(F ) de l’écran à un instant f, résulte de la superposition 
des fonctions d’ondes (M(F },t) CP (M(r }t) correspondant respectivement au passage à travers la 
fente 1 et à travers la fente 2, c’est-à-dire : 


P(M(r)6)= 8 (M(r)6)+ 8, (M(F).6). 


2. L’équation de Schrôdinger sous la forme indépendante du temps f est : HY (M(F }) = EY(M(r }) où À est un Opé- 


rateur appelé Hamiltonien et E est la valeur propre associé à Ÿ (M(F }): c’est-à-dire l’énergie. 
3. Einstein réfuta toute sa vie cette approche probabiliste. 
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Définitions 


On définit l’intensité lumineuse 7 (M(F).t) comme étant proportionnelle à la probabilité de pré- 


sence en un point de l’écran noté M(7) à un instant f : 
I(M(F)1)=BE(M(F). 0) =BF(MF))F(M(F).0) 
où P(M(F )t) est le complexe conjugué de P(M(F )t) et P est une constante. 





L’intensité dans l’expérience d’ Young s’écrit alors, où pour alléger on omet le facteur bêta : 
MP), =(8M(),09+8M6)2)(P M), +P2(M(F),1) 


LM). 028 (MP).0) + (MP) +8 (MP, (ME) 0 + (M(F).0 PF, (M(F).0 





l L, Terme d'interférences 


= L’intensité résultante n’est pas la somme des intensités, mais fait apparaître un terme supplémentaire 
qui explique la figure d’interférences, comme pour les interférences lumineuses (voir chapitre 4 p. 45). 


0 CERTES 


Intuitivement, en plaçant une particule avec une vitesse initiale non nulle 
dans un espace confiné représenté par une énergie potentielle V(x) nulle 

entre 0 et a et infinie ailleurs (en physique quantique V(x) est appelé 
potentiel), on imagine aisément que celle-ci va effectuer des va-et-vient, 

du fait de son rebondissement sur les parois. Notons que pour une particule 
classique toutes les valeurs d’énergie sont possibles. 


En physique ondulatoire, ce type de situation est analogue au cas d’ondes 

stationnaires pour une corde vibrante de longueur a fixée à ses deux . © ” 
extrémités. En effet le concept de va-et-vient se traduirait ici comme la 

superposition d’une onde aller et d’une onde retour de même amplitude : ° 
(onde associée à la particule). 


X 


Par ailleurs, la probabilité de trouver la particule en dehors de cette zone est nulle et cela se traduit d’un 
point de vue de la mécanique quantique par : 


WG =0= w(x)<0, si (xe[0.a]) 
où w(x) est la fonction d’onde qui caractérise l’état de la particule confinée. On admet de plus que w(x) 
est continue, ce qui implique : 


y(x=0)=0 et  wy(x=a)=0. 


Par analogie avec la physique ondulatoire, on s’attend donc à une fonction d’onde de la forme : 


[es | 


A x Jsin( "#4 ) 


fonction de type onde stationnaire dans la corde de Melde où le coefficient n est un entier non nul. 


y(x;t) = y, sin 


\ 7 





Les conditions aux limites imposent une relation entre la largeur a et la longueur d’onde de sorte que 
seules les longueurs d’onde vérifiant la relation suivante sont acceptables, à l’instar de la condition per- 
mettant des ondes stationnaires dans une corde de longueur a (voir chapitre 4 p. 49) : 
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Le coefficient n joue un rôle de quantification. Les solutions ne sont donc pas à valeurs continues, mais à 
valeurs discrètes. La relation précédente donne les valeurs acceptables de la longueur d’onde de matière 
associée à la particule de masse m. En mécanique quantique certaines valeurs sont tout simplement inter- 
dites. D’après la relation de de Broglie, l’impulsion associée, également quantifiée, est : 
_h _nh 
LE À, 2a 


On en déduit alors que l’énergie cinétique E, de la particule, également quantifiée, est : 


2 27,2 
E = lv = Pi = UM 2 | 
2 a 





2m Sma 2m 


Soit : 





x L'énergie de la particule confinée dans ce puits est donc quantifiée en n°. Aïnsi seules certaines valeurs 
d’énergies, appelées niveaux d’énergie, sont autorisées, les valeurs entre ces niveaux sont interdites. 


= Le terme quantique provient de la notion de quantification, où seuls sont autorisés des états et des éner- 
gies à valeurs discrètes. La quantification est en opposition avec notre vécu quotidien où tout est continu : 
on ne peut jamais accélérer de 0 m.s ' à 20 m.s ! sans passer par toutes les vitesses intermédiaires. 


a L'écart entre les niveaux d’énergie (par exemple AE = FE, — E,) est de plus en plus important quand n 
augmente. La quantification des niveaux d’énergies est liée au fait que la particule est confinée dans un 
certain espace (état lié). En effet, ce sont les conditions aux limites qui induisent la quantification. S1 la 
particule n’avait pas été confinée, elle aurait pu avoir des valeurs continues d’énergie (état libre). 


s Cet exemple permet d'illustrer un des fondamentaux de la mécanique quantique : un électron d’un 
atome est contraint de rester à proximité du noyau, son énergie est nécessairement quantifiée (mais pas 
en n°). 


= Une étude quantitative est réalisée dans l’exercice n° 5 p. 101 et permet de décrire parfaitement les 
concepts d’amplitudes de probabilités et de fonctions d’onde w, (x) qui sont autorisées. 


D VERS LA COLLE ces 


Questions de cours 
s Le photon : définition, relation de Planck-Einstein et explication de l’effet photo-électrique. 
# Dualité onde-corpuscule, relation de de Broglie et illustration expérimentale (fentes de Young). 


= Fonction d’onde : définition, probabilité de présence et intensité lumineuse. 


Quelques « trucs » utiles 


sm En mécanique quantique, l’utilisation de la quantité de mouvement est plus pertinente que celle de la 
vitesse. 
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KA Émission de photons * > corrigé p. 102 


Un LASER (Light Amplification by Stimulated Émission of Radiation) à l’hélium-néon dont la puis- 
sance est de 500 mW émet un faisceau de lumière continu de longueur d’onde À = 633 nm. 


© Déterminer l’énergie E, de chaque photon ainsi que le nombre de photons N, émis par ce LASER à 
chaque seconde lorsque celui-c1 a atteint son régime permanent de fonctionnement. Toutes les valeurs 
énergétiques seront exprimées en Joules puis en électronvolts, sachant que 1 eV = 1,602.10" °° J. 


© Que se passe-t-il si l’on augmente la puissance du laser de 100 mW ? 


PA Longueur d'onde de de Broglie * > corrigé p. 102 


© Calculer la longueur d’onde de de Broglie d’une personne de 75 kg marchant à une vitesse de 4 km/h 
et comparer cette valeur à la largueur d’une ouverture de porte d’environ 1,30 m. Conclure. 


@ Estimer la longueur d’onde de de Broglie pour un électron de masse m, = 9,1.10° kg dans un faisceau où 
il se déplace à 10° m.s !. Peut-on utiliser ce faisceau d’électrons pour réaliser la diffraction sur un réseau 
cristallin où la distance interatomique est d’environ 1 À (A se lit Angstrôm) ? 1 À = 107!° m. 


EI Comparaison de différentes cellules photoélectriques * * — corrigé p. 102 


Dans le tableau ci-dessous, on référence le travail d’extraction Av. pour différents matériaux. 
S 


© Déterminer la fréquence seuil v,. et la longueur d’onde seuil À pour chacun de ces métaux. Identifier 
le type du rayonnement lumineux monochromatique éclairant la cathode de la cellule photoélectrique, 
qui permet d’extraire des électrons appartenant à ces métaux. 


Nice Césium Rubidium Potassium Sodium Lithium Zinc Cuivre Platine 
(Cs) (Rb) (K) (Na) (Li) (Zn) (Cu) (Pt) 





© Sera-t-il possible d’utiliser le rayonnement lumineux seuil du césium pour extraire des électrons 
appartenant à une cathode de potassium ? 


© Exprimer, puis calculer la vitesse des électrons émis par la cathode pour une cathode de césium, 
lorsque qu’on l’éclaire avec un faisceau lumineux de longueur d’onde 600 nm. 


E1 Effet Compton * * * > corrigé p. 103 


Arthur H. Compton (1892-1962) découvrit qu’un rayonnement (X , _ électron 
ou gamma) incident pouvait être diffusé par la matière (en fait par les | e at eus 
» > 7 . , N . A = -NAANANNAS -------1----- — 
électrons) et perdre de l’énergie, c’est-à-dire émerger avec une lon- o es F 
gueur d’onde plus grande. Pour expliquer cette observation, considé- incident . Shan 
rons qu’un photon de fréquence v entre en collision avec un électron SHbitse 


au repos de masse m,, on note (Ox) la direction du photon incident. 

Suite à la collision, un photon (photon diffusé) de fréquence v' est Ayant Après 
ae ; ; : collision collision 

alors émis dans une direction qui forme un angle 0 avec (Ox) et 

l’électron acquiert une vitesse et donc une quantité de mouvement 


P, qui forment un angle @ avec (Ox) (électron diffusé). 
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© Exprimer l’énergie et la quantité de mouvement d’un photon en fonction de sa fréquence. 


@ À l’aide de la conservation (classique) de l’énergie et en supposant que la vitesse initiale de l’électron 
est négligeable devant celle du photon (électron au repos) établir une relation entre les fréquences des 
photons et la quantité de mouvement de l’électron diffusé. 


© Lors d’une collision, la quantité de mouvement (vectorielle) se conserve. En utilisant cette loi, établir 
deux relations entre v, v', p, 0 et ®. 


© En supposant Ôv << v et en utilisant les équations obtenues précédemment, montrer que l’on a : 


(cosO -1) 





OV = V'— y & V° — 
m,C 
© Justifier l’observation de Compton. Quel doit être l’angle 0 du photon diffusé, pour que la vitesse de 
l’électron soit maximale ? 


Particule confinée dans un puits rectangulaire infini * * * > corrigé p. 105 





L'un des systèmes les plus simples à étudier en mécanique quantique est le confinement d’une particule 
dans un puits rectangulaire infini. On se limite à l’étude des états stationnaires. 

On considère une particule de masse m, décrite par sa fonction d’onde w(x). Cette particule, libre de 
se mouvoir, est confinée dans un puits rectangulaire restreint à une dimension, 0 < x < a et où les murs 
sont infranchissables. Cette situation est représentée par une énergie potentielle E£,(x), qui est nulle à 
l’intérieur du puits mais qui est infinie à l’extérieur. Soit : 


0 O<x<a 


BG) oo x<0 ou x>a 


Dans le puits, l’énergie E se réduit donc à l’énergie cinétique. Dans ce cas on montre que l’équation de 
Schrüdinger vérifiée par la fonction d’onde est la suivante : 


At 


2m x’ 


Eva) 


© Préciser les conditions aux limites. 


@ Écrire l’équation différentielle en fonction du nombre d’onde k = V2mE / h. Résoudre en donnant la 
forme générale des solutions et montrer que k ne peut prendre que certaines valeurs discrètes. 


© En déduire l’expression générale de l’énergie de la particule, puis celle des quatre premiers états 
quantiques. 


© En utilisant la normalisation de la fonction d’onde, déterminer complètement la fonction d’onde 
ÿ, (x). 

© Tracer la fonction d’onde et la probabilité de présence de la particule dans le puits, pour les quatre 
premiers états d'énergie. 
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EX Émission de photons > énoncé p. 100 


© L'énergie d’un seul photon de fréquence v, émis par un LASER à hélium-néon, est donnée par la relation 
de Planck-Einstein : 


À 


En mécanique quantique les énergies sont tellement faibles qu'il est toujours préférable que l'unité soit 
en électronvolt. 








Le nombre de photons ie émis par ce LASER pendant une seconde, dépend de l’énergie E, .., du LASER 
pendant la même durée f = 1 s : 


E P : 
N,, = SE — Laser tt _ 1,7.10° photons 
E E 


Ÿ Ÿ 





© Augmenter la puissance du LASER de 100 mW, influence directement l’énergie d'émission de ce dernier 
au cours du temps. Un laser de 600 mW émet 2.10'* photons par seconde. 


Bien comprendre 


Le fait d’augmenter la puissance du LASER n’influence en aucun cas la fréquence et donc l’énergie d’un 
photon individuellement. On augmente seulement le nombre de photons émis par le LASER. 








Longueur d'onde de de Broglie > énoncé p. 100 


© Lorsqu'une personne de masse m = 75 kg marche à une vitesse de V = 4 km.h”! = 1,1 m.s'!, elle possède 
une quantité de mouvement : p = mV = 83 kg.m.s ! 


: . h È 
D’après la relation de de Broglie, la longueur d’onde de matière associée vaut : |À = — = 7,9.10 “m 
D 


Ainsi la longueur d’onde associée est extrêmement faible par rapport à la largeur d’ouverture de la porte 
de 1,30 m. Cela implique que tout comportement ondulatoire comme la diffraction est impossible à mettre 
en évidence pour des systèmes à ces échelles ! Notre quotidien est classique et non quantique. 


© La quantité de mouvement d’un électron de vitesse de à = 105 m.s'!, vaut : p = mu. = 9,1.10% kg.m.s ! 


€ 


D’après la relation de de Broglie la longueur d’onde de matière associée vaut : |À =— =7,3.10 °m 
P, 


Cette valeur est de l’ordre de grandeur de la distance interatomique 107!° m. On peut donc aisément réaliser 
de la diffraction d’électrons sur un réseau cristallin avec ce faisceau. 


Bien comprendre 


Les phénomènes quantiques apparaissent lorsque les distances mises en jeu sont de l’ordre de la longueur 
d’onde de de Broglie, autrement dit pour des objets de dimensions inférieures à celles de l’atome. 








Comparaison de différentes cellules photoélectriques > énoncé p. 100 


© Pour le césium le travail d’extraction (énergie nécessaire pour arracher l’électron au métal) vaut : 


W.= 1,94 eV =3,11.10°7J D'où : = = 4,68.10" Hz 
C 
Soit la longueur d’onde seuil correspondante : À, = n = 641 nm 
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Ce rayonnement appartient au domaine du visible et correspond à une lumière orange. 


Dans le tableau ci-dessous est récapitulé le travail d'extraction W,, = hv,, la fréquence seuil v, la longueur 
d’onde seuil À et la couleur d'émission monochromatique du faisceau pour chaque métal. 


(Cs) (Rb) (K) (Na) (Li) (Zn) (Cu) (PU 


© La fréquence seuil correspond à des photons possédant l’énergie juste nécessaire pour arracher les élec- 
trons, c’est-à-dire d’énergie égale au travail d’extraction. Pour qu’un électron soit extrait de la cathode, 1l 
faut v>v, donc À < À. D’après le tableau, on a 1, =641nm> À, sum = 593 nm. On ne peut pas 
obtenir d’effet photoélectrique avec le potassium en restant à la fréquence seuil de césium, 1l faut diminuer 
la longueur d’onde (augmenter la fréquence) afin d’obtenir des photons suffisamment énergétiques pour 


arracher les électrons du potassium. 





© En plaçant l’origine de l’énergie potentielle électrique au niveau de la cathode, l’énergie mécanique de 
l’électron à l’extraction est égale à l’énergie cinétique, E = Ve où 1, est la vitesse de l’électron au 


moment de son émission. Cette énergie correspond à la différence entre l’énergie du photon qui interagit 
avec l’électron émis sur la cathode et le travail d’extraction du matériau : 


mA? = a = [5 = = 2,16.10° ms ‘ 
À À 





E1 Effet Compton > énoncé p. 100 


© D’après la relation de Planck-Einstein, l’énergie d’un photon est fonction de la fréquence v du rayonne- 
ment auquel il appartient : E = hv. 


La relation de de Broglie permet d’exprimer sa quantité de mouvement : 


h h : Mes : UN. 
= à = ie où c est la célérité de la lumière SOI: p=—u 
3 C 


où u est un vecteur unitaire dans la direction de propagation du rayonnement. 


© En utilisant la conservation de l’énergie avant et après la collision : 
12 + E NE + E 


photon incident électron repos photon diffusé électron diffusé 


Avant la collision l’électron est au repos, ce qui signifie que son énergie est nulle (pas d’énergie potentielle 
ici). Après la collision il est diffusé et possède une énergie cinétique égale à : 


7) 2 
12, — HU _ P: à 
? 2m 


e 





En utilisant la relation de Planck-Einstein, nous pouvons en déduire la première équation : 


(D) 





© En utilisant la conservation de la quantité de mouvement avant et après le choc : 


P photon incident + P électron repos s P photon diffusé a P électron diffusé Attention cette loi est vectorielle ! 
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Sachant qu’initialement l’électron est immobile, sa vitesse initiale et donc également sa quantité de mou- 


! 


EE —_— 


.. AV- = - 
vement sont nulles avant le choc, la relation précédente s’écrit : — incident +0 = ——Uäifiusé + p, 
% 


% 
Relation vectorielle équivalente par projection au système suivant : 
hv  hv' 
— = —— cos 0 + p, cosp (2) 
o - _ 
7e 
0=-— sin + p, sinp (3) 
Ê 





© En élevant au carré les équations (2) et (3) et en les additionnant, on obtient l’équation suivante : 


p, (cos’ @+sin” p) = È) (v UE (cos” 0 +sin” 6) -2wv'cos0) 


2 
Soit : P: = “ (v° ie —2wv'cos6) 
C 


À 
En utilisant (1): 2m,h(v-—v')= Fe (v° ve —2wv'cos8) 
C 


2 : 7 . 
En remarquant que V* +V"” = (v' — v) +2vv' l’équation précédente devient : 
2 
h 
2m, h(v —v') = ë | [(v - v) + 2vv'(1 — cos) 
ê 
Or la différence entre les fréquences v et v’ est faible devant v et donc devant V’: 
EN A A te (v—v') <Vv’ 


En utilisant cette approximation dans l’équation précédente, on obtient : 


__h (1—cos 0) = 


v” (cos 0-1) 





2 
m,C 


€ 


2 
m,cC 


© L’angle 0 variant de O0 à x, Ôv est nécessairement négatif, la fréquence du photon diffusé est inférieure à 
celle du photon incident, ce qui est cohérent avec l’observation d’une longueur d’onde diffusée supérieure. 
C’est cette expérience qui convainquit définitivement les physiciens de la nature duale de la lumière (en 
confirmant les travaux de Planck et Einstein) et Compton obtint le prix Nobel (1927) pour ses expériences 
et son interprétation de l'effet qui porta ensuite son nom. 

Lorsque la vitesse de l’électron est à son maximum, cela implique que sa quantité de mouvement, 
p,= m,v. l’est aussi. Or dans les calculs précédents, nous avons obtenu l’équation suivante : 


p, = £ el (v° +y* —2wv'cos) 
C C 





p, est maximum lorsque cos0 — —1 donc 0 =x rad. Ainsi l’électron possède une vitesse maximale lorsque 
le photon est rétrodiffusé (8 = 180°), c’est aussi dans ce cas évidemment que la variation de fréquence est 
la plus grande, puisque l’électron récupère un maximum d’énergie. 
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Particule confinée dans un puits rectangulaire infini > énoncé p. 101 





© La fonction d’onde w(x) doit être continue, or elle s’annule nécessairement à l’extérieur du puits 
(domaine inaccessible pour la particule) donc : 


yw(x=0)=0 et HE 
© La particule est libre de se déplacer dans le puits, mais elle est dans l’impossibilité de se mouvoir à l’ex- 
térieur du puits. Seule la solution de l’équation de Schrüdinger dans l’intervalle d'espace où l’énergie 
potentielle est nulle est pertinente. Soit une fonction d’onde solution de l’équation de Schrüdinger : 
h° 2 
y(x)=Ev(x) 


_2môx 


Le système évolue dans une seule direction de l’espace, la dérivée partielle 9° /0x° devient une simple 
dérivée seconde d° / dx”. En utilisant k=V2mE / h, l'équation de Schrôdinger devient“ : 


d’? 
a vG)+E (x) — 0 


Cette équation différentielle du second ordre à coefficients constants admet pour solution : 
w(x) = Acos(kx) - Bsin(kx) 


où À et B sont des constantes d’intégration définies par les conditions aux limites : 
bre) == et yW(x=a)= Bsin(ka)=0 


Soit, puisque B est non nul pour une solution non triviale, les valeurs de k doivent être de la forme : 
nT 
k, = — 
a 
Cette équation dépend de a, la largeur du confinement du puits et d’un coefficient de quantification 
n EIN* qui suppose l’apparition de différents états distincts, c’est-à-dire que k ne peut prendre que certaines 
valeurs discrètes. Par exemple, k =7/a,k, = 27 / a, etc. La fonction d’onde w, (x) générale s’écrit donc : 


Bien comprendre 


L’équation différentielle est identique à celle de l’oscillateur harmonique (voir chapitre 2 p. 18). Dans le 
cas de l’oscillateur la variable est le temps f, et les constantes d’intégration sont donc obtenues par les 
conditions initiales. Ici la variable est spatiale x (attention à ne pas mettre machinalement f dans l’expres- 
sion en sin et cos de la solution !) et les constantes d’intégration s’obtiennent donc à l’aide des conditions 
aux limites. 





© En remplaçant le nombre d’onde k par son expression, on obtient l’expression de l’énergie : 


ER 
Jun h "2m 


re nr 2mËE, E 1 É2] 
a 

L'énergie est donc également quantifiée par n. Seules certaines valeurs d’énergies sont permises. Ces 

valeurs d’énergies sont appelée valeurs propres. Cette dépendance montre que, plus le nombre quantique 

est élevé, plus l’énergie du système le sera aussi, soit pour les quatre premiers états quantiques : 


V2 ” NE \2 
= ®)<r-2/2) cr E,-8(# 
2m\ a m\ a 2m\ a m\ a 


4, Qui se retrouve aisément en utilisant : k = 27/1 ; p = h/À = mn ; E = mv°/2 : : 
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© La densité de probabilité de trouver la particule dans ce confinement est donnée par le produit de la 
fonction d’onde w, (x) avec son complexe conjugué W, (x). Etant donné que la probabilité de trouver la 
particule dans la boîte doit être égale à un, la somme des probabilités pour tout l’espace accessible doit être 
égal à un, ce que l’on appelle aussi la normalisation. La condition de normalisation est alors : 


jy. Cv. (ar fl, (ar = p [sr [ Te x pe 


En utilisant 2sin° x =1-—cos(2x), l’équation précédente devient : 


Be 


En intégrant par rapport à la variable x : 

B? * 2 

— ve dsin[ Ex rs, Soit : Bb = 
2 2n7T a : 2 a 


Le signe de B est sans importance, car seul le carré de la fonction d’onde à un sens physique. D'où : 





© Une représentation graphique des concepts 
de fonction d’onde Y, (x) et de probabi- 
lité de présence d’une particule confinée 
dans un puits rectangulaire infini W, (x)] 
, Sont visibles dans la figure ci-contre. Les 
premiers niveaux d’énergie sont représentés 
par E, E,, E, et E,. (Attention, les axes ne 
sont pas tracés pour la fonction d’onde et 
son module au carré, mais la première est 
symétrique autour de l’axe des abscisses, 
tandis que la seconde est toujours positive.) 





Bien comprendre 


Cet exemple permet d'illustrer un des fondamentaux de la mécanique quantique, en décrivant les ampli- 
tudes de probabilités et les fonctions d’onde w, (x) qui sont autorisées. Ainsi dans son état fondamental, 
c’est-à-dire, l’état le plus bas en énergie E, la particule a une forte probabilité de se trouver au centre du 
puits. Son énergie est nécessairement non nulle. 


EMiltelitcte 


En fait, plus ce qu'il trouve le surprend, plus le physicien est content. 
RICHARD FEYNMAN (1918-1988) 





Circuits électriques dans l'ARQS 





L'électrocinétique est l'étude des circuits parcourus par des courants électriques, c'est-à-dire des 
déplacements de particules chargées dans les milieux matériels. Son étude revêt une importance 
considérable dans la mesure où quasiment tous les appareils du quotidien et, bien au-delà, la plu- 
part des dispositifs industriels, fonctionnent à l'énergie électrique. On rencontre également des 
phénomènes électriques en biologie dans les échanges cellulaires (neurones, fibres musculaires..….). 





[l Intensité du courant électrique 





1. Charges électriques dans la matière 


Définitions 

s La matière est constituée d’atomes, de molécules ou d’ions. Un atome est composé d’un noyau 
chargé positivement et d’électrons, portant chacun la charge —-e (e = 1,6.10 °C, la charge élémentaire). 
= L'unité de la charge électrique est le Coulomb (symbole C). 


= Un atome est électriquement neutre mais peut gagner ou perdre des électrons pour former un ion. 
Un ion chargé positivement est un cation ; s’il est chargé négativement, c’est un anion. 


= Les porteurs de charge dans la matière sont donc les électrons et les 1ons. 





= À l'échelle microscopique, les échanges de charge se font de manière quantifiée (des multiples! de e). 
A l’échelle macroscopique cependant ces variations paraissent continues. 


2. Origine du courant électrique 


Dans la matière, certaines particules chargées sont fixes et d’autres libres de se déplacer. Même si l’en- 
semble reste globalement neutre, le déplacement des charges génère des courants électriques. Dans les 
métaux, chaque atome libère un à deux électrons, qui sont libres de circuler dans l’ensemble de la struc- 
ture (électrons libres). Dans les solutions aqueuses, les porteurs de charge sont les 1ons (pas d’électrons 
hbres en solution) qui sont libres de se déplacer dans tout le volume du liquide. En général les gaz ne 
possèdent pas de charges libres mais, dans certaines conditions (élévation de la température, excitation 
électrique), ils peuvent s’ioniser partiellement, voire totalement, on les appelle alors des plasmas dans 
lesquels des 1ons (cations) et des électrons sont libres de se déplacer dans tout le volume offert au gaz. 


Définitions 
= Un conducteur est un corps dans lequel des porteurs de charge peuvent se déplacer librement. 


= Un isolant est un corps dans lequel il n’y a pas de charges libres. 


z Le courant électrique est un déplacement d’ensemble des charges libres dû à une excitation extérieure. 





s Dans la matière, en raison de l’agitation thermique, les porteurs de charges sont animés d’un mou- 
vement désordonné dont la vitesse dépend de la température (voir chapitre 19 p. 346). En l’absence 
d’excitation extérieure, le mouvement des particules reste aléatoire et la vitesse moyenne des porteurs 
de charge est nulle : 1l n’y a alors pas de courant électrique. Le courant est un mouvement d’ensemble, 
dans lequel la vitesse moyenne des porteurs de charge n’est pas nulle. 


1. Les quarks, particules élémentaires composant les protons et neutrons, portent des charges fractions de e mais n’existent 
pas à l’état libre. 
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= Seuls les porteurs de charge mobiles peuvent se déplacer et participer au courant électrique suite à 
l’excitation que leur impose un champ électrique (voir chapitre 15 p. 277). 


= Les charges positives et les charges négatives se déplacent en sens opposé, puisque la force électrique 
est proportionnelle à la charge, mais du point de vue du courant, les effets de ces deux mouvements ne 
se compensent pas mais s’ajoutent. 






Définition 


Le sens conventionnel du courant est le sens dans lequel se déplacent (ou se déplaceraient) les 


charges positives. Les charges négatives se déplacent en sens contraire. 


Rs POINT MÉTHODE ms 
Choisir un sens et une notation du courant 


= Dans un exercice, on ne connaît pas à l’avance le sens du courant. On choisit alors arbitrairement un 
sens positif pour le courant. S1 le courant circule effectivement dans le sens choisi, le calcul donnera un 
courant positif, s’1l circule en sens contraire, 1l sera négatif. Notons que ce genre de choix est indispen- 
sable pour le courant alternatif, on ne saurait changer le sens de la représentation chaque fois que le sens 
réel du courant s’inverse ! 


= D'une façon assez générale, on note en majuscule les grandeurs stationnaires (indépendantes du 
temps) et en minuscule les grandeurs qui varient dans le temps (sauf le potentiel). On verra dans l’étude des 
régimes transitoires que les grandeurs électriques ne sont pas nécessairement stationnaires, même dans 
un circuit alimenté par un générateur continu. Tout ce qui suit est valable pour des grandeurs variables, 
même si on traitera surtout dans ce chapitre des situations stationnaires. 





3. Intensité du courant électrique 


Dans une portion de conducteur parcourue par un courant, des charges ER 
positives et négatives sont susceptibles de se déplacer. On s’intéresse au ôg* D © $q- 
débit de charge, c’est-à-dire à la quantité de charge qui traverse une sec- 
ton du conducteur par unité de temps. Compte tenu de l’algébrisation, 
cette quantité s’obtient en additionnant les charges (avec leur signe) qui ôq, = ôqt-6q- >0 
se déplacent dans le sens conventionnel choisi et on soustrait (en gardant 

leur signe) celles qui traversent dans l’autre sens. La quantité de charge qui sens + 
traverse la section est donc algébrique, en cohérence avec l’algébrisation a 


1>0 


du courant. On voit que le déplacement des charges négatives est équiva- ® 8q* 

lent à celui de charges positives identiques, qui iraient en sens contraire. i<0 

On confirme donc 1c1 que les contributions des charges de signes opposés — — 
s’ajoutent et ne se compensent pas. Ôq,, = 0g—— dqg+ <0 


Définition 
L’intensité du courant électrique est définie en un point du circuit par la quantité algébrique de 
charge par unité de temps qui traverse une section du conducteur dans le sens conventionnel, c’est 


= An 

. . . dt . . . 
où Ôg., est la quantité algébrique de charge qui traverse la section du circuit pendant un temps élémen- 
taire df. L’intensité du courant électrique s’exprime en Ampère (A). 


donc un débit de charge : 
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= Si le courant est stationnaire, en notant Q, la charge qui traverse une section du conducteur pendant 


Q, 


un intervalle de temps Ar, l’intensité du courant électrique est : 1 ==" 


M 


= Par abus de langage on emploie le plus souvent le terme de courant pour signifier intensité. 


= Quelques ordres de grandeur de l’intensité : 
% en TP, dans les ordinateurs ou les téléphones portables : quelques dizaines ou centaines de mA ; 
fusibles domestiques : 10 À, 16 A ou 32 A ; 
% alimentation du TGV : 500 À ;: 
% la foudre : des milliers d’ Ampère. 


Propriétés 


= L’intensité traverse le circuit, elle est donc représentée par une flèche 
sur le circuit. 


sa On mesure l’intensité avec un ampèremètre qui doit être traversé par 
le courant et donc être placé en série. 





4. Approximation des régimes quasi stationnaires (ARQS) 


Quand on allume un générateur de signaux électriques dans un circuit, l’information ne parvient pas ins- 
tantanément à tous les composants du circuit électrique. On admettra que cette information est une onde 
électromagnétique et qu’elle se propage à la vitesse de la lumière c. Le temps f mis pour se propager 
entre deux points du circuit, distants de Z, vérifie donc : L = ct. 


Définition 
L’approximation des régimes quasi stationnaires (ARQS) est vérifiée si le temps de propagation 
de l’information électrique dans tout le circuit est négligeable devant le temps caractéristique de varia- 


tion du signal c’est-à-dire sa période T. Autrement dit si les dimensions du circuit L sont suffisamment 


c = vitesse de la lumière 


C 
_ avec ) 
L f = fréquence du courant 


petites et vérifient : L&cT ou f « 





= Pour des dimensions de l’ordre de celles des circuits de TP, (L = 1 m), 1l suffit que f € 3.10° Hz, soit 
encore f € 300 MHz. Sauf mention contraire, l’ ARQS sera donc toujours vérifiée en cours et en TP 
d'électricité. 

= Pour le courant du secteur (f = 50 Hz, T = 20 ms) la longueur de circuit doit vérifier L << 6000 km. 
Sur le réseau EDF, l’ARQS n’est pas vérifiée sur les grandes distances, mais reste valide dans une 1ins- 
tallation locale. 





[ Tension électrique 


1. Notion de potentiel électrique, tension électrique 


Considérons une analogie hydraulique : dans une conduite d’eau horizontale entre deux récipients l’eau 
ne s’écoulera pas, tandis qu’un courant d’eau apparaîtra si on surélève un des récipients par rapport à 
l’autre (vers le plus bas). Le récipient surélevé va finir par se vider et le courant d’eau cessera. Pour 
entretenir le mouvement de l’eau, une pompe doit remonter l’eau dans le récipient surélevé. C’est la 
différence d’altitude entre les deux récipients qui permet la circulation du courant. Les deux sens ne sont 
pas équivalents, le courant d’eau ne se produit spontanément que vers le bas. 
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altitudes  dénivellé Potentiel V4 A 


tension 





L’eau Le courant Il faut 
i omper 
s’écoule Il faut pomper circule : P : per» 
é | h = spontanément es charges 
spontanément A D,g=h, N/ pour faire | . 
vers les remonter l’eau. VAR , 
Ititud potentiels remon er 
ee décroissants. les potentiels. 


Potentiel V} B 


Niveau de référence des altitudes 





De même qu’en hydraulique, on définit l’altitude d’un point de la canalisation, on définit l’état électrique 
d’un point du circuit par le potentiel électrique V. Si le potentiel décroît entre deux points, le courant 
circule spontanément. Pour que le courant remonte les potentiels, 11 faut « pomper » les charges à l’aide 
d’un générateur. L’équivalent électrique du dénivelé en hydraulique est la tension. 


Définitions 
La tension électrique w,, entre deux points À et B du circuit est la différence de potentiel (ddp) 
entre ces points : 


Up — V, Vs 


L'unité des tensions électriques, comme des potentiels, est le Volt, de symbole V. 





= Quelques ordres de grandeur de tension électrique : 
% en TP, dans les ordinateurs ou les téléphones portables : du mV à quelques V ; 
æ le courant du secteur pour les habitations à usage domestique délivre une tension de 230 V ; 
les lignes à haute tension sont à plusieurs dizaines de milliers de Volts, voire plusieurs centaines 
de milliers pour les lignes à très haute tension. 


Propriétés 
a La tension est algébrique : u,, =V, -V, =-u,,8. 
= La tension u,, est une différence de potentiel entre deux points, elle est 


donc représentée dans les circuits électriques par une flèche en dehors du 
circuit, allant du point B vers le point A. 


= On mesure la tension électrique entre deux points avec un voltmètre, 
qui doit donc être connecté entre ces deux points, c’est-à-dire en parallèle. 





2. Référence du potentiel électrique 


Dans l’analogie hydraulique, 1l faut définir une référence pour l’altitude zéro : niveau de la mer, sol... 
Ce choix n’a aucune influence sur les valeurs des dénivelés. De même, on doit définir une référence des 
potentiels, qui n’aura pas d’influence sur la valeur des tensions. 





Définition 
L'origine des potentiels est appelée masse du circuit. Elle est choisie arbitrairement, | | 


elle est représentée par l’un des symboles ci-contre. 


= La masse des appareils est généralement reliée à la terre par mesure de sécurité. 
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3. Convention de représentation et caractéristiques d'un dipôle 


Définitions 
a On appelle dipôle tout composant électrique relié à l’extérieur en 2 points seulement, appelés 
bornes du dipôle. 


= Un dipôle est décrit en convention générateur, lorsqu'on repré- 


sente la tension à ses bornes et l’intensité qui le parcourt par des 
flèches de même sens. 


= Un dipôle est décrit en convention récepteur, lorsqu'on représente 
la tension à ses bornes et l’intensité qui le parcourt par des flèches de 
sens contraire. 


a On appelle caractéristique tension-courant d’un dipôle la courbe donnant la tension à ses bornes 
en fonction de l’intensité qui le parcourt. La caractéristique courant-tension est la courbe inverse. 





La caractéristique s’accompagne nécessairement 

d’un schéma (en encadré sous la courbe) qui U 
définit les grandeurs électriques utilisées et la 
convention choisie. La caractéristique permet de 
comprendre le comportement du dipôle selon les 
contraintes qui lui sont appliquées, entre autres 
de prévoir s’il pourra être utilisé dans un circuit 
sans être endommagé par une tension ou une 
intensité trop forte par exemple (valeurs notées 
max ci-contre). Certains dipôles sont décrits 
par des lois mathématiques (loi d’Ohm par 
exemple), mais, pour la plupart, la caractéristique 
a une forme qui ne s’appuie pas sur une fonction 
mathématique simple. Par ailleurs certaines valeurs spécifiques sont très variables d’un composant à 
l’autre, même s'ils sont de même nature (tension seuil d’une diode par exemple), d’où l’intérêt des 
caractéristiques. 






Caractéristique 
—] du dipôle D 


Rs POINT MÉTHODE ns 
Schématiser les circuits électriques 


= La solution d’un exercice d’électricité comporte nécessairement un schéma. Il permet de préciser les 
sens algébriques choisis pour les grandeurs et les conventions adoptées. On peut choisir un sens ou 
l’autre, une convention ou l’autre, simplement les expressions des grandeurs et les calculs, en particulier 
les signes dans les lois de Kirchhoff établies plus loin, doivent être en cohérence avec ce qui a été choisi. 


= Le schéma permet par ailleurs, de nommer les grandeurs littérales, c’est-à-dire les différentes ten- 
sions et intensités dans le circuit. Il conviendra de les indicer correctement et ainsi éviter que toutes les 
tensions s’appellent U et toutes les intensités Z, ce qui conduit à écrire des absurdités. 


= Le schéma doit être lisible rapidement et doit aider à visualiser le problème. II est par exemple effi- 
cace de toujours représenter les grandeurs du même type par des couleurs identiques (en particulier ne 
pas mettre les tensions de la même couleur que les fils, car c’est une source d’erreurs dans l’étude des 
circuits plus complexes). Dans ce cours, les tensions sont en rouge et les intensités en bleu et le nom de 
la grandeur figure systématiquement à côté de la flèche. 
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00 CETTE 


1. Puissance 


Définition 
La puissance électrique instantanée reçue par un dipôle dépend de i(t) À 


la tension y à ses bornes et de l’intensité à qui le parcourt, définie en > —+ (+ 
rs 


convention récepteur à l’instant f, par : 


p() =u(bi() 





L'unité de la puissance est le Watt (symbole W). 


= Les grandeurs électriques peuvent dépendre du temps (même en courant continu), la puissance est 
donc une puissance instantanée, prenant une valeur P{ t) à la date f. On pourra aussi définir la puissance 
moyenne. 


= La puissance reçue est une quantité algébrique, positive s1 le dipôle reçoit effectivement de l’énergie, 
négative s’1l en cède. 
= Quelques ordres de grandeur : 
un téléphone portable consomme environ 1 W : 
une ampoule électrique consomme quelques dizaines de W ; 
æ un appareil électrique domestique consomme quelques centaines, voire quelques milliers 
de W ; 
= le TGV consomme 1 MW : 
une centrale nucléaire produit environ 1 GW. 


2. Énergie 


Définition 


L'énergie électrique ÔW reçue par le dipôle pendant un intervalle de temps df est : ÔôW = p (dr 





L'énergie électrique W reçue par le dipôle entre les dates r, et f, est: W = 1H p (dr 


= On sait que l’unité d’énergie est le Joule (J), mais EDF utilise pour facturer l’électricité fournie une 
autre unité le kilowatt.heure (kW.h). On a la relation : 1 KW.h = 1000 x 3 600 = 3,6 MJ 


# S1 la puissance reçue P est constante, l’énergie reçue W par le dipôle entre les instants f, et f, est : 
W = Pé 1) 


Définitions 


sm S1 p{é) > 0, le dipôle reçoit effectivement de l’énergie de la part du reste du circuit (milieu exté- 
rieur) : 11 se comporte comme un récepteur. 


nm 91 P( t) < 0, le dipôle cède de l’énergie au reste du circuit (milieu extérieur) : c’est un générateur. 





= Un récepteur est donc tel qu’en convention récepteur et i sont de même signe, tandis que pour un 
générateur c’est en convention générateur que u et i sont de même signe, ce qui explique le nom de la 
convention. 


# Dans l’analogie hydraulique, le récepteur se laisse spontanément traverser par le courant (équivalent 
hydraulique du sens spontané de l’eau) et le générateur est l’équivalent de la pompe hydraulique. 
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Lois de Kirchhoff 


1. Quelques définitions 
Définitions 
= Un nœud est un point de connexion électrique où sont raccordés au moins 3 fils. 


= Une branche est une portion de circuit entre deux nœuds. 


x Des composants sont branchés en série s’ils sont parcourus par le même courant, ils sont donc 
dans la même branche. 


Des composants sont branchés en parallèle (ou encore en dérivation) si la tension entre leurs 
bornes est la même, ils sont donc connectés entre les deux mêmes nœuds. 





s On appelle maille une boucle fermée de branches. 


On nomme parfois aussi « maille » une succession de tensions qui forment une boucle, même si certaines 
branches sont ouvertes. 


2. Loi des nœuds 


Soit un nœud N formant la connexion de 3 fils. Dans l’ ARQS, toutes Ôq,, 
les charges libres se mettent en mouvement instantanément, par Ôq,, 

conséquent, 1l ne peut pas y avoir d’accumulation de charge en un 
point du circuit. Par ailleurs, la charge est une grandeur conservative. 
La quantité de charge qui arrive au nœud pendant le temps élémen- 
taire df, est donc égale à celle qui repart du nœud pendant le même 
temps : 


04» 0» Fa O7 











Ôq.. = 0q,. +Ù d’où : = 
co ne. | dt dt dr 
Soit, d’après la définition de l’intensité : 
Li, +i qui s'écrit aussi: à —i, —i, =0 


Ce résultat peut se généraliser à un nœud entre un nombre quelconque de branches. 


Énoncé 


Loi des nœuds : En un nœud N, point de connexion de n fils, la somme algébrique des courants 
arrivant au nœud est nulle : 


n 
Den =0 où e, = +1 si le courant arrive au nœud et €, = —1 si le courant repart du nœud. 
k=1 





3. Loi des mailles 


Soient 3 points À, B et C d’un circuit électrique. Entre les tensions, on peut écrire : 
ac = Va Ve = Vi Va) Ve Vo) = Ur + Uzc 


On appelle cette relation la loi d’additivité des tensions qu’on peut généraliser à un nombre quelconque 


de tensions successives : 4,3 = ie +Uep + Upg 


Si on applique le résultat précédent à une maille, alors la tension totale est nulle (u,, = O). 


partagelivrespge.blogspotcom Partie 1 — Signaux 113 


Circuits électriques dans l'ARQS 





Énoncé 


Loi des mailles : La somme algébrique des tensions sur une maille de n branches est nulle : 


n 
Den, =0 où € = +1 si la tension est dans le sens de parcours de la maille et € = —1 sinon. 
k=1 





= On choisit un sens (positif) de parcours de la maille par rapport auquel on détermine le signe de &.. 





V Les dipôles passifs les plus courants 


1. Conducteur ohmique 


Définitions 

= Un conducteur ohmique (ou résistor) est un dipôle dont la tension à ses bornes et l’intensité qui 
le parcourt sont proportionnelles. On le représente par un rectangle. 

Il vérifie donc la loi d’Ohm qui en convention récepteur s’écrit : it) À B 


U ,8 (€) = RI(£) __R_] 


où À est la résistance du dipôle exprimée en Ohm (symbole Q) U jp(t) 


= La conductance est l’inverse de la résistance : G = L- Elle s’exprime en Siemens (symbole S). 





= Le résistor est souvent appelé résistance par abus de langage. 


= Les valeurs de À en TP vont de quelques Q à quelques centaines de kQ. La résistance interne d’un 
générateur est de 50 Q, celle d’un oscilloscope est supérieure à 10° ©. 


= Tous les points d’un fil de connexion sont au même potentiel (la tension à ses bornes est nulle), car sa 
résistance est généralement négligeable devant celle du reste du circuit. 


= La loi d’Ohm est valable en régime continu, comme en régime variable. 
= La caractéristique tension-courant d’un résistor est donc une droite linéaire de pente R. 
Aspect énergétique 


La puissance reçue par un résistor R est : 





Le résistor est un dipôle récepteur, qui reçoit et donc consomme de l’énergie. Le résistor ne peut pas 
conserver cette énergie, elle est dissipée sous forme de chaleur, c’est l’effet Joule. 


2. Condensateur parfait 


Définitions 

= Un condensateur est un dipôle formé de deux armatures conductrices en influence totale, séparées 
par un isolant. Le condensateur est symbolisé par deux traits parallèles et son état est caractérisé par 
la charge portée par l’une des armatures. L'influence totale signifie que l’autre armature porte néces- 


sairement la charge opposée. dut) [A5 =-ds 


B 
= La tension aux bornes du condensateur est proportionnelle à sa 


charge : i(t) 
q,(t) = Cu,,(E) U ,B(É) 


où C est la capacité du condensateur qui s’exprime en Farad (symbole EF). 


d 


s L’intensité est le débit de charge sur l’armature correspondante, soit : i(f) = = 
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= Dans la définition de l’intensité du I.3., on considère la quantité algébrique de charge qui traverse une 
section, or cette quantité est celle qui vient s’accumuler (toujours algébriquement) sur le condensateur 
en faisant ainsi varier sa charge g(#) d’une quantité identique, c’est pourquoi ici Ôg, = dg où dg est la 
variation de la charge g(f) portée par l’armature du condensateur, pendant df. Si g augmente, dg est posi- 
if et le courant est positif (circule réellement vers l’armature A), si g diminue, la variation est négative, 
une charge positive (réelle ou fictive) quitte l’armature et le courant est négatif. 


# Quand le courant est nul, la charge ne varie pas, la tension aux bornes du condensateur reste constante. 
S1 le courant est non nul, le condensateur se charge ou se décharge, sa tension varie. 


s Un isolant ne permet pas le passage du courant, cependant le mouvement des charges venant se dépo- 
ser sur les armatures ou quittant les armatures se traduit par un courant autour du condensateur. Avec un 
courant alternatif, ce mouvement s’inverse à chaque alternance du courant, qui peut ainsi exister dans le 
circuit malgré la présence d’un isolant. 


# La capacité du condensateur exprime sa propension à stocker des charges : plus elle est grande plus la 
charge stockable est grande pour une tension imposée au condensateur donnée. 1 F est une très grande 
valeur, les capacités usuelles sont plutôt en UF, nF, pF. 


s Un condensateur réel possède une résistance de fuite qui peut se symboliser comme une résistance en 
parallèle avec le condensateur idéal. En pratique elle est très grande et on en tiendra rarement compte. 


Propriété 


Les deux relations définissant le condensateur permettent d’écrire en convention récepteur : 


(= CUS 


dt 
En régime stationnaire, la tension est constante, donc le courant est nul et le condensateur se comporte 
comme un interrupteur ouvert. 





” Aspect énergétique 
En convention récepteur, la puissance reçue par un condensateur vaut : 


PO an = un Ce (2 n) 


Propriétés 
de Dee gr 
ACC E CH 
dé D EE 
où €, est l’énergie électromagnétique (de type électrostatique) emmagasinée dans le condensateur. 


= L’énergie varie continument, donc la tension et la charge aux bornes d’un condensateur sont des 
grandeurs continues. 


a La puissance reçue par le condensateur est : po — 





3. Bobine parfaite 


Définition 
Une bobine est un enroulement de spires conductrices qui s’oppose aux variations du courant, ce qui 
crée une tension à ses bornes qui vaut, en convention récepteur : 


- A B 
= 2 AN — 


dé ü(£) 
où L est l’inductance (ou self) de la bobine qui s'exprime en Henry u \p(t) 
(symbole H). 
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= La bobine ne s’oppose pas au courant, mais à ses variations. S1 le courant tend à augmenter, la bobine 
crée une tension positive qui (compte tenu de la convention) tend à le faire diminuer et inversement. 


= C’est le phénomène d’induction (voir chapitre 26 p. 487), qui explique le comportement de la bobine. 
= On travaille en TP avec des inductances de l’ordre du mH. 


= Une bobine réelle possède une résistance interne qui peut être de l’ordre de celles du circuit. On la 
placera en série avec une bobine idéale sur le schéma, ou on l’adjoindra à celle du circuit. 


Propriété 


En régime stationnaire, l’intensité est constante, donc la tension aux bornes de la bobine est nulle et 


la bobine se comporte comme un interrupteur fermé (ou un fl). 





Aspect énergétique 
En convention récepteur, la puissance reçue par une bobine vaut : 


_ a 0. Oil.,> 
PO = ua (Di = LE à = (51 | 


Propriétés 


de, mis 
me DE €, = > Li 


où €, est l’énergie électromagnétique (de type magnétique) emmagasinée par la bobine. 


= L'énergie varie continument, donc l’intensité qui traverse la bobine est une grandeur continue. 


« La puissance reçue par la bobine est : PO .: 





Rs POINT MÉTHODE 
Respecter la cohérence entre formule et schéma 


= Les formules données pour les différents dipôles doivent être connues, mais surtout doivent être 
mémorisées avec le schéma correspondant. Dans un exercice, on peut être amené à des choix algébriques 
différents et on s’expose à des erreurs de signes si on applique sans réfléchir les relations. Par exemple 
en convention générateur, on n’a pas u = Ri aux bornes du résistor, mais u = — Ri... C’est tout parti- 
culièrement important pour le condensateur pour lequel on définit trois grandeurs algébriques (5, g et u). 








RÉ ICE TS LR ETES 

1. Générateurs linéaires idéaux 
Définition 
Un générateur de tension idéal impose une tension constante à ses 
bornes, quelle que soit l’intensité qui le parcourt. Cette tension E est 


appelée force électromotrice ou fém. 
u,, =E =constante Vi 





Le terme de fém est plutôt inapproprié, car, bien que la fém serve à forcer les charges à remonter les 
potentiels, ce n’est pas une force, mais une tension électrique. 
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Définition 


Un générateur de courant idéal impose un courant d’intensité 


constante, quelle que soit la tension à ses bornes. Ce courant J, est 
appelé courant électromoteur du générateur ou cém. 


i=1,=constante Vu,, 





= La représentation actuelle du générateur de courant est particulièrement inappropriée, car on y repré- 
sente un courant comme une flèche de tension. 


z Un générateur de tension idéal peut avoir une fém e(f) variable et un générateur de courant un cém (5) 
variable, mais ces grandeurs demeureront indépendantes du circuit qu’ils alimentent. Cependant dans ce 
chapitre, on utilise plutôt des générateurs continus, d’où la notation en majuscule. 


2. Générateurs linéaires non idéaux 


Définitions 
a Un générateur de Thévenin est un générateur de tension non idéal du fait de sa résistance interne 
La tension qu'il délivre diminue, quand l'intensité qu’il débite augmente : 

U = E D Trnevl 


a Un générateur de Norton est un générateur de courant non idéal du fait de sa résistance interne 


r,, Le courant qu’il délivre diminue, quand la tension à ses bornes croît : 


u 
; AB 
i= 1, 


u I € Lé 
générateur 


Générateur de Thévenin Générateur de Norton Caractéristique 


= Les caractéristiques d’un générateur en convention générateur sont des droites affines de pente 
négative. 


= Ces deux représentations d’un générateur sont équivalentes si : r 


r,.=r et E-rl, 


they  ” nort 





Deux dipôles sont équivalents si, pour une même tension à leurs bornes, 1ls sont parcourus par le même 
courant. On montre donc facilement les conditions pour que les deux représentations soient équivalentes 


en les écrivant symétriquement : u,,=E-r et u ul 


Thevl AB — TNort Nort 


= Un générateur de Thévenin avec une résistance interne nulle est un générateur idéal de tension, un 
générateur de Norton avec une résistance interne nulle est un générateur idéal de courant. 


= La résistance interne est généralement constante, mais 1l est usuel cependant de l’écrire en minuscule. 


= La résistance d’entrée d’un GBF (Générateur Basse Fréquence) est de 50 ©, la résistance interne d’une 
pile de 1,5 V de type R14 est de quelques Q, celle d’une batterie de voiture, de quelques centièmes de Q2. 


= Tout générateur réel peut se représenter au choix par un générateur de Thévenin ou un générateur de 
Norton. 
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1. Dipôles équivalents 





Associations de dipôles 


N. B. : Les démonstrations des résultats ci-dessous sont proposées dans l’exercice n° 5 p. 121. 


Associations de dipôles passifs 


Association de Schéma association et équivalent résistors condensateurs bobines 
À B 


n dipôles de même 
nature en série 


n dipôles de même 
nature en parallèle 


Schéma 
de l’association 
> 
équivalent 





s On associe uniquement des dipôles de même nature, tous en série (Thévenin) ou tous en parallèle 
(Norton). Il faudra donc remplacer les générateurs de Thévenin (resp. Norton) placés en parallèle (resp. 
en série) par leur équivalent Norton (resp. Thévenin) avant de les associer. 


% Tension et courant dans une association de résistors (diviseurs) 


Les résultats ci-dessous seront particulièrement utilisés dans les chapitres suivants, 1l faut non seulement 
les connaître, mais aussi savoir reconnaître les ponts diviseurs dans les schémas de circuit. 


Schéma 


Attention : les résistors doivent être parcourus 
par le même courant. 


Relations 





= Ces relations sont souvent présentées sur deux résistors uniquement, car c’est un cas fréquent, mais 
cela nuit à leur généralité. 
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2. Association d'un générateur linéaire et d'un dipôle passif 


On réalise un circuit constitué d’un générateur et d’un dipôle récepteur. Le schéma de circuit montre 
qu'ils sont parcourus par la même intensité et que la même tension s’applique à leurs bornes, le géné- 
rateur étant en convention générateur et le récepteur en convention récepteur. Les valeurs prises par les 
grandeurs électriques dans le circuit correspondent donc au point d’intersection des deux caractéristiques 
de ces dipôles dans les conventions appropriées. 


Énoncé 


On appelle point de fonctionnement du circuit le point d’intersection des caractéristiques des deux 
dipôles. Les valeurs prises par les grandeurs électriques dans le circuit sont les coordonnées du point 
de fonctionnement, noté F. 


LE ———_ 


U 


1 


TL <——— 


U 





3. Potentiel d'un nœud d'un circuit quelconque 


On cherche souvent l’intensité dans une branche de circuit ou la tension à ses bornes. On étudie 1ic1 le cas 
d’un circuit qui ne contient que des générateurs linéaires et des résistors. On peut montrer (voir corrigé 
de l’exercice n° 5 p. 125) que le potentiel d’un nœud s’exprime aisément à partir des caractéristiques du 
circuit et des potentiels à l’extrémité des branches qui arrivent au nœud. 


Énoncé 


Théorème de Millman (ou loi des nœuds en terme de potentiels) : 
Le potentiel au nœud N où arrivent m fils de bornes À, et N, compor- 
tant chacun une résistance R,, et une fem E°, et n fils comportant des 
générateurs de courant de cém 1e s’écrit : 


rw 


R 


ei Ne 
où ET 1 si le courant / : arrive au nœud, —1 sinon 


1e 








et €, = + 1 si la fém E, est orientée vers le noeud, —-1 sinon (exemple 
ci-contre). 





= Le théorème de Millman est une façon commode d’écrire la loi des nœuds (à partir de laquelle 1l se 
démontre très rapidement), qui dispense de définir la plupart des intensités du circuit et ainsi d’éviter 
les calculs généralement pénibles des lois de Kirchhoïf. Par ailleurs, 11 ne nécessite qu’un seul schéma. 


= Pour utiliser ce théorème on doit définir une référence des potentiels (masse), qu’on choisira la plus 
commode possible selon les symétries du circuit et les grandeurs cherchées. 


partagelivrespge.blogspotcom Partie 1 — Signaux 119 


Circuits électriques dans l'ARQS 








Rs POINT MÉTHODE 
Bien démarrer en électrocinétique 


= Tout ce chapitre constitue une introduction à l’électrocinétique. Toutes les notions vues doivent être 
parfaitement comprises avant de progresser dans le cours. En effet toutes les lois vues dans ce chapitre 
seront soit exploitées directement, soit généralisées (Impédance, courant alternatif. .….). 


= Avant d'écrire toute relation entre la tension et le courant, vérifier la convention utilisée. 


= On s’intéressera avant toute chose à l’architecture du circuit et à son éventuelle simplification : élé- 
ments présents ? Sont-1ls en série ? En parallèle ? Ni l’un m1 l’autre ? Symétries ? Peut-on utiliser des 
équivalents 

= Effectuer toujours un schéma soigné en indiquant toutes les grandeurs électriques et leurs notations. 
| 


Ds VERS LA COLLE ce 


Questions de cours 

= Courant électrique, intensité, potentiel, tension : définition, algébrisation, représentation. 

# Dipôle passif, résistor, condensateur, bobine : définition, représentation, propriétés, associations. 

= Dipôle actif : définition, représentation de Thévenin, de Norton, cas idéal, équivalence, associations. 
# Puissance reçue par un dipôle : définition, lien avec l’énergie, signe, cas des différents dipôles courants. 


ms Diviseur de tension ou de courant : définitions, démontrer les relations utiles (voir exercice n° 5 
p. 121). 


s Caractéristique d’un dipôle, point de fonctionnement, exemple avec un générateur et un résistor. 


Erreurs à éviter 


= Les erreurs les plus courantes sont des erreurs de signe, soit par manque de définition des grandeurs 
algébriques sur le schéma, soit par non-respect de la cohérence entre les formules apprises et les 
conventions. 


# Un autre type d’erreur provient de la non-distinction entre les grandeurs. La loi d’Ohm ne s’applique 
pas entre une tension U et une intensité J prises au hasard dans le circuit ! On adoptera des notations 
indicées qui lèvent toute ambiguïté. 


Quelques « trucs » utiles 


= Les exercices consisteront en général à déterminer une tension ou une intensité dans une branche. 
Toujours dessiner le circuit et représenter la tension étudiée ou le courant cherché. 


= Les lois de Kirchhofïff donnent des calculs rapidement pénibles, et nécessitent la définition de nom- 
breuses intensités et tensions. Avant de se lancer dans ces calculs, regarder si le circuit ne se simplifie 
pas (association de résistances, de générateurs). Chercher si on peut obtenir rapidement la grandeur 
demandée à l’aide d’un diviseur (courant ou tension). Essayer si possible de se ramener à un unique 
générateur aux bornes du dipôle étudié. On comprendra vite à quel point le théorème de Millman est 
presque toujours la méthode la plus efficace et la plus élégante. 


s Souvent le schéma gagne à être redessiné différemment, pour faire apparaître ses propriétés ou les 
montages diviseurs, ne pas hésiter à le faire et à nommer les différents nœuds pour se repérer sur le 
schéma initial et s’assurer que le nouveau schéma est bien identique dans son principe. 
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RS E XERCICES 





Conversions de générateurs * > corrigé p. 122 


Déterminer les générateurs (Thévenin et Norton) équivalents aux dipôles AB représentés ci-dessous. 





O =r,-:3v E,=6V © © :,-1 mA 
À OU R,=2kQ 
Sn : : 
S 
È 
© 
Il 
"à 
R,=2kQ 
Étude d'un réseau #* > corrigé p. 123 





Déterminer l’intensité Z du courant traversant la branche centrale de ce 
réseau en utilisant : 


© Les lois de Kirchhoff. 
© Des conversions de générateurs. 
© Le théorème de Millman. 


Pont de Wheatstone * * 





On dit que le pont de Wheatstone est équilibré, si l’intensité z, est nulle dans 
la résistance R quelle que soit la fém e. Quelle relation doivent vérifier R,, R,, 
R, et R, pour équilibrer le pont ? 





pi Point de fonctionnement * * — corrigé p. 124 


La caractéristique courant-tension d’une diode en convention récepteur est 
Si U <U, à 
É————— 
u 


= 
assez bien représentée par les équations : 4 | 
i=——(u-u,) Su > u 
R, à 
avec u, = 0,80 V la tension seuil et R, = 40 Q sa résistance en mode passant. Cette diode est placée en 
série avec une résistance À et une alimentation idéale de fém E réglable. Déterminer les coordonnées du 


point de fonctionnement de la diode dans ce circuit selon les valeurs de E. 


Fo) Associations de dipôles * #* > corrigé p. 125 


© Que peut-on dire d’un générateur de tension idéal en parallèle avec une résistance ? Que peut-on dire 
d’un générateur idéal de courant en série avec une résistance ? 


© Démontrer les résultats des équivalences dans les tableaux p. 118 et les lois des ponts diviseurs. 
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AM 
à ré ( @ \ 
ns | 


© Démontrer le théorème de Millman. 

















Circuits électriques dans l'ARQS : 
CORRIGÉS | 


Conseils 
Dans tous les cas, faire des schémas, définir les tensions et intensités utiles, faire le compte des 


inconnues et écrire ensuite les lois en utilisant tous les outils commodes (ponts, équivalents... ). 








Conversions de générateurs > énoncé p. 121 


© Additionner algébriquement les deux fém — générateur de Thévenin — équivalent Norton 


© Transformer (E, R,) en Norton (E/R,, R,) — équivalent de deux résistances (R,, R,) en parallèle — généra- 
teur de Norton — équivalent Thévenin 


© Équivalent de deux résistances (R » R,) en parallèle — générateur de Norton — équivalent Thévenin 


© et © Transformer (1,, R,) en Thévenin (R,I,, R,) — équivalent de deux résistances (R,, R,) en série — géné- 
rateur de Thévenin— équivalent Norton (même circuit, seules changent les valeurs numériques). 


Bien comprendre 


s Dans une branche qui contient des éléments en série (parcourus par la même intensité) l’ordre de 
branchement des dipôles est sans importance et on peut le modifier pour faciliter la résolution (cas 1). 
De même, on peut modifier l’ordre des différentes branches placées en parallèle entre les mêmes points 
(cas 3). 

s On note qu’on doit passer en Thévenin pour simplifier une association Norton + résistance en série 
(cas 4) et inversement passer en Norton pour simplifier une association Thévenin + résistance en parallèle 
(cas 2). 

= Il ne faut surtout pas associer les résistors en premier. 

= Il y a toujours plusieurs façons de représenter un circuit (cas 4 et 5). 

s Une valeur négative de fém ou de cém, indique que le générateur est « à l’envers » dans le dipôle, par 
exemple le générateur équivalent du circuit 1 fournit un courant positif de B vers À et non de A vers B. 

s Un ensemble de générateurs et de résistors, quelle que soit la façon dont 1ls sont branchés, est équivalent 
à un générateur de Thévenin unique (théorème de Thévenin) et à un générateur de Norton unique (théo- 
rème de Norton). 
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Étude d'un réseau > énoncé p. 121 





© Lois de Kirchhoff. On représente le circuit et l’on introduit les intensités dans les branches. 


S1 l’on connait les intensités, toutes les tensions possibles sont faciles à 
déterminer (fém ou lois d’Ohm), donc on a en fait 3 inconnues 1, 1, I. Il 
faut utiliser les lois de Kirchhoff pour obtenir un système de trois équations 
à trois inconnues : 2 lois des mailles (on définit un sens arbitraire, en vert sur 


le schéma) et 1 loi des nœuds en A (identique à celle en B). Il vient : 











loi des noeuds RAT | L = ee 
loi des mailles 1 E -RI -RI=0O —= : Fe 
loi des mailles 2 E, -R,I, -RI=0 ï, = _ 


En remplaçant /, et 1, dans la loi des nœuds, on obtient : 


En À 
re: soit 


© Conversion de générateurs. On transforme les générateurs de Thévenin en générateurs de Norton, et on 
associe les deux générateurs idéaux de courant branchés en parallèle obtenus. La position des branches 
d’une dérivation est sans importance, on réunit donc les branches qui simplifient le système : 








On reconnaît un diviseur de courant dans le montage final, on obtient donc : 
I 1/R 1/R RR, 


1 SUR VR+UR+IUR RR+RR,+RR 





PRO UE RR, 


Soit: TEE 
RR,  RR,+RR,+RR 





Bien comprendre 





© L’intensité 7 peut se déduire de la tension U,, grâce à la loi d’Ohm appli- 
quée à À. La tension est la différence de potentiel entre A et B, donc si on 
choisit la référence des potentiels en B (choix que la symétrie du circuit rend 
évident), alors, le potentiel en A vérifie : 


AU ee, 


kR kR kR 


On applique le théorème de Millman en A : 
EVE 











Rss? 
1e E RR, + E,RR 
= PUB . RR+RR RE, d’où, d’après la relation précédente : | 1 — 
RAA 
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Bien comprendre 


On obtient souvent avec le théorème de Millman ou les diviseurs des « échafaudages » de fractions. On les 
simplifiera immédiatement en multipliant numérateur et dénominateur par toutes les grandeurs présentes 
au dénominateur des petites fractions, par exemple ci-dessus par R, R, et R.. 








Pont de Wheatstone > énoncé p. 121 


ÿ 


Le courant est nul dans la branche CD, donc la loi des nœuds appliquée C 
en C montre que l'intensité est la même dans À, et R, (on la note i) et de DZ 
même la loi des nœuds appliquée en D montre que l’intensité est la même ' 

dans R, et R, (on la note 5”). Si le courant ÿ, est nul dans la résistance R, la 1 
tension à ses bornes est aussi nulle d’après la loi d’Ohm. Donc les points C À 

et D sont au même potentiel (V. = V,). On peut donc écrire les égalités sui- 

vantes entre les tensions aux bornes des résistors (on obtient évidemment 

les mêmes égalités en écrivant des lois des mailles sur ACDA et BCDB) : ®), 


., 
: —Uic — Up — U; Ri = R; 


soit en utilisant la loi d’Ohm : | | 
> RER 


4 








En faisant le rapport des deux équations précédentes, on obtient la condi- 
tion d'équilibre du pont, c’est-à-dire telle que à, = 0 : 
RO or 


R : 
ns —=— : [RR,=RR 
ri CO Soit R TR et finalement R, = KR, 


2 4 





Bien comprendre 


On a ici modifié le schéma du pont (sans en changer les caractéristiques), pour faire apparaître les nœuds 
du réseau. On constatera le choix des notations sans ambiguïté et commodes pour se repérer dans les gran- 
deurs. Ce montage est un classique en travaux pratiques. On met un ampèremètre à la place de R, un résis- 
tor inconnu dont on veut déterminer la résistance R,, deux des autres résistances sont connues, par exemple 
R, et R,, (qu’on choisit en général égales pour simplifier) et la dernière (R,) est une résistance réglable. On 
règle À, jusqu’à annuler le courant dans l’ampèremètre, la condition d’équilibre du pont est satisfaite et 
donne la valeur de la résistance inconnue : R, = R,. On utilise aussi le principe de l’équilibre du pont de 
Wheatstone pour déterminer de nombreuses grandeurs électriques autres que des résistances (capacité...) 
et d’une façon générale des grandeurs à mesurer avec précision dont la mesure directe est délicate. Au-delà 
des salles de TP ces méthodes de mesures ont été longtemps utilisées dans les laboratoires ou l’industrie, 
elles sont souvent remplacées aujourd’hui par des méthodes électroniques. 








Point de fonctionnement > énoncé p. 121 


On considère le circuit comme formé 
de deux dipôles : d’une part la diode, 
d’autre part l’ensemble générateur+résis- 
tor (qui est identique à un générateur de 
Thévenin). On trace sur le même graphe, 
les caractéristiques courant-tension des 
dipôles avec les conventions appropriées 
portées sur les schémas ci-contre. Les 
équations des droites sont indiquées sur 
le schéma. La pente de la caractéristique 
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I = -U/R+E/R 
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générateur+résistor est fixe (—-1/R) mais sa position dépend de la valeur de Æ. Le point d’intersection des 
courbes est le point de fonctionnement, ses coordonnées donnent le courant dans le circuit et la tension aux 
bornes de la diode. On constate que selon la position de la caractéristique du générateur, le résultat est diffé- 
rent, le cas limite étant représenté en pointillé. Ce cas correspond à E = U.. On a donc deux cas, la diode étant 
bloquante dans le premier, passante dans le second : 


SiE<U, 1,=0 et U,=E 





EU, 
U,=E-RI, PE 
Si E <U, les grandeurs électriques vérifient : U,—U, dont les solutions sont . l ie 
. R U, : R +R | 


5 Associations de dipôles > énoncé p. 121 


© Un générateur idéal maintient une tension donnée entre ses bornes, quel que soit son branchement, le 
résistor en parallèle n’a aucune influence n1 sur le générateur n1 sur le reste du circuit et peut donc être 
éliminé. De même un générateur idéal de courant impose l’intensité dans sa branche, un résistor en série 
ne modifiera pas ce résultat et peut donc être retiré sans modifier les conclusions. 


© Deux dipôles sont équivalents, si, quelle que soit la tension identique qu’on applique à leurs bornes, ils 
sont traversés par la même intensité. Dans tout ce qui suit les dipôles équivalents s’entendent entre À et B. 
Attention, ici on utilise la convention récepteur même pour les générateurs. 


æ Associations série : on écrit la loi d’additivité des tensions (1) dans laquelle on remplace les tensions 
par leurs expressions, u,,(i) du dipôle équivalent et u,(i) dans les dipôles composant l’association. 











A B A B £ 
——>—CTD----CHD---CD<+- = 
He k=1 
Up UAB . 
Résistors : De IR et u, = Rji d’où : K,, = 2R 
, DS , ’ . ? . 5-0 : U, KR, R, 
d’où l’on déduit également la relation du pont diviseur de tension : —— = — 
U \8 R, Dre 
Bobines : TN de et RU à di d’où : L = 
; AB & df M k dr ; — k 
du Le 
Condensateurs : dus AL n et LE — = d’où : EE 
L'NC DC CC, mU 
Générateurs de Thévenin : u,,=R;i-EÉ, et Die d’où : Ty = Dr et E, = », E, 
k=1 k=1 


æ Associations parallèle : on écrit la loi des nœuds (2) dans laquelle on remplace les intensités par leurs 
expressions, {(4,,) du dipôle équivalent et i (u,,) dans les dipôles composant l’association. 


U1B 


i= Di (2) 


Ô 
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0k 


2. CE hi 1 à 1 = 1 
Résistors : = —"#,, et is OUT EEE NE 
R,, + Ja + k,, k=1 K, 
+ 2 LL, u,,/R 1/R 
d’où l’on déduit également la loi du diviseur de courant :  — LFILS — LR 
Ü Uys/Ry DR, 
el di 1 e 21 Si 
Bobines: — = — y et RER er ROUEN 
QE PRES HAE AE L, 2 1 
Condensateurs : io dus et ec du d'où: C= Ÿ C 
&  df k kg éq . k 
Géné = an 7e te A 
énérateurs de Norton:  i-=—=-1],, et i, =], d'où: —=) el, =» 1 
12 + ce + Vég 17% OU — 


© On raisonne sur le schéma d’exemple qui est suffisamment général pour réunir tous les cas possibles. 
On écrit la loi des nœuds en N : 


at co ae 0 
On écrit les tensions aux bornes des branches A, N : 

v, nn v, NE RU y —V, = Ri 
Puis on exprime les intensités correspondantes : 








sn 2 an 2 CR 
= EE  —__ LR te = —— 
l, R, o L, Te Ce ee ° l, 
Et on remplace ces expressions dans la loi des nœuds : 
PRE A A REG 
Je R, Fe R, 
ER ASE NP Are 
SOI : Vi ++ = + — + © +7, 1 
k U RÉCREUIRS | R R, PRÉ RE 





D'où l’on obtient l’expression de V,, donnée dans le cours, qui se généralise 
à un nombre quelconque de branches arrivant au nœud. 


Bien comprendre 


Non seulement le théorème de Millman (ou loi des nœuds en termes de potentiel) est extrêmement efficace 
dans de nombreuses situations, mais 1l est de surcroît très facile à démontrer. Bien qu’il ne soit pas expli- 
citement au programme, on n’hésitera donc pas à l’utiliser, quitte à en faire la démonstration auparavant. 
Ce théorème comme la plupart des résultats de ce chapitre se généralise aux régimes variables, en notation 
complexe et en remplaçant les résistances par des impédances (voir chapitres 10 et 11). 


EMiltelitcte 


Notre plus grande faiblesse réside dans l’abandon ; la façon la plus sûre de réussir est d'essayer une autre fois. 
THOMAS ÉDISON (1847-1931) 





Régimes transitoires 





Le comportement des dipôles introduits dans le chapitre précédent est ici étudié dans le cas des 
régimes dits transitoires. Bien qu'essentiellement centré sur les circuits électriques, ce chapitre 
aborde également le cas de systèmes mécaniques car, même s'ils seront étudiés plus en détail dans 
les chapitres ultérieurs, leur profonde analogie avec les systèmes électriques est un outil puissant 
de compréhension des phénomènes physiques mis en jeu. 





ms OUTILS MATHÉMATIQUES 
= Équation algébrique du second degré : ax? +bx+c=—0 a des solutions dont la nature dépend du 
signe du discriminant (A = b” — 4ac). Il est parfois commode de mettre l’équation sous la forme : 

ax” + 2b'x+c=0, on parle alors de discriminant réduit A’ = b" — ac 


A et À’ ont à l’évidence le même signe. Les solutions de l’équation s’écrivent alors (avec à = —1) : 


_-b+VA _-b+ Nb? -4ac _-b'+\b?-ac _-b'+VA 


Discriminants positifs : x,, = 





2a Da a À 
1 2 ! ; 12 ! : 1 
Discriminants négatifs : x, = b+iV=A _=b+iv4ac—b" _=b +iNac—b" _=b +iv-A 
’ 2a Da a : 
Discriminants nuls : A —b __—b 
24 a 


La forme réduite est commode lorsque a = 1, car les solutions s’écrivent alors sans fraction. 


= Équations différentielles : on note f{u) la fonction inconnue, solution de l’équation différentielle, et u 
la variable dont dépend f (il faut savoir adapter à des fonctions g(?), if), x(r#), y(x), O(r)...). 
Equation différentielle du premier ordre linéaire à coefficients constants : 


+R =Rk, > J{U)= fismogène (4) + Éo1part (4) = Ae "+ f. (A une constante d'intégration, f— 2) 
1 


du 
= Équation différentielle du second ordre linéaire à coefficients constants : 
d'f ,df _ —. 2 
a FPE + ba, + cf =0 (ED) associée à l’équation caractéristique : ar” +br+c=0 (EC) 
u 


Les solutions de (ED) sont : X(#)=Ae"+Be” sir Æ#r, ; X(t)=(Ar+Bje" si r=r,=r 

Où r, et r, sont les solutions de (EC) et À et B des constantes d'intégration. Selon que ces solutions de 
(EC) sont réelles (4 > 0) ou complexes (4” < 0), les solutions de (ED) seront des exponentielles réelles, 
donc fonctions hyperboliques' (cosh et sinh) ou des exponentielles complexes, donc des fonctions cir- 
culaires (cos et sin), car : 


iX —iX iX —iX : 
e +e e —e dcos x dsin x 
COX = — : SX = — avec : gd = Sinx : dx 0x 
I 
X A X — X 6 

e +e e —e dcosh x dsinh x 

Coshx = ; SiInh x = ——— AVEC: ————=sinhx  ; —— = cosh x 
2 s) dx dx 


S1 l’équation différentielle a un second membre, on ajoute une solution particulière à la solution précédente. 
EEE _—_____———————— 


1. Les fonctions hyperboliques présentent l’avantage de donner une certaine symétrie aux solutions, ce qui en facilite la 
mémorisation. On pourra choisir de les utiliser ou non. Notons qu’on trouve aussi l’écriture (bien plus commode) sh x et ch x. 
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Rappel : La notation « point » signifie dérivée par rapport au temps t. Exemple : g = dg/df 





OCR EEE 
1. Nature des systèmes 


Définitions 
a Un système du premier ordre est un système dont le comportement est décrit par une équation 
différentielle du premier ordre. 


a Un système du second ordre est un système dont le comportement est décrit par une équation 
différentielle du second ordre. 


a Un système est linéaire si son équation différentielle est linéaire. 





Un système linéaire du second ordre a déjà été abordé, lors de l’étude de l’oscillateur harmonique. En 
physique en général (et en électricité, comme en mécanique) 1l est toujours essentiel de définir le système 
dont on étudie le comportement et l’extérieur (le reste de l’univers) qui interagit avec le système. 


Définitions 
s Un oscillateur est un système physique qui met en jeu une grandeur physique susceptible d’osciller 
(de varier alternativement) autour d’une valeur moyenne. 


= Un oscillateur libre est susceptible d’osciller avec des caractéristiques (période par exemple) qui 
ne dépendent que de ses propriétés. 


a Un oscillateur libre idéal (ou non amorti) n’est le siège d’aucune dissipation d’énergie, son oscil- 
lation dure indéfiniment. Un oscillateur réel est nécessairement un oscillateur libre amorti. 


= Un oscillateur entretenu reçoit régulièrement un apport énergétique qui compense l’amortisse- 
ment, 1l oscille selon ses caractéristiques propres. 


= Un oscillateur forcé oscille à la période que lui impose un autre système. 





= [1 existe des oscillateurs dans de nombreux domaines (oscillateurs chimiques ou dipôles oscillants en 
électromagnétisme par exemple), mais deux domaines sont particulièrement utiles et font l’objet des 
paragraphes IIT et IV de ce chapitre (oscillateurs libres), ainsi que des deux chapitres suivants (oscilla- 
teurs forcés et filtrage) : les oscillateurs en mécanique et les oscillateurs en électrocinétique. 


= Notons qu’un oscillateur peut avoir un comportement ... non oscillant ! 


= On mettra en équation des systèmes simples (et linéaires...), mais on gardera à l’esprit que la plupart 
des systèmes, en particulier les systèmes mécaniques sont non linéaires. Ils sont cependant susceptibles 
d’entrer en vibration et donc de se comporter comme des oscillateurs, ce qui sera particulièrement utile 
pour comprendre le phénomène de résonance au chapitre suivant. 


a Un oscillateur mécanique oscille autour d’une position d’équilibre, 1l sera toujours utile de se ramener 
à des variables qui valent zéro en cette position. Le comportement d’oscillateurs mécaniques est abordé 
dans ce chapitre, mais ces systèmes et leur mise en équation sont étudiés plus en profondeur dans le 
cours de mécanique (voir exercices des chapitres 13 et 14). 


Définitions 
a On appelle excitation ou contrainte toute action de la part de l’extérieur, susceptible de modifier le 
comportement du système. On note e(f) la grandeur qui caractérise l’excitation. 


a On appelle réponse d’un système, le comportement qu’il adopte face à une excitation extérieure. 
On note s(f) la grandeur qui caractérise ce comportement. 
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En électricité, l’excitation peut résulter de la présence d’un générateur continu ou alternatif, mais aussi 
de la fermeture ou de l’ouverture d’un circuit. En mécanique cela peut se traduire par la présence d’un 
moteur ou le déplacement d’un support par exemple. 


Définition 
On appelle échelon la variation brusque et très rapide d’une contrainte 
imposée au système. La fonction e(f) représentant l’excitation corres- 


pond à la forme idéale représentée ci-contre. 
et <0)=0 et et>0)=e, 





2. Notion de régime 


Le terme de « régime » est très souvent utilisé en électricité et en mécanique, ainsi que dans d’autres 
domaines de la physique. Il n’est pas toujours évident de s’y retrouver, car le mot peut caractériser soit 
le comportement d’un système, soit ce à quoi 1l est soumis de la part de l’extérieur, soit des conditions 
expérimentales. 


Par ailleurs certains termes employés peuvent aussi prêter à confusion : on parle de régime continu en 
électricité, lorsqu'un système est tel que toutes les grandeurs électriques (tension, intensité, charge) sont 
indépendantes du temps, donc constantes. Au contraire, quand les grandeurs électriques varient avec le 
temps, on parle de régime variable. Cette dénomination est trompeuse, car elle n’est pas corrélée à la 
nature du courant dans le circuit. En effet, un système peut être soumis à un courant continu et tel que ses 
grandeurs électriques varient dans le temps, donc en régime variable, comme on le voit dans ce chapitre. 
On évitera donc ces termes dans ce qui suit. 


Régimes liés au comportement du système 
Définitions 
a Un système est en régime permanent ou régime établi si les grandeurs qui le caractérisent sont 
soit stationnaires (constantes dans le temps), soit périodiquement variables dans le temps. 


a Un système est en régime transitoire si les grandeurs qui le caractérisent évoluent pendant une 
durée déterminée. 





= Un régime transitoire est observé dès que l’on modifie les contraintes appliquées au système, 1l a une 
durée limitée correspondant au temps nécessaire au système pour répondre et s’adapter à ces nouvelles 
contraintes. 


s Un régime permanent perdure tant que le système fonctionne sans modification de ses contraintes. 
= Un régime permanent comme un régime transitoire peut être caractérisé par des oscillations. 


= Un régime permanent n’est pas nécessairement stationnaire, 1l peut varier dans le temps, c’est pourquoi 
l’appellation régime établi est plus pertinente, mais moins usitée. 


= Un régime transitoire est souvent observé entre deux régimes permanents, mais parfois un nouveau 
régime transitoire a lieu alors que le précédent n’était pas terminé, suite à une nouvelle modification de 
l’excitation (voir IV.5.). 


” Régimes liés aux contraintes extérieures 


Appelons état zéro, l’état du système dont les contraintes n’ont pas changé depuis longtemps (dipôle 
électrique hors circuit, système mécanique au repos..….). Toutes les grandeurs qui le caractérisent sont 
nulles et donc s = 0. On étudie dans ce chapitre deux cas d’excitations. 
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Définitions 
z La réponse à un échelon est le régime transitoire adopté par un système initialement dans son état 
zéro (régime permanent) lorsqu'il est soumis à un échelon. 


« Le régime libre est le régime transitoire adopté par un système initialement dans un état perma- 
nent différent de son état zéro (suite par exemple à un échelon) lorsqu'il subit une modification de 
contrainte (par exemple l’annulation de l’échelon) et revient librement vers son état zéro. 





Ces dénominations très différentes laissent à penser qu’il s’agit de situations complètement distinctes, 
alors qu’en fait 1l n’y a pas de différence fondamentale entre ces deux cas, puisque, dans le premier le 
système passe de son état zéro à un autre état permanent, tandis que dans le second cas 1l passe d’un 
état permanent à son état zéro. Les équations différentielles sont les mêmes, au second membre constant 
près (nul ou pas). Le comportement du système sera identique, seule la limite, donc l’état permanent 
atteint diffère. 


” Régimes liés aux conditions expérimentales 


On travaille dans tout ce qui suit dans l’approximation des régimes quasi stationnaires (ARQS). Le 
terme de régime 1c1 ne définit pas réellement le comportement du circuit, mais le fait qu’on se limite 
aux situations telles que l’information se propage instantanément entre tous les points du circuit, ce qui 
permet de définir par exemple l’intensité comme identique tout au long d’une branche (voir p. 108). 


3. État initial et grandeurs utiles 


En mécanique, les grandeurs de description d’un système sont ses coordonnées et ses vecteurs ciné- 
matiques (vitesse, accélération). Le système mécanique étudié dans la partie IIT de ce chapitre est en 
mouvement rectiligne, seule son abscisse x(?) et ses dérivées seront utilisées. 


En électricité, on utilise de nombreuses grandeurs. Les plus importantes sont la charge g(f) qui circule 


dans le circuit et l’intensité électrique i(f). Cependant, 1l peut aussi être utile d’étudier les valeurs des 
tensions aux bornes des dipôles. 


Es POINT MÉTHODE ms 
Choisir une variable électrique 


= S1 le système contient un condensateur, on privilégiera sa charge g(#) pour établir l’équation différen- 
tielle. On en déduira l’intensité i(f), puis toutes les tensions aux bornes des dipôles?. 


= Si le circuit ne contient pas de condensateur, alors l’intensité i(£) sera privilégiée pour établir l’équa- 
ton différentielle, les tensions aux bornes des dipôles s’en déduiront. 


= On rappelle pour toute la suite, qu’en convention récepteur et en utilisant la charge de l’armature où 


arrive le courant algébrique (voir p. 114-115), les tensions aux bornes des dipôles R, L et C vérifient 
(avec des notations évidentes) : u,=Ri ; u,= LE 5 Uc ={ ST — a = q 
Attention, les énoncés peuvent imposer d’autres choix d’orientation qu’il faut respecter (voir exercice 
n° 4 p. 145). 


2. La tension u,.aux bornes du condensateur, bien que moins pertinente que q(f), est utilisée par certains auteurs. On vérifie 
facilement que puisque u, et g(r) sont proportionnelles, elles vérifient les mêmes équations différentielles et présentent 
donc des évolutions identiques. 
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Choix des conditions initiales 


L'état initial d’un système dont on étudie la réponse à une excitation, est la situation dans laquelle 1l se 
trouve juste avant le début de l’excitation, dont on suppose qu’elle démarre au temps f = 0. On définit 
cet état par la valeur de toutes les grandeurs pertinentes définissant le système. L'évolution ultérieure du 
système est régie par une (ou plusieurs) équation différentielle, dont la résolution fait apparaitre autant 
de constantes d’intégration que d’ordre. La détermination des constantes d’intégration nécessite autant 
de conditions initiales. Pour autant, toutes les grandeurs initiales ne sont pas susceptibles d’être des 
conditions initiales. 


ns POINT MÉTHODE 
Étudier l’état initial et prévoir l’état final d’un régime transitoire 


= Une grandeur décrivant le comportement d’un système ne peut servir de condition initiale nécessaire 
à la détermination de constantes d’intégration, que si elle est continue au démarrage de la nouvelle 
contrainte imposée au système. Sont toujours continues : la charge (et donc la tension aux bornes) d’un 
condensateur et l’intensité qui traverse une bobine. 


= Dans l’étude des circuits du premier ordre, on effectuera une étude préalable, dans laquelle on s’atta- 
chera à préciser le régime permanent initial, compte tenu des conditions initiales : les intensités du cou- 
rant dans le circuit, la charge du condensateur, l’état des générateurs (allumés, éteints), des interrupteurs 
(fermés ou ouverts). 


= On cherchera aussi à prévoir l’état permanent final, vers lequel on tend. En régime établi ou per- 
manent la charge d’un condensateur n’évolue plus, le courant dans sa branche est nécessairement nul 
(équivaut à un interrupteur ouvert) tandis que l’intensité qui traverse la bobine n’évolue plus et la tension 
à ses bornes est donc nulle (équivaut à un interrupteur fermé). 








Hi] Circuits du premier ordre en électricité 


1. Circuit RC série 


Un même circuit, muni d’un interrupteur à bascule, permet d’étudier les différents régimes transitoires 
du circuit RC série. 


Position © : charge du condensateur (réponse à un échelon de tension) O E 
Position @ : décharge du condensateur (régime libre) 


Au départ le condensateur n’est pas chargé, l’interrupteur est en position 
milieu, le système est dans un régime permanent (il ne se passe rien, 

état zéro). 

Lorsqu'on bascule en position ©, on observe un régime transitoire.  Æ 
Suite à la perturbation : un courant circule, le condensateur se charge. 

Puis le système atteint un état permanent, qui devient l’état initial pour 

la suite. 

Lorsqu'on bascule en @ un autre régime transitoire s’établit, jusqu’à 
atteindre un régime permanent identique à l’état de départ, car en l’ab- 
sence de générateur, le dipôle RC retourne à l’état zéro. 





On peut recommencer indéfiniment. L’étude expérimentale de l’observation des grandeurs électriques se 
fait aisément avec une carte d'acquisition sur un ordinateur ou un oscilloscope à mémoire. 
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© charge du condensateur © décharge du condensateur 

(réponse à un échelon) (régime libre) 
État initial g@=0 )=0 et it =0 )=0 qg(t=0 )=Q,=CE et it=0 )= 

ns 


Équation q 1 . 4 nd 
Rÿj+<=E = Rÿ+<=0 ou g+—-=0 
Condition initiale q(t = TS q(t = TS )=0 gt@=0")=qg({t=0 )=Q,=CE 


Temps z=RC 
caractéristique 


Solutions q(é) q(t)=CE(l-e "")=Cu,(f) q(t)=Qe "" =CEe "= Cu,(f) 


q 
CE continuité 
: Régime Régime Régime 
DICE :/ permanent Transitoire permanent 
Courbe q(f) . #f : . .. 

Régime ‘/ : Régime Régime 

permanent | } :  Transitoire permanent 0,37CE 

continuité : 


Intensité i(9) i(t) = à = Le" (i> 0) D =4= LL HR (GO) 


i ; 
discontinuité 
Le 
E/R 
Régime Régime Régime 
: ermanent Transitoire permanent _0.37E/R 
Courbe i(#) F 0,37E/, 
0,37E/R Régime Régime Régime 
permanent Transitoire permanent 
—E/R 
: = discontinuité 


2. Circuit RL série 





Un même circuit, muni d’un interrupteur, permet d’étudier les différents régimes transitoires du circuit 
RL série. 


Circuit @ (K fermé) : installation du courant (réponse à un échelon 
de tension) 


Circuit @ (K ouvert) : extinction du courant (régime libre) 


Au départ il n’y a aucun courant dans les branches du circuit, le 
système est dans un régime permanent (1l ne se passe rien, état zéro). 
% Lorsqu'on ferme l’interrupteur, on observe un régime transitoire 
suite à la perturbation : le générateur tend à imposer une intensité 
dans la bobine qui tend à s’opposer à ce changement. Dans cette 
configuration la diode est bloquante, aucun courant ne peut passer 
dans la branche de droite qui n’a donc aucune influence sur le cir- 
cuit, seule la partie @ est à considérer. Puis le système atteint un état 
permanent, qui devient l’état initial pour la suite. 
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= On ouvre l'interrupteur. Le courant dans la bobine tend donc à s’annuler (plus de générateur) ce 
à quoi la bobine s’oppose. Dans cette configuration la diode est maintenant passante et se comporte 
comme un fil, aucun courant ne circule plus dans la branche de gauche qui ne joue plus aucun rôle. 
Seule @ est à considérer. Une fois le courant annulé, on retrouve l’état zéro de départ. 


N. B. : Ici on ne peut pas utiliser d’interrupteur à bascule. L’intensité s’annulerait brutalement à l’ou- 
verture, ce qui ne permettrait pas d'étudier le régime libre et provoquerait de surcroît une étincelle de 
rupture. La diode (dite de roue libre) évite ce problème et permet l'extinction progressive du courant. 


© installation du courant © extinction du courant 
(réponse à un échelon) (régime libre) 
État initial u,(t=0")=0 et it=0)=0 u,(t=0)=0 et it=0")=i 


Équation 
différentielle 


Solutions {(£) i(t) = FI e"")=i,(1-e"") 


i 


E/R continuité 


Régime Régime Régime 
0,63E/R permanent Transitoire permanent 


Courbe 1(6) | TS . : 
Régime :/ : Régime Régime 
permanent | ÿ ‘  Transitoire permanent 0,37E/R 


continuité 


: Cr LR -1r Cr. 7 
Tension 4, (6) u,(#)=L' = Ee (u, > 0) % Lo —Ee (u, < 0) 


discontinuité 


Régime Régime Régime 
permanent Transitoire permanent —0,37E 
Courbe u(f) . _ 
Régime Régime Régime 
0,37E permanent Transitoire permanent 


—E 
D” discontinuité 





3. Propriétés communes aux deux systèmes RC et RL 


Définition 


Un temps caractéristique, noté 7, est une durée qui donne l’ordre de grandeur de l’échelle de temps 
de l’évolution d’un système. 
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Le temps caractéristique apparaît naturellement dans les équations différentielles, mais on peut aussi le 
déterminer par analyse dimensionnelle. En effet, 11 ne dépend que des paramètres du système. Pour les 
deux circuits étudiés, on cherche donc, dans le premier cas, une expression homogène à un temps ne 
contenant que R et C, et dans le second cas ne contenant que RÀ et L. Il n’y a qu’une solution possible et 
le même temps caractéristique s’applique au régime libre ou en réponse à un échelon. 


Pour tous ces systèmes, on vérifie facilement les résultats du tableau suivant, indiqués en pourcentage 
d'avancement par rapport à l’état permanent final (0 % début du régime transitoire, 100 % le régime 


permanent final est atteint). 
EU RE EE AN EN I EXT 


Avancement (1—e””) 86,5 % 99,3 % 99,995 100 % 


= Le comportement permanent final étant asymptotique, 1l n’est en toute rigueur atteint qu’au bout d’un 
temps infini, cependant, on voit qu’au bout de quelques 7 (selon la précision souhaitée), on peut consi- 
dérer que le régime transitoire a cessé et que le nouveau régime permanent s’est installé. 





= Pour les systèmes du premier ordre RC et RL, on obtient aisément 7 sur l’une des courbes, comme 
indiqué sur les graphes des tableaux précédents, soit en traçant la tangente à l’origine qui coupe l’asymp- 
tote en t = 7, soit en notant qu’au temps f = 7, le système est à 63 % d’avancement vers l’état final. 


Rs POINT MÉTHODE ss 
Résoudre une équation différentielle du premier ordre par séparation des variables 


= On utilise souvent en physique une méthode d'intégration des équations différentielles du premier 
ordre, facile à mettre en œuvre ici, dite « par séparation des variables” », car elle consiste à séparer 
de chaque côté de l’égalité, la fonction inconnue à déterminer (par exemple gq) et la variable dont elle 
dépend (ic1 f), puis à intégrer suivant la méthode habituelle. Si l’on applique cette méthode à la décharge 
du condensateur, on a : 


dg,q_ dg __1 dg __1 a dg__1f: 
gti-0 = = > J#- LJar+k (1) cou J',%- Lf'a (2) 


qui donnent après intégration, et utilisation des conditions initiales (g(7 = 0) = Q,) la solution habituelle : 


(1) = Inqg()= + K = q(t)= eT =AeT-= Oe * avec K (ou À = ef ) constante d'intégration 
RE o 

D = Mt à 4o=Qe* avec 1, =0 
0 


= S1 l’on utilise la forme intégrale indéfinie (1), 11 faut déterminer la constante d’intégration A avec les 
conditions initiales (ou les conditions aux limites si la variable est une grandeur spatiale). Si l’on utilise 
l'intégrale définie (2), 1l est impératif de choisir des bornes cohérentes entre les deux intégrales. 


= Ce deuxième choix n’est indiqué que si la séparation des variables s’applique à toute l’équation dif- 
férentielle. S’1l s’agit de l’équation homogène d’une équation avec second membre, 1l faudra choisir la 


forme indéterminée (1), terminer la résolution avec la solution particulière, puis, alors seulement, déter- 
miner la constante d’intégration. 


= On connaît en général par cœur la solution de cette équation différentielle très courante. Cependant la 
méthode s’applique aussi à des équations plus compliquées, dont on ignore a priori la solution, comme 
par exemple des équations différentielles de cinétique chimique. C’est pourquoi il est pertinent de savoir 
maîtriser cette technique. 





3. Le terme variable recouvre 1c1 à la fois la fonction et la variable dont elle dépend. 
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[TT Oscillateur libre amorti 


1. Mise en équation du régime libre 


On étudie conjointement deux systèmes, l’un électrique, le circuit RLC série, l’autre mécanique, une 
masse accrochée à un ressort (qui exerce une force de rappel) et soumise à des frottements fluides. Ce 
dernier problème est étudié de façon détaillée dans les exercices du chapitre 13. La mise en équation du 
système électrique suit la même démarche que dans les circuits du premier ordre. Même s1 on ne propose 
ici qu’une présentation schématique sous forme de tableau, on notera la grande similitude quant à la 
méthode de résolution en électricité et en mécanique : position du problème (cadre, système, schémas, 
hypothèses de travail...), mise en place des outils nécessaires (grandeurs utiles, conditions initiales..….), 
application d’une loi, calcul et analyse des résultats. 


SYSTÈME Circuit RLC Système masse-ressort-amortisseur 


— 
UUUUOOO 


Schéma 
ressort k 


Position _. 


d’équilibre 


ARQS Référentiel galiléen 


État initial g@t=0)=Q, et it=0 )=0 x =0 )=X, et àï(t=0 )=0 


À Équañon diféreniele À Équañon diféreniele Lq+RkRq+e 


ED forme 1 
X +2AX +; X =0 


Fu forme 2 


jee LX+@X = 
Q 





La similitude évidente des équations différentielles se traduit par un comportement identique des deux 
systèmes, qu’on étudie une fois l’équation différentielle résolue. Dans la formulation 1 de l’équation 
différentielle, on met en évidence une pulsation propre ©, et un facteur d’amortissement À. Dans la 
formulation 2, on retrouve la même pulsation @, et un Été appelé facteur de qualité Q. Q est ue 


plus grand que l’amortissement À est faible. En comparant les équations, on obtient aisément: 21=— 


) 
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Cas particulier de l'oscillateur non amorti 


S1 le facteur d'amortissement À est nul (ou le facteur de qualité infini), on retrouve en électricité le circuit 
LC idéal et en mécanique le système masse-ressort sans frottement. L’équation différentielle est alors 
celle de l’oscillateur harmonique, pour lequel la solution est de type sinusoïdal à la pulsation &,, ce qui 
justifie son nom de pulsation propre. En l’absence d’amortissement, le système évolue donc sinusoïda- 
lement à sa période propre 7, et il est alors en régime permanent non stationnaire. 


2. Solutions 


La résolution de cette équation différentielle doit être maîtrisée, car elle intervient dans de nombreux 
domaines. La forme 1 de l’équation permet d’effectuer cette résolution avec un minimum de calculs et 
une expression des solutions facile à mémoriser. C’est pourquoi on la propose ic1. On pourra toujours, 
une fois la solution obtenue par ce moyen, revenir aux paramètres de la forme 2 (Q et &,) ou aux para- 
mètres du système À, L, C ou K, m et ©x. 


On écrit l’équation caractéristique (EC) associée à l’équation différentielle (ED) : 
X+21X+@X-=-0 (ED) r° +2Âr +0 =0 (EC) 
L’équation algébrique (EC) a toujours deux solutions r, et r,, réelles ou complexes, égales ou non. Le 


cours de mathématiques montre que les solutions (uniques) de l’équation différentielle (ED) s’écrivent 
à l’aide des solutions de (EC) : 


X(t)= Ae" + Be” Sir Ær, et X(t)=(At+Bje* Sin =r=r 


A et B sont des constantes d’intégration (au nombre de 2 puisque l’équation différentielle est du second 
ordre) qui se déterminent à l’aide les conditions initiales du problème. 


Selon la valeur du discriminant de (EC), les solutions sont réelles ou complexes, ce qui se traduit par 
des différences dans l’allure des solutions de l’équation différentielle, qu1 sont présentées dans le tableau 
ci-dessous. On a choisi volontairement de mettre l’équation sous une forme qui permet de calculer le 
discriminant réduit (voir outils p. 127) afin de donner des expressions des solutions les plus simples et 
les plus symétriques possibles. Quelle que soit la forme choisie pour la solution, 1l apparaît 2 constantes 
d'intégration (À, B ou À’, B'). On note que les différents types de solutions sont aussi appelés régimes. 


Facteur qualité Petit = O0 <!2 Grand = Q > 2 Critique = Q = "2 


Solutions X(#) = _ + Be °") X(6)=e *“(Ae/" + Be") F 
7 ui X(t)=e " (At+B) 
de (ED) Xe) = e "| A'ch(o,t)+ B'sh(©,?) | | X(6) = e*] A'cos(©,r) + B'sin(@,.f) | 


Allure 
de la solution 


RT = régime 
transitoire 
RP = régime 
permanent 





N. B. : En physique, on note jÿ? = —-1 pour éviter la confusion avec l'intensité du courant. 
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3. Propriétés des différents régimes de solutions 
 Amortissement 


x Tous les régimes s’amortissent en e *, et au bout de quelques temps caractéristiques du système, on 
peut considérer X # 0. Il s’agit donc bien de régimes transitoires, le système retourne à son état d’équi- 
libre X(r) = 0. 

= Le régime critique n’existe pas réellement, puisqu'il correspond à un cas limite, donc à une valeur 
exacte des paramètres du problème. Cependant on cherche souvent à s’en rapprocher le plus possible, 
car c’est celui qui s’amortit le plus rapidement. Le régime critique correspond à A’ = 0, soit : 


= Les systèmes étudiés sont des oscillateurs, mais on voit que x 
si l'amortissement est trop fort, 1ls n’arrivent pas à osciller. 


Cas du régime pseudo-périodique 
Le régime pseudo-périodique se traduit par des oscillations 
dont l’amplitude décroit exponentiellement, la courbe est 
donc une sinusoïde dont l’enveloppe est exponentielle. La 
pseudo-période est la période de la partie périodique de la 
solution soit : 


7 =2T 2 2m 2 2 
REF af 
O, 


La pseudo-période est donc supérieure à la période propre T, de l’oscillateur idéal (non amorti), cepen- 
dant si le coefficient d'amortissement est assez faible alors on peut, en première approximation, consi- 
dérer que la pseudo-période est à peu près égale à la période propre : T = T, (si À faible). 


SOIt : 





Expressions des solutions en fonction du facteur de qualité 


Il est facile de vérifier qu’en utilisant le facteur de qualité, on écrit comme suit les solutions, où, selon 
le cas, (À, B) ou (4’, B") ou (4”, o) est un couple de constantes d’intégration. 


_ 2 1 L 
ZX périodique À) = € a p{ uv 10 = | d Bexp(-a 10 = 1) 


A (£) — ee [Az F B] 


É  ) 2 20 are a [1 — me. | + Bnf a [1 — Tr ] — A"e 22 conf a [1 — Te. + | 


Avec une pseudo-période : 
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4. Réponse à un échelon 


En électricité, on obtient l’échelon en plaçant un générateur de tension continue (E = f.é.m.) dans le cir- 
cuit ouvert RLC série initialement dans l’état zéro (condensateur déchargé), puis on ferme l’interrupteur. 
En mécanique, le système étant immobile dans son état de repos, un opérateur déplace brutalement le 
support du ressort le long de l’axe d’une distance d (algébrique). Les équations différentielles sont alors : 
+ Fat =E ou + Lisks ka 
Comme pour les circuits du premier ordre, la réponse à un échelon du système se traduit par une équation 
différentielle identique à celle du régime libre, mais à second membre non nul et constant. Les solutions 
sont donc identiques aux 3 régimes libres précédents (solutions homogènes de l’équation différentielle) 


à une constante additive près (la solution particulière de l’équation différentielle) : 
X(E)=X,(t)+X, 


avec X. l’un des régimes libres (pseudo-périodique, apér1o- X Pseudo-périodique 
| H _. | Apériodique 
dique ou critique). Soit : Critique 


q(t)=q;(t)+ CE ou X(E) = x,, (€) + d, 

Les comportements des oscillateurs sont semblables au 
régime libre, avec trois régimes possibles, mais X(f) tend 
cette fois vers une limite non nulle, un état permanent 
correspondant à un nouvel état d'équilibre de l’oscillateur, 
simplement décalé. On a placé sur les courbes ci-contre les 
réponses dans le cas où le système est initialement dans son 
état zéro (X(f) = 0) et qu’il subit l’échelon. On reconnait sans 
difficulté les différents régimes. 





5. Aspect énergétique 

On obtient les équations énergétiques en multipliant l’équation différentielle par la dérivée de la fonc- 
ton, c’est-à-dire en électricité par l’intensité (i = g) et en mécanique par la vitesse (14 = x). Le terme 
du second membre est celui de la réponse à un échelon, dans le cas du régime libre ce terme est nul : 


2 . .di 0. | l d{f1,2\ d{1gq° : 
— L+<.g=  —|=L —| = [+R =E 
…æ Electricité : Li+ Rite q = Ei sOIt AE l DE C F l l 
2 
Où l’on reconnaît les énergies magnétique et électrique :  €,, = = Li et E, = + 
er | das . di dl 
— Mécanique : mu + +hxi=kdiu soit: Lmut)+ She )+aut = kd ve: 
Où l’on reconnaît les énergies cinétique et potentielle : E, = sm et E,= Ske 


On exprime les équations en termes de puissance (énergie par unité de temps) : 


RÉGIME ÉLECTRICITÉ MÉCANIQUE 
Régime libre P +P +P, = 0 P. +P, +P, = 0 





Réponse à un échelon P, +P. +7, —  … P +P, +P, = . 


= Électricité : Lors de la réponse à un échelon, le circuit initialement dans l’état zéro ne contient pas 
d'énergie, le générateur fournit de l’énergie à tous les composants, le résistor en dissipe une partie. À la 
fin, le condensateur est chargé, 1l contient donc de l’énergie, plus rien n’évolue, la bobine et le résistor ne 
sont plus parcourus par aucun courant puisque l’intensité s’est annulée et leur énergie est nulle. Dans le 


A PPT CN IA EN En A 

Wir [AG 1e K] 

A AA es D 0 | 
+” 


| = tes Île 


En RTE AR FA 
D OLEDE [LE] 
DV y VI | ll 
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régime libre, c’est le condensateur initialement chargé qui fournit une énergie au circuit, énergie qui finit 
par se dissiper totalement dans la résistance, à la fin plus rien n’évolue et le condensateur est déchargé, 
il n’y a plus d’énergie dans le système. Notons que si l’on est en présence du régime pseudo-périodique, 
le condensateur et la bobine échangent en permanence de l’énergie tant que dure le régime transitoire, 
tandis que la résistance en prélève une partie qu’elle dissipe sous forme de chaleur. 


x Mécanique : Le système étant initialement au repos à l’équilibre, l’opérateur fournit de l’énergie en 
déplaçant le support, le système acquiert de l’énergie cinétique et potentielle élastique, le frottement 
dissipe de l’énergie, jusqu’à immobilisation du système. En régime libre, le ressort initialement écarté 
de l’équilibre libère de l’énergie dans le système qui finit par être totalement dissipée par le frottement. 
Comme en électricité, dans le régime pseudo-périodique, 1l y a échange d’énergie cinétique et potentielle 
jusqu’à ce que le frottement ait tout dissipé sous forme de chaleur. 

Dans le système idéal libre (pas de résistance ou pas de frottement) l’échange énergétique cinétique/ 


potentielle ou magnétique/électrostatique se poursuit indéfiniment, l’énergie totale (mécanique ou élec- 
tromagnétique) restant constante. 





Comprendre et observer le comportement des systèmes 


1. Analogie électromécanique 


Les paragraphes précédents montrent à quel point les deux systèmes (électrique et mécanique) sont ana- 
logues, 1ls sont régis par les mêmes équations différentielles et se comportent donc de la même façon. 
On peut dresser un tableau comparatif, d’une part en s’appuyant sur la similitude des équations et d’autre 
part sur la similitude des comportements. On le présente ci-dessous plutôt en régime libre, la réponse à 
un échelon traduit évidemment les mêmes analogies. On retrouvera les mêmes analogies en régime forcé 
(voir chapitres 10 et 11). 


SYSTÈME ÉLECTRIQUE MÉCANIQUE ANALOGIE 


.… . mx + x + kx =0 
Lg + Ra + — = 


Équation 
différentielle 


Grandeur 
oscillante 


Dérivée 


La charge g du condensateur tend 
vers 0, en oscillant s1 l’amortissement 
n’est pas trop fort. 


Les variations de la charge sont 


: à + 0 
données par l’intensité : i = a 
La bobine s’oppose aux variations 
du courant. Cette répugnance 
au changement est caractérisée par L. 


Répugnance 
au changement 


Chargé, en circuit ouvert, le condensa- 
teur est capable de mettre le système en 
oscillation lors de la fermeture du cir- 
cuit. Il est caractérisé par sa capacité C. 


Mise 
en oscillation 


Le système s’amortit en raison 
de la présence du résistor caractérisé 
par sa résistance À. 


Facteur 
d’amortissement 





X+2AX +@$X =0 


bobine & inertie 


L’élongation x du ressort tend vers O, 
en oscillant s1 l’amortissement n’est 
pas trop fort. 


Les variations de l’élongation sont 


: ; dx 
données par la vitesse : 17 — d 


L’'inertie s’oppose aux variations 
de la vitesse. Cette répugnance 
au changement est caractérisée par m. 


Déformé et maintenu, le ressort 
est capable de mettre le système en 
oscillation lorsqu'on le lâchera. Il est 0 

_ ressort 
caractérisé par sa constante de raideur K. 


condensateur 


Le système s’amortit en raison 
de la présence du frottement caractérisé | résistor & frottement 
par le coefficient ©. 


L’analogie présente un grand intérêt pour comprendre les systèmes électriques, qui sont plus difficiles à 
appréhender par la pensée que les systèmes mécaniques que l’on « voit ». L’analogie se traduit également 
au niveau des échanges énergétiques du système. 
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SYSTÈME ÉLECTRIQUE MÉCANIQUE ANALOGIE 


Le condensateur dispose à tout instant Le ressort dispose à tout instant d’une 
d’une énergie électrique. Cette énergie | énergie potentielle. Cette énergie peut 
Stockage peut être stockée, si on bloque le conden- | être stockée si l’on bloque le ressort en 


d’énergie sateur dans cet état en ouvrant le circuit | immobilisant le système dans une position 


et vaut : _ quelconque et vaut: ÆE, = 1;,2 


2 


Lorsque le courant circule, la bobine Lorsque le mobile se déplace, le solide 
« contient » de l’énergie magnétique. « contient » de l’énergie cinétique. Non 


Non stockable, cette énergie s’annule en | stockable, cette énergie s’annule en l’ab- 


l’absence de courant et vaut : €,, — SL? sence de mouvement et vaut : E,, = ln 


2 


Energie 


en fonctionnement 


En cas d'amortissement, la résistance En cas d’amortissement, les frottements 
Energie dissipée | dissipe de l’énergie sous forme de chaleur | dissipent de l’énergie sous forme 
(effet Joule). de chaleur. 


Échanges Les oscillations traduisent un échange Les oscillations traduisent un échange 
énergétiques permanent entre €, et &,, permanent entre E, et E. 


Energie L'énergie électromagnétique €, reste L'énergie mécanique E reste constante 
susceptible constante si l’amortissement est nul si l’amortissement est nul et décroît 
d’être conservée | et décroît sinon : £,, = €,+E, sinon: E, =E,+Ec 





2. Diagramme de phase 


L'espace des phases d’un système permet de représenter l’ensemble de ses variables, donc de visualiser 
son comportement indépendamment du temps. La notion d’espace des phases est limitée 1c1 à des sys- 
tèmes à un seul degré de liberté, c’est-à-dire complètement décrits par l’évolution d’une seule variable, 
comme par exemple g(f) ou x(f). 


Définitions 
= Le plan de phase d’un système à un seul degré de liberté X(r) est le plan dont les coordonnées des 
points P sont P(X(r); X(f)). 


= Le portrait de phase d’un système est l’ensemble des courbes (ou trajectoires de phase) sus- 
ceptibles d’être suivies par le système dans le plan de phase, chaque courbe correspondant à des 
conditions initiales différentes. 





La notion est en fait plus générale et on parle d’espace des phases pour un système à plusieurs degrés 
de liberté, chacun déterminant deux dimensions, ainsi un point matériel évolue en toute généralité dans 
un espace des phases à 6 dimensions (3 variables de position et 3 dérivées). Cette notion est particuliè- 
rement utile en théorie du chaos, qui est l’une des trois grandes théories physiques du xx° siècle (avec 
la relativité et la physique quantique). Cette théorie traite des systèmes hyper-sensibles aux conditions 
initiales, c’est-à-dire tels qu’une légère modification de ces dernières peut conduire à une évolution très 
différente du système“. 


4. Bien que déterministe, l’évolution d’un tel système est très difficile à prévoir, ce qui est le cas par exemple de l’at- 
mosphère et donc des conditions météorologiques. L'effet papillon est le concept devenu courant pour caractériser ces 
systèmes, mais 1l est souvent interprété à contresens et confondu avec un effet dominos (successions de causes à effets), 
ce qu’il n’est pas. 
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Cas de l'oscillateur harmonique (oscillateur idéal non amorti) 





L’oscillateur harmonique vérifie : X(r) = X, cos(@,f+@) et donc X 
2 . 2 
| |  _. X X 
= — [= | + = | 
X(t)=—X,0@,sin(@,f+@) qui conduit à | x. | | x. a, | 


X 
qui est l’équation d’une ellipse. Toutes les trajectoires de phase sont 


donc des ellipses (sur l’axe des abscisses de -X à X_ et sur l’axe des 

ordonnées de -X &, à X,&,) donc d’autant plus grandes que l’am- 

plitude X,_ est grande. Sur une ellipse donnée, toutes les conditions 

initiales qui conduisent à l'amplitude X, sont possibles, chaque point de l’ellipse étant une position 
initiale possible et conduisant à une valeur de @ donnée (de 0 à 27), la plus habituelle étant X(0) = X, et 
X(0) =0 qui correspond au point repéré par + sur le schéma (on a alors X, = À, et @ = 0). On peut aussi 
normaliser la représentation, en choisissant comme ordonnée la grandeur X / ©, les trajectoires de phase 
sont alors des cercles (voir par exemple exercice n° 6 p. 146). 


% Cas de l'oscillateur amorti 


Un portrait de phase (ensemble de trajectoires) correspond à un système donné c’est-à-dire avec un 
ensemble de paramètres dont les valeurs sont fixées (@, et Q ou À fixés, donc R, L, C ou k, m, & donnés). 


Dans un portrait de phase d’oscillateur amorti, toutes les trajectoires ont la même allure, allure qui 
dépend du régime de comportement du système, donc du facteur d'amortissement ou de qualité. Pour 
un régime pseudo-périodique, la trajectoire est une spirale qui s’enroule autour de l’état final du système 
en s’en rapprochant de plus en plus. Pour un régime apériodique ou critique, la trajectoire reste dans 
un même demi-plan, voire dans un même quart de plan (pas d’oscillations). Le point de départ de la 
trajectoire de phase dépend uniquement des conditions initiales. À titre d’exercice, le lecteur est invité à 
déterminer quelles seraient les conditions initiales correspondant aux diverses trajectoires représentées 
ci-après, en imaginant comment le mouvement du ressort est initié, puis à se représenter la suite du 
mouvement en suivant ses propriétés sur le diagramme. 





Portrait de phase d'un oscillateur Portrait de phase d'un oscillateur 
peu amorti (pseudo-périodique) très amorti (apériodique) 


Dans tous les cas, la tragectoire de phase évolue vers l’état permanent qui suit le régime transitoire : 
P. (0,0) pour un régime libre, P._ (X,, 0) pour une réponse à un échelon. 


On peut comparer les trajectoires de phase des différents régimes pour des conditions initiales iden- 
tiques comme dans le schéma ci-dessous : aftention ce type de graphe est trompeur, car 1l représente la 
superposition de trajectoires de systèmes possédant des paramètres différents (ce qu1 explique le croi- 
sement possible des trajectoires). On obtient des comportements très semblables pour un régime libre 
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(ci-dessous avec conditions initiales X(0) = X, et X(0)=0) et pour une réponse à un échelon (ci-dessous 
avec X(0) = 0 et X(0) = 0), seule la limite change. 


Réponse 
à un 
échelon 














Position Position 
initiale initiale 


KE7/ 


Pseudo-périodique 
Apériodique 
Critique 


Propriétés 

= La tragectoire de phase d’un mouvement périodique est une courbe fermée dont le système effectue 
un tour en une période. 

s Une trajectoire de phase fermée est parcourue dans le sens horaire. 


= Les tragectoires de phase d’un même portrait de phase (paramètres fixés) ne peuvent pas se couper. 





= Pour des conditions initiales données, 1l n’y a qu’une solution mathématique possible (système déter- 
ministe), donc une seule trajectoire de phase. Or sur une trajectoire de phase, n’importe quel point peut 
être considéré comme une position initiale. Donc un point donné ne peut se trouver que sur une seule 
trajectoire de phase”. 


= S1 le mouvement est périodique, le système se retrouve exactement dans le même état après une 
période, donc revient à son point de départ sur la trajectoire de phase, laquelle est donc nécessairement 
fermée. Par ailleurs, la dérivée de la grandeur X, qui est aussi l’ordonnée, est nécessairement positive sur 
la partie supérieure, donc X augmente, on se déplace par conséquent vers « la droite » et inversement sur 
la partie inférieure, ce qui donne un sens global de parcours dans le sens horaire. 


3. Utilisation d'une tension créneau 


Il peut être compliqué d’observer les régimes 
| y, transitoires, par nature éphémères, en parti- 
culier en électricité où leur durée peut être 


très courte (quelques ms par exemple). Un 
B moyen de les visualiser est l’utilisation 
d’une tension d’alimentation en créneau 
(signal carré d’un GBF). En effet la pré- 
sence de ce générateur impose au système, successivement, un échelon 
et une tension nulle‘. Le système alterne donc entre un comportement 





5. Il s’agit des trajectoires réellement possibles. Il existe cependant des situations limites. D’une part, les limites vers 
lesquelles tendent les systèmes sont des points de convergence des trajectoires (théoriquement atteintes en un temps infini 
pour l’oscillateur amorti). D'autre part, des situations initiales limites donnent des trajectoires de phase dites critiques qui 
peuvent se toucher (voir exercice n° 6 p. 146 par exemple). 

6. Notons que l’on peut aussi voir ce type de circuit comme un RLC en régime forcé, puisqu’on impose une tension 
alternative. 


142 Physique-Chimie MPST  partagelivrespge.blogspotcom 


Régimes transitoires 





de réponse à un échelon et de régime libre. Comme cette alternance est périodique (période du créneau) 
on peut visualiser le comportement du système à l’oscilloscope, qui affiche par exemple les courbes page 
précédente pour un RLC peu amorti (régime pseudo-périodique). On met encore aussi en évidence la 
similarité des deux réponses (libre et échelon). 





T>>T T<<T 


Il est évidemment essentiel de choisir une période judicieuse du signal carré, en général de l’ordre de 
grandeur de la durée du régime transitoire (T > t ci-dessus). Néanmoins, avec d’autres choix, on peut 
parfois obtenir une tension intéressante, comme par exemple avec un carré de période suffisamment 
courte pour que seul le début quasi linéaire de la réponse d’un circuit RL soit observable, ce qui donne 
une tension triangulaire (T << T ci-dessus). 


Ds VERS LA COLLE ces 


Questions de cours 


a Circuits du premier ordre : mise en équation, résolution, représentation graphique de l’évolution temporelle 
des grandeurs électriques, temps caractéristique, influence des paramètres. Cette question peut s’appliquer à 
un circuit RC ou un circuit RL, et dans chaque cas pour un circuit soumis à un échelon ou en régime libre. 


# Oscillateur libre amorti : système électrique et système mécanique, mise en équation, résolution de 
l’équation différentielle, étude des différents régimes, influence des paramètres. 


m Analogie électromécanique : comparaison entre les dispositifs et leur comportement (en particulier 
énergétique). 


= Portrait de phase : définition, propriétés, cas de l’oscillateur amorti. 


Erreurs à éviter 


s Ne pas confondre état initial et condition initiale. 


Quelques « trucs » utiles 


x Ce chapitre est extrêmement riche et ouvre la porte à de nombreux développements possibles. Il est 
essentiel dans un premier temps de refaire toutes les démonstrations du cours en détail, de retrouver 
méthodiquement tous les résultats donnés schématiquement dans les tableaux, d’effectuer tous Îles 
tracés. Cela est d’autant plus vrai que l’actuel étudiant de CPGE est tout à fait novice en électricité, 
partie de la physique qui constitue pourtant un fondement efficace pour la présentation d’un problème, 
car on y utilise peu de mathématiques (à part des équations différentielles linéaires), ce qui permet de 
privilégier la position du problème, de réfléchir au comportement physique des systèmes, aux condi- 
tions initiales, à la prévision de l’évolution du système. 


s Etudier l’influence de tous les paramètres nécessiterait trop de développements, le lecteur est vivement 
engagé à étudier comment sont modifiées les courbes et les temps caractéristiques des systèmes, si l’on aug- 
mente ou diminue la résistance, la capacité, l’inductance, la f.é.m. et tous leurs équivalents en mécanique. 
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EXERCICES BR 


4 Charge et décharge d'un condensateur (d'après Enstim 2007) * * > corrigé p. 147 


On considère le montage ci-contre. Initialement le condensateur est 
déchargé, le générateur éteint et l’interrupteur ouvert. 





© L'interrupteur reste ouvert, on allume le générateur. Déterminer 
u(t). Quelle est la constante de temps de ce circuit ? Quelle est la 
tension finale ? Au bout de combien de temps peut-on considérer 
qu’elle est atteinte ? 
On suppose que la tension finale précédente est atteinte depuis 
longtemps et on ferme l'interrupteur. On choisit cet instant 
comme nouvelle origine des temps. 





© Montrer, en transformant le réseau, que le circuit est équivalent à un simple circuit RC en charge’ 
dont on précisera les caractéristiques. En déduire l’équation différentielle vérifiée par u(t) ainsi que la 
solution u(t) et tracer l’allure de w(?). 


© Quelle est la constante de temps de ce circuit ? La mettre en évidence sur la courbe. 


PA Réponse à un échelon (d'après Enstim 2005) * > corrigé p. 148 


On considère le circuit ci-contre alimenté par un générateur d’échelon 
de tension : 
e(fj=0pourf<0 et e(f)=Epourt>0 

Jusqu'à f = 0, toutes les grandeurs électriques sont nulles. 

© Donner en les justifiant les valeurs des six grandeurs électriques w,, 
DEMTENT EME AE à la date f = 0*. Quelles grandeurs présentent des 
discontinuités ? 

@ Donner, en les justifiant, les valeurs des six grandeurs électriques u,, 
PE PE PAU © 1 2 à la date f = +00. 





© Etablir l’équation différentielle vérifiée par la tension w,. aux bornes du condensateur. La mettre sous 
une forme canonique (présentées dans le tableau p. 135) et exprimer les différents paramètres. On 
fixe L et C. À quelle condition sur la résistance a-t-on un régime pseudo-périodique ? Apériodique ? 
Comparer au circuit RLC série et interpréter le résultat. 


Étude d'un régime pseudo-périodique (extrait Enstim 2005) * > corrigé p. 149 





Un circuit électrique est composé d’une résistance R, d’une 
bobine d’inductance pure L et d’un condensateur de capacité 
C. Ces dipôles sont disposés en série et on soumet le circuit 
à un échelon de tension Ut) de hauteur E tel que 


0 pour f <0, 
U(r) = 
E pour { >0 


Les choix du sens du courant i dans le circuit et de la plaque 
portant la charge g du condensateur sont donnés sur la figure 
C1-contre. 





7. Cette question est formulée strictement comme dans l’énoncé initial, et de ce fait, peut induire en erreur, ce qu’on 
évitera en suivant scrupuleusement les questions (voir commentaire bien comprendre p. 146). 
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On pose =>. et 5, 


VLC 


© Expliquer simplement pourquoi à { =0 , la charge g et le courant à sont nuls. 
@ Établir l'équation différentielle vérifiée par la charge q(r) du condensateur pour r > 0. Préciser, en les 
justifiant soigneusement, les valeurs initiales de la charge g(0*) et de sa dérivée (0° L 
Le circuit présente différents régimes suivant les valeurs de R, L et C. On suppose, dans la suite, la 
condition ©, > y réalisée. 
© Montrer que l’expression de la charge pour f > 0 peut se mettre sous la forme : 
Fil (A cos( of) + B sin(at)e + D 
où on déterminera &, À, B et D en fonction de C, E, &, et y. 
© Exprimer le courant i(t) dans le circuit pour { > 0 en fonction de C, E, &, et 7. 


© Donner l’allure des courbes g(t) et i(t). Quelles sont leurs valeurs à la fin du régime transitoire ? 
Justifier par des considérations simples ces valeurs atteintes. 


@ Déterminer l’énergie totale Æ; fournie par le générateur ainsi que l’énergie Æ,,. emmagasinée dans 
la bobine et le condensateur à la fin du régime transitoire en fonction de C et E. En déduire l’éner- 
gie dissipée par effet Joule dans la résistance. Ces résultats dépendent-1ils du régime particulier dans 
lequel se trouve le circuit ? Interpréter le résultat paradoxal qui apparaît dans le cas limite R — 0. 


E1 Oscillateurs couplés (d'après Mines Ponts MP 2008) * * * > corrigé p. 151 


On considère le circuit schématisé ci-contre. Initialement, 
seul le condensateur de la branche 2 porte la charge Q,, 
le condensateur de la branche 1 est déchargé, aucun 
courant ne circule dans les circuits. À f = 0, on ferme 
l’interrupteur K. 


© Établir les équations différentielles vérifiées par g , et 
g, en respectant les choix d’orientation de l’énoncé. 
Montrer que, dans le cas où L = L,=Let C,=C, 
— C, elles sont de la forme suivante : 


a; 1e 0, +Yq =0 
| AG, m4) +74; = 0 


Où «, Bet ys’expriment en fonction de Z, L, et C. Préciser les conditions initiales utiles. 





© Les équations précédentes étant couplées (préciser la signification de ce terme), on introduit les 
variables Set D telles que S = g, + q, et D = q,- q,. Montrer qu’à l’aide de combinaisons linéaires 
simples des deux équations différentielles, on obtient deux équations découplées en S et D, c’est-à- 
dire l’une portant uniquement sur S et l’autre uniquement sur D. 

© Résoudre les équations en $ et D, puis en déduire g, et q,. 


© Quel dipôle est responsable du couplage ? Discuter l’allure des évolutions des charges selon que le 
couplage est fort, faible ou nul. Tracer les courbes g(r) et q,(r) dans le cas d’un couplage faible. 


F5) Oscillations amorties (extrait ENSTIM 2010 -— sans calculatrice) * * — corrigé p. 154 


On étudie les petits mouvements d’un point matériel M dans une gouttière cylindrique de rayon À. On 
repère la position de M sur le cercle à l’aide d’un angle 6 par rapport à la verticale (0 = 0 au point le 
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plus bas). Le point étant soumis uniquement à des frottements fluides de coefficient ©, 1l a été démontré 
dans les questions précédentes du sujet que l’équation différentielle vérifiée par 6 est la suivante : 


b+C6+ FL —<Q où g = 10 m.s° est la valeur du champ de pesanteur. Initialement le mobile est dans 


m 
la position la plus basse et on lui communique une vitesse V, horizontale. 
N. B. : On verra dans le cours de mécanique qu'on a alors Ve RO(t = 0) 


© Les grandeurs m, g et R étant fixées, donner une condition sur & pour que le mouvement soit pseudo- 
périodique. Cette condition étant vérifiée, exprimer @(r) sous la forme : 8(t) = Ae " sin(Qf) 
On justifiera soigneusement l’établissement de cette relation et on exprimera À, T et Q en fonction de 


V,, m, g, R et ©. 


LP 


© L’allure de la courbe représentative de la fonc- 
ton 6(f) est donnée ci-contre. On appelle décré- 
ment logarithmique la grandeur sans dimension 


O((+T) 
Exprimer ©& en fonction de à, m et T. Par lecture 
graphique déterminer les valeurs de T et à. En 
déduire celle de œ (sans omettre de préciser son 
unité), sachant que m = 100 g. On donne : In 2=0,7 


Ô0— LU où T désigne la pseudo-période. 


© Donner un ordre de grandeur du facteur de qualité. 
Commenter. 








Portrait de phase (d'après Capes 2000) * * * > corrigé p. 155 


Un anneau assimilé à un point matériel M est astreint à se déplacer sans frottement sur un cerceau verti- 
cal de centre O. On note A Îla position la plus basse, le mouvement de M est décrit par l’angle 6 entre OA 
et OM. Le portrait de phase de ce système figure ci-dessous. On raisonnera sur les conditions initiales 
suivantes : initialement M est au point le plus bas du cerceau et on lui communique à f = 0 la vitesse nv. 


© Sans écrire d’équation, expliquer qualitativement comment le point peut se déplacer sur le cercle selon 
la valeur de rw; et mettre en évidence l'existence d’une valeur particulière nv, 


© Interpréter le portrait de phase : identifier les trajectoires fermées et les trajectoires ouvertes, indiquer 
à quelle valeur de v; elles correspondent, et pour chacune, situer le point de départ et le sens de 
parcours. (Comparer en particulier © et ©, © et ®, © et ©). Les trajectoires ® et © jouent un rôle 
particulier : justifier qu’elles aient des points communs. 
Ê 


@ 


LAN 
KR 


D 


Ô 


O®@ O6 © 60 
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EM Charge et décharge d'un condensateur > énoncé p. 144 


O K étant ouvert, la résistance R/2 ne joue aucun rôle, il s’agit d’un circuit RC série, soumis à un échelon 
de tension. Ce cas est exactement celui du cours, en définissant g(?) la charge de l’armature supérieure du 
schéma, soit avec les notations de l’énoncé : à —i = q. En appliquant la loi des mailles, 1l vient : 


Rÿ+tu=E soit: RCu+tu=E ou avec T=RC 


(On obtient évidemment la même équation, en remplaçant g par Cu dans l’équation du cours) 


La solution est uw =u,, +u,, La solution homogène est une exponentielle décroissante et la solution par- 
ticulière est toujours recherchée selon la forme du second membre, soit 1c1 une fonction constante, d’où : 


0 
u(t)=AeT+E (A une constante d’intégration) 
avec : à f = 0 u(t) = 0, car la tension aux bornes du condensateur initialement déchargé est continue, d’où : 


A = —E et finalement : |#,.(#)=E(1-e "") 


On obtient la courbe ci-contre où figure +. La tension 
finale est la limite de la fonction, soit u({—>) = E. 
Cette valeur est théoriquement atteinte au bout d’un 
temps infini, en pratique, l’écart entre la tension w(f) 
et sa limite devient inférieure à 1 % au bout de 57 et 
inférieure à 0,005 % au bout de 10 7 (voir tableau 
p. 154). 


0,63E 


Régime à: Régime Régime 
Permanent ) E Transitoire Permanent 


continuité 





© L’énoncé invite à appliquer des équivalences Thévenin/Norton pour se ramener à un circuit de type RC, ce 
que l’on résume sur les schémas ci-dessous : 





On obtient un circuit RC série alimenté par un générateur. L’équation différentielle est donc dans son 
principe identique à celle de la question précédente et on peut la présenter de différentes façons, selon les 
paramètres que l’on adopte : 





IP: 0 . 3u E 
R'Cuüu+u=E£E ee 
Uu+u ou ou ü + 
AVEC RER CCS ÉUSE/S NN; UN Ce ne 


En utilisant la formulation encadrée de l’équation 


différentielle, la solution est de la forme habituelle 


ER 5 continuité 
U=u, +uyp = ACT +E' = Ae"T+E/3 ‘il 
À ft = 0, le condensateur est dans l’état final Régime . 

, NE ; Permanent | Régime 
(u = E) de la question précédente et la tension à Transitoire 


étant continue à ses bornes : 
u(t=0)=A+ËE'=Ed'oùA=E-E'=-E-E/3-2E/3 


Régime 
Permanent 


La 
D'où la solution finale : | u(f) = dE +2e ÀC | 
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La courbe correspondante figure ci-contre, où l’on 
a placé la constante de temps t = RC/3. 
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Bien comprendre 


= S1il’on n’est pas vigilant ici, on appliquera au nouveau circuit le résultat habituel de la charge du conden- 
sateur (courbe croissante vers sa limite en remplaçant E par E” et R par R' dans l’expression habituelle), 
d’autant plus que l’énoncé parle de charge du condensateur. En fait on a bien une équation différentielle 
correspondant à celle de la charge, mais les conditions initiales ne sont pas celles d’un condensateur in1- 
tialement déchargé, et en fait g va diminuer (il se décharge...). On évitera les écueils de ces situations en 
réécrivant toujours l’équation différentielle appropriée du problème, en donnant ensuite sa solution géné- 
rale (avec les paramètres du problème et une constante d’intégration), puis en précisant soigneusement les 
conditions initiales, pour exprimer la constante d’intégration sans erreur. 

s On notera que, dans tous les cas, la tangente à l’origine coupe l’asymptote à l’instant égal au temps 
caractéristique, et que ce dernier change, si les caractéristiques du circuit changent (T Z T). 


2: Réponse à un échelon > énoncé p. 144 


© Sont nécessairement continues la tension aux bornes du condensateur et l’intensité qui traverse la bobine. 





Soit : u (ft = 0*)=u,(t = 0)=0 et 1,(=0*)=1i,(t = 0) =0 

Or (loi des mailles) : U,=U. d’où: u,(f=0)=0=u,(t =07) u,est continue 
D’après la loi d’Ohm : u, = Ki, d'où: 1,(= 0*)=0=:i,(r = 0) i, est continue 
D’après la loi des nœuds : rt d'où: 2(1=0*)=0=;:(1=07)  i.est continue 


D’après la loi des mailles (ELR): u,+u,=E d'où: u,(t=0)=E z u,(f = 0) 
La tension aux bornes de L est la seule grandeur discontinue. 


© Lorsque le temps est suffisamment long (f > quelques t), le régime transitoire est terminé et le régime 
permanent atteint. Le condensateur a atteint la charge maximale qui n’évolue plus, donc l’intensité qui est 
sa dérivée est nulle : L ( —0) = 0. De même l'intensité dans la bobine est constante, sa dérivée est nulle, 
donc u,(f —) = 0. Finalement la bobine se comporte alors comme un fil et le condensateur comme un 
interrupteur ouvert, et le circuit se réduit à un générateur et un résistor. On a donc facilement : 








u,(£ oo) = u,(t x) =E et i,( —o) =1,(t —o) = E/R 
© On écrit la loi des mailles sur EL. : 
U, +U=E soit : Lb+u.=E 
: us d 
On écrit la loi des nœuds : 7, =1. +1, OT : Ur = Ris =Uc et Le = & = — 
En remplaçant dans toutes les grandeurs en fonction de u,, il vient : 
(st ere dc out 
L—(i.+i,)+u. =E — = + = 
dorth)tue puis Lalc EE fr E 
Soit finalement l’équation différentielle : 
LCü, + ic +u.=E que l’on écrira plutôt : 
; re a : DR ; Il il 
Pour résoudre on pourra utiliser la forme : àü.+2/u.+@ju. =@E avec: = RC to — LC 
ne Or 2 2 | C 2 D 
Ou à l’aide du facteur de qualité* : He De +@Ou. = @OE avec: OQ=R TL et ©, — LC 


On obtient un régime pseudo-périodique si la solution homogène correspond à des solutions complexes de 
l’équation caractéristique associée, c’est-à-dire telle que son discriminant est négatif. On obtient un régime 
apériodique si les solutions de l’équation caractéristiques sont réelles, donc pour un discriminant positif. 


Fe. | LA Re LS ES 1 /L 
Pseudo-périodique : À <@, ou R>; C° apériodique : À > @, ou r<l JL: soit R,. =. E 


8. Où l’on trouve 1c1 un facteur de qualité inverse de celui du circuit RLC série, ce qui peut amener de la confusion. 
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où l’on identifie aisément la résistance critique À. comme limite entre les deux régimes. Dans le circuit 
RLC série, l’amortissement augmente avec la résistance, et le régime apériodique (amortissement fort) 
correspond aux grandes valeurs de R, tandis que le régime pseudo-périodique (amortissement faible) 
correspond aux faibles valeurs de R. Ici au contraire, l’amortissement augmente quand À diminue (et 
réciproquement). Cela vient du fait que, plus la résistance est grande, plus le courant dans sa branche est 
faible et moins elle intervient dans le circuit. À la limite, pour une résistance infinie, le courant dans L et 
dans C sont identiques, la branche R n’est parcourue par aucun courant et, par suite, n’intervient plus, on 
se retrouve avec l’oscillateur idéal LC, donc non amorti. 


Étude d'un régime pseudo-périodique > énoncé p. 144 





© À r = 0 le circuit est depuis longtemps en régime libre (circuit RLC série fermé sans aucun générateur), 
donc le régime permanent est atteint, le condensateur est totalement déchargé et aucun courant ne peut 
plus circuler dans le circuit. Toutes les grandeurs électriques sont nulles, en particulier g et i. C’est l’état 
zéro décrit dans le cours. 


© On écrit la loi des mailles sur le circuit : 


U, +ug TU =E SOIt : LT +Ri+É=E 
OT : =; d’où : Lÿ+Rÿ+È=E 
Soit : g+ T4 = qui s’écrit : g+27q+@iq= 7 





avec les notations de l’énoncé. 


N. B. : y de l’énoncé est identique à À du cours. Le courant i circule dans la bobine, il est donc continu, 
de même que la charge du condensateur lors de la bascule de la tension du générateur (échelon). D'où : 


g(t=0")=qg(t=0 )=0) et i(t=0")=i(t=0 )=0 soit: V|g(t=0")=qg(t=0 )=0 


© La solution de l’équation différentielle est la somme d’une solution homogène g,, (équation sans second 
membre) et d’une solution particulière g., que l’on recherche sous la forme d’une constante, puisque le 
second membre est constant : 








qt)=qu(@)+4q(t) avec : q(E) = constante — —- =\C2 
0 
L’équation différentielle homogène admet 3 types de solutions selon le signe du discriminant de l’équation 


caractéristique associée : 
r° +2yr +0 =0 de discriminant réduit :  A'=y"-@; <0 car: @,>7 
Les solutions de l’équation caractéristique sont donc complexes : ,=—y+7 V® -7” 
La solution homogène de l’équation différentielle est donc de forme générale (régime pseudo-périodique) : 


= C0 [A COS(@f) + Bsin(œr) | avec : = @, — 1e 


La solution complète de l’équation est donc : g(t)=q,(t)+q; =e [ A cos(@f) + Bsin(œt)| +CE 

D'où : g()=-ye "| Acos(œr) + Bsin(@r)]+e | -œA sin(œr) + Bo cos(œr)| 

À et B sont des constantes d’intégration que l’on détermine à l’aide des conditions initiales : 
g(t=0)=A+CE=0 d’où: A=-CE 


mA yA CEYy 
—())==_yA +820 — A 
Kb = 0) y O0 d’où = = 


Soit finalement : |q(f) = [A cos(@t) + B sin(@f)| e"+D 
CE 


V@6 —Y” 


Avec : —\£)5, = 


D = CE © = /@, -y” 
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© La dérivée de q a été calculée ci-dessus, d’où, en exprimant les différentes constantes : 


i(t) = g(t) = YCE| cos(œt) + — sin(@f) le ? + CE] lo — y” sin(@f) — y cos(ar) | cn 
O6 —Y 


Qui se simplifie en : 


2 2 
. O . > | _ 
i(£) = q(t) = CE -——sin(@f)e = I, sin(œt)e ” avec : I°=CE 


V@5 —7 


© On vérifie facilement que les termes exponentiels tendent vers 0 à l’infini, donc : 
lim g(t) = CE et lim i(é) = 0 
t—00 1—00 





Par ailleurs ces limites sont atteintes après un régime pseudo-sinusoïdal (sinusoïde d’amplitude exponen- 
telle décroissante, donc enveloppée par deux courbes) dont la valeur initiale est nulle. Soit les représen- 
tations ci-dessous. 


Bien comprendre 


s On notera d’une part la différence de limite : g tend vers une valeur non nulle 

et reste toujours positive, tandis que i tend vers une valeur nulle en changeant de 

signe alternativement. D'autre part, à l’origine, les deux grandeurs sont conti- 

nues, mais g est dérivable (puisque sa dérivée i est continue), tandis que i ne l’est 

pas (ce qui entraîne que la tension aux bornes de la bobine n’est pas continue en 

0). La tangente à l’origine est horizontale pour g mais pas pour i, comme on le 

voit sur le zoom ci-contre des comportements à l’origine. 

s On notera également que les deux grandeurs oscillent avec la même pseudo-période mais sont déphasées. 





© L'énergie fournie par le générateur est la suivante : 


E= [sioa =E [ac dt=E METT = je dg=E(ql"=E(CE-0) Soit: 


L'énergie finale dans le dipôle LC est la somme des énergies emmagasinées dans chaque dipôle, soit : 


2 2 
l ;; 1 4 (CE) 0 1 
BCD EE US 0 SOI : Esc = 5CE° 
Toute l’énergie fournie par le générateur qui ne se retrouve pas emmagasinée à la fin par LC (en fait 1c1 


uniquement dans ©) a été dissipée par effet Joule, soit : 
1 


E>y =É,-E,= 3 CE 
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Les limites de la charge et de l’intensité sont indépendantes du régime, dans tous les cas à la fin du régime 
transitoire, le condensateur porte la charge CE et le courant est nul. Donc les calculs d’énergie précédents 
ne dépendent pas du régime. La valeur de l’énergie dissipée dans la résistance ne dépend pas de cette 
dernière. S1 on fait tendre la résistance vers 0, 1l peut sembler paradoxal d’avoir toujours la même énergie 
dissipée par effet Joule. En fait, dans le cas d’une résistance nulle, les conclusions sur l’amortissement 
de la solution homogène ne sont plus valables. En effet, dans un circuit LC idéal (donc en l’absence de 
tout amortissement) la solution homogène ne s’amortit pas et les oscillations sinusoïdales constituent le 
régime permanent. De ce fait, l’énergie du générateur est partagée entre le condensateur et la bobine qui se 
l’échangent en permanence. Il n’y a pas de dissipation. 


Bien comprendre 


On pourrait même donner 1c1 les expressions des grandeurs électriques s1 À = 0 qui montrent bien que le 


calcul des intégrales ou des limites des questions @ et @ ne sont plus pertinentes : 
q()=qh(t)+ sp = [A COS(@,f) + Bsin(@,f)| +CE = CE(-cos(®,f)) et i(t) = CE@, sin(@,f) 





E1 Oscillateurs couplés > énoncé p. 145 


© Le choix des charges et des courants est imposé par 
l’énoncé. On peut choisir les tensions comme on le sou- 
haite (1c1 en convention récepteur pour les bobines, et 
par rapport à la définition des charges dans les conden- 
sateurs). On a donc les relations suivantes : 





| dq |  n 
gd À a # 

na & di ne Er, di 
SR CS Ce 


Et la loi des nœuds permet d'écrire : i=i, +1, 


Bien comprendre 


On n’a pas le choix d’une partie de l’orientation. Il faut savoir traiter les dipôles dans n’importe quelle 
orientation, on sera particulièrement vigilant sur les condensateurs qui mettent en jeu trois grandeurs 


algébriques. Le lecteur est invité à vérifier que (en conservant les charges qui sont les grandeurs que l’on 
cherche) d’autres choix d’orientation des courants et des tensions conduisent aux mêmes équations diffé- 
rentielles finales, même s1 les intermédiaires peuvent différer. 





On applique la loi des mailles à chacune des mailles du circuit : 


By di y À 
CR nd D D 
SOI : | 
Ue +Uj, +Uy = GT CN dé _h 


CD rer 
Soit en remplaçant les intensités à l’aide des relations précédentes : 


di d(g, “ di) deg) q is F 

Re TE, ere si 

Go Cac er . & a Ce PE 
OÙ : 

TR dd); d _h D LL (à —à)+ Là = 

6 0 df 2) dÊ (ae 0 do di 242 
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CA 


(L, + L, 4, + C, 


— L,q, =0 


Puis : Soit en posant L, = L,=LetC,=C,=cC 





Lo + LE) + € Lo = 0 
2 


++ Li =0 (0) 
conformes à l’énoncé avec: @œ=L,+L; B=-L,; y=1/C 


(L, + L)ÿ, + e _Lÿ =0 (2) 





© Le système précédent est un système d’équations couplées, c’est-à-dire telles que les deux incon- 
nues figurent dans chaque équation. Les charges des condensateurs sont continues, de mêmes que toutes 
les intensités, car chacune traverse une bobine. Tous ces grandeurs sont donc identiques en f = 0* et f = 
0° d’où les conditions initiales suivantes : 


qa(t=0")=aq{(t=0)=0 i(t=0*)=i(t=0 )=0 
aG=0")=q,(t=0)=Q, POUND PURE 


g.(t=0)=0 
gt =0)=0 





L’énoncé propose une méthode pour lever le couplage. Pour faire apparaître les nouvelles fonctions (S et 
D), il suffit de sommer et soustraire (1) et (2) : 


+ LG +4) + Lo +4) 70 (2)+(1) [u+ros+é-ns=0 
= SOI : . D : 
+ LG + Lo) 0 CD KL+L)b+2+Lb=0 


US 
Puis : (F2 ete . avec : = La et ©, — tre 
De D . D +@2D =0 : EC “ \(L+2L,)C : 
| PEN C 
Les équations différentielles sont celles d’oscillateurs harmoniques, dont les solutions générales sont : 
S = Acos@.t + Bsin @,f 
F = A'cos @,,f + B'sin @,,f 
À, B, A’ et B' sont des constantes d’intégration, qu’on détermine à l’aide des conditions initiales : 
SU 0) = 7 = 0) 0e 0 2 
pa =0)=g, (4 =0)-g(t=0)=0, =A' 


En dérivant les solutions générales et en utilisant les conditions initiales : 





$=—AQ, sinœ,f + B@, cos@t ae nie 
o (e = ë : , 
D = -A'@, sin@,,f + B'@, cos®,,t D(G=0)=4,(=0)-g(6t=0)=0=8 
Finalement les solutions Set D puis les charges : 
un S + D _ Q, 
F = Q, cos @,t D pn (cos @,1+Ccos@,f) 
et 
Me ÿ = 2 = € (cos @,t — COS ©), f) 
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En appliquant les formules de trigonométries habituelles : 


— — A 
eosa+ cos = 2608 PA ko 254 et eosa-cosb =2sn 254 Mnf À q 








2 2 


4 = Q, cos 7 cos EC, Q, cos(@,t).cos(@,t) 
On a : . : 
a =-0, sin( 252 sin( des | —Q, sin (©, f).sin (@,f) 





© Le couplage est dû à la présence de la bobine centrale qui ne permet pas aux deux circuits LC d’osciller 


indépendamment l’un de l’autre. Cela transparaît dans le calcul, où l’introduction de l’autre variable dans 
l’équation d’un des systèmes provient du terme de tension aux bornes de Z,. Si le couplage est fort (donc 
si L, est du même ordre de grandeur que L), alors les fréquences des variations des deux termes sinusoï- 
daux dans les solutions sont du même ordre de grandeur, ce qui ne donne pas de phénomène particulier. 
Par contre, si le couplage est faible ( L,  L), alors les deux pulsations ©, et &, sont proches. On a alors 
&, > @, et les charges présentent des battements, c’est-à-dire que chaque fonction g, est une fonction 
sinusoïdale de pulsation ©, (oscillations) dont l’amplitude varie sinusoïdalement avec une pulsation ©, 
(enveloppe), comme le montrent les courbes donnant les variations temporelles ci-dessous (où l’on a choisi 
&,,= 20 &,) et sur lesquelles sont indiquées les différentes périodes (notons que la condition d'observation 
des battements n’est pas très contraignante, car avec un facteur 8 à 10 entre les fréquences, ils sont déjà 
clairement visibles sur les courbes) : 





Les battements ne sont pas effectués symétriquement, on voit que lorsqu'un condensateur a une amplitude 
de charge maximale, l’autre est minimale. Si le couplage s’annule, l’amplitude de q, devient constante 
égale à q,, et celle de g, est nulle. On a alors deux oscillateurs indépendants, l’oscillateur 2, ayant subi une 
excitation oscille, tandis que l’oscillateur 1 reste dans son état zéro. C’est donc bien le couplage qui permet 
la mise en oscillation de 1. 
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Bien comprendre 


= Les systèmes couplés, en particulier les oscillateurs, sont fréquents en physique. Il s’agit de deux ou plu- 
sieurs systèmes dont le comportement individuel est influencé par celui des autres. Il existe des méthodes 
générales de résolution dans les cas complexes (comme celui des équations précédentes, où l’on n’a pas 
encore simplifié avec des condensateurs et des bobines identiques), qui passent par exemple par la détermi- 
nation de valeurs propres, mais lorsque les équations présentent beaucoup de symétries entre les variables 
(ce qui est le cas ici, le système {(1) ; (2)} est invariant par permutation des variables q, et q,) on peut 
souvent éviter la méthode générale. Ici on a levé le couplage à l’aide de combinaisons linéaires simples 
des équations. On retiendra cette méthode qu’on pourra appliquer avec profit dans d’autres domaines, en 
mécanique par exemple, voir exercice n° 3 p. 296. 

s Notons que le déphasage des comportements (l’un d'amplitude maximale lorsque l’autre est d’amplitude 
minimale) est lié au choix des conditions initiales. Avec deux condensateurs initialement chargés (l’un Q, 
et l’autre -Q, par exemple), on aurait des oscillations en opposition de phase, ce que le lecteur est invité 
à vérifier. 


5) Oscillations amorties > énoncé p. 145 


© L’équation différentielle homogène admet 3 types de solutions (voir cours) selon le signe du discriminant 
de l’équation caractéristique associée : 





ED re ©, = de discriminant réduit : A'=1- © avec: =, E et À= D 


La solution de l’équation différentielle est pseudo-périodique s1 les racines de l’équation caractéristique 
sont complexes, soit pour un discriminant négatif : À° @ < 0 ou, puisque tous les paramètres sont posi- 
tifs : 


A0 donc : a < 2m | 


La condition précédente étant réalisée, les solutions de l’équation caractéristique sont r, =—À+ j V®$ - À” 
et la solution est pseudo-périodique de forme générale : 


2) 
O(t)=e * [ A sin((2f) + Bcos(Qr)| AVEC (2 V@; — }° — JE — ne 


La solution du problème est obtenue en déterminant les constantes d’intégration À et B à l’aide des condi- 
tions initiales : 0(1=0)=0 =B, qui permet de simplifier l’écriture de 8(r) en 6(f) = A sin(Qr)e ” que l’on 








dérive : 
O(r) = Ae * [-À sin(2f) + Qcos(Qr) | soit initialement : O(1=0)= e = AQ 
il 
DE APR E Ml 
d’où : A= Sp .. — 


_t 
Finalement : |O(f) = Asin(Q fe © | avec À et Q définis ci-dessus et 1-2 


© Le décrément logarithmique vaut : 


es soit: lo = 25 


L T 2m T 


TE = 
À sin(œf + Te © sin(@f +27 )e 


Le décrément logarithmique, comme son nom l’indique, mesure la façon dont la courbe exponentielle 
s’amortit. T étant la pseudo-période, c’est la période de la partie oscillante qu1 se simplifie donc aisément 
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dans le calcul. On lit deux pseudo-périodes entre f = 0 et f = 8,05, d’où : T=4,0s 
On lit de même entre {= 1,0set 1 = 5,085 : À = In(0,20/0,10) = In 2 (nombre sans unité), d’où : 


o - 26 _ 2.0,1.In2 





A.N. a — 35 K Sn 
T 4.10 ; 
© On obtient le facteur de qualité en comparant les formes canoniques de l’équation différentielle : 
O _ 3 _2 _26 —. = DT 
DR Ra d’où : QO 25 


S1 on considère en première approximation que la pseudo-période est proche de la période propre (amor- 
tissement suffisamment faible, soit O >> 1/2), alors : 

= Volo _ 27 
D #6 


16. Portrait de phase > énoncé p. 146 


© Dans tous les cas, l’anneau décrit un cercle ou une portion de cercle sur le cerceau sur lequel il est astreint 
à demeurer. 


SOI : O=Tr——zS qui légitime a posteriori l’approximation. 


æ S1 sa vitesse initiale est faible, l’anneau remonte jusqu’à une certaine hauteur, puis redescend et remonte 
de l’autre coté. Il oscille donc entre deux point B et B' (en rouge ci-dessous). B et B' sont d’autant plus 
hauts sur le cercle que vw, est grande. 

æ S1 sa vitesse initiale est assez grande, on comprend facilement que l’anneau arrive en haut (A) avec 
une vitesse non nulle et retombe de l’autre coté (en bleu ci-dessous), puis (en l’absence de frottement donc 
de dissipation d’énergie) le même mouvement se reproduit (attention : le mouvement est le même mais 
mathématiquement l'angle après un tour est augmenté de 2x). Ce type de mouvement peut se faire dans 
un sens où dans l’autre (en couleur plus claire ci-dessous) selon le sens de la vitesse initiale. 

On peut donc dire qu’il existe une valeur limite de , (vw. telle que, en deçà, l’anneau oscille entre 
deux positions symétriques de part et d’autre de A (6 reste borné) et au-delà l’anneau tourne indéfiniment 
dans un sens ou dans l’autre et donc 6 tend vers l’infini. 

Dans le cas limite ou w, = w,.,, l'anneau s’immobilise théoriquement lorsqu'il arrive en haut avec une 
vitesse nulle (en vert ci-dessous). En réalité, on n’obtient jamais une valeur exacte en physique, et si la 
vitesse est juste un peu plus petite que la vitesse limite, le point redescend du même côté, sinon 1l redescend 
de l’autre coté et fait un tour complet. 





© En étudiant le portrait de phase et compte tenu de l’analyse précédente, on voit que : 


% Les trajectoires fermées ®O@ correspondent à un mouvement périodique et donc à des oscillations 
entre deux positions, tandis que les trajectoires ouvertes D@®@® correspondent au cas où le point effectue 
des tours complets. 


% Les trajectoires fermées sont parcourues dans le sens horaire, les trajectoires ouvertes de vitesse initiale 
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positive (vers la droite en À, 60 évolue dans le sens trigonométrique, donc augmente, sa dérivée est positive) 
sont parcourues vers la droite, les trajectoires de vitesse initiale négative (vers la gauche en A, 6 évolue 
dans le sens horaire, donc diminue, sa dérivée est négative) sont parcourues vers la gauche (voir flèches 
ci-dessous). 

æ Avec le choix des conditions initiales de l’énoncé, tous les points de départ se situent en 0 = 0 sur l’axe 
des ordonnées. On constate bien que la valeur de la vitesse initiale des trajectoires fermées est inférieure à 


celle des trajectoires ouvertes et : 
tt € LAS ETES - VU Wed Use ve 


® Positions initiales 


NN ENV 


| Ï ] 
| \ ) 
\ \ \ / p / à” \ / TL \ \ \ / / ] / 
\ à d / à 
: K D : F4 . D / 
We : ; a 


RS RS EE A TT ; 
N. N / 

NC LR PA 
K PE 


Se 





% La tragectoire @ est un cercle correspondant à une situation harmonique, l’équation différentielle est 
linéaire. On verra dans le cours de mécanique que cela correspond effectivement à la solution de l’équation 
différentielle pour une amplitude faible (telle qu’on pourra linéariser : sin0 # 6). Si on augmente wr,, l’ap- 
proximation devient non pertinente, c’est pourquoi la courbe © n’est plus un cercle, l’amplitude augmente 
et l’oscillation n’est plus harmonique (l’équation différentielle est non linéaire). 


On obtient donc des trajectoires de phase fermées, tant que v, < vw, et ouvertes si vw, > v,.. Les 
courbes ® et © correspondent donc au cas limite théorique où la vitesse initiale est exactement suffisante 
pour arriver au sommet avec une vitesse nulle (en A’). En réalité le système suivra une trajectoire fermée 
(en rouge sur le schéma ci-dessus) s1 la vitesse est juste inférieure à la vitesse limite et une trajectoire 
ouverte sinon (en bleu sur le schéma). Les zooms successifs de ces cas montrent qu’une très faible diffé- 
rence de conditions initiales autour de la vitesse limite conduit à des évolutions nettement différentes. Le 
fait que les trajectoires ® et © passent par un même point est donc dû au fait qu’elles correspondent à des 


cas limites théoriques. 


À méditer 


Ne t'inquiète pas si tu as des difficultés en maths, je peux t'assurer que les miennes sont bien plus importantes ! 
ALBERT ÉINSTEIN (1879-1955) 
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Les régimes transitoires étudiés au chapitre précédent ont mis en évidence le comportement oscil- 
lant des systèmes mécaniques et électriques et la forte analogie qu'ils présentent. Ces régimes, 
par nature éphémères, traduisaient la réponse des oscillateurs à de brèves perturbations de leurs 
contraintes. Dans ce chapitre, il s'agit maintenant d'étudier la réponse de ces mêmes oscillateurs à 
des contraintes permanentes, et, plus spécifiquement, des contraintes d'oscillations sinusoïdales. 
C'est un phénomène très courant, tant en mécanique, où de nombreuses perturbations peuvent 
être assimilées à des excitations sinusoïdales à toutes les échelles (ondes sismiques sur des bâti- 
ments, excitation d'atomes par un champ électromagnétique), qu'en électronique, car les centrales 
électriques génèrent des courants sinusoïdaux, de sorte que la plupart des appareils domestiques 
et industriels fonctionnent en régime sinusoïdal. Par ailleurs, grâce à la transformée de Fourier qui 
permet de traiter toute contrainte comme une somme de contraintes sinusoïdales, et du fait de la 
linéarité des systèmes étudiés, la réponse d'un système à une contrainte quelconque pourra être 
obtenue à partir de l'étude des contraintes sinusoïdales. 


ms OUTILS MATHÉMATIQUES x 


= Module d’un nombre complexe : [z| = Re(z) + Im(z) 












: ré 
s Module d’un quotient de nombres complexes : Lies fil 
a| (el 
arctan(? si a > 0 
= Argument d’un nombre complexe : arg(a +ib)= 
arctan(? +7 sia<0 
Z arctan (x) 
= Argument d’un quotient de nombres complexes : arg| —L [=arg(z)-arg(z,) #2|- 
Z2 
= Fonction arctangente : y=arctan(x) & x=tan(y)etye -5.+2) 





N. B. : Comme il y a un risque de confusion certain entre le « i » désignant l'intensité et le « i » dési- 
gnant le nombre complexe (i° = -1), il est d'usage de noter en électricité en particulier, et en physique en 
général, « i » mathématique par la lettre « j ». On adopte cette notation dans tout ce qui suit : j =—1. 





D CETTE 


1. Oscillateur en mécanique 


. > 
amortisseur œ Fi 


On reprend l’étude d’un système de masse m assimilé à un point maté- 
riel M accroché à l’extrémité d’un ressort horizontal, en présence de 
frottements visqueux, dans le référentiel terrestre considéré galiléen. 


oi ; 0 ressort k 
L'autre extrémité À du ressort n’est plus fixe, mais animée d’un 
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mouvement de translation. On paramètre le système, comme Position d'équilibre 
indiqué sur le schéma, les positions de A et M sont repérées . lo : 
par rapport à leur position d’équilibre (repos). Soit : LL TOOOUOOO + | 
OM=(, +)e, vw ze, a=ie, OA =, (1)e, n - ; 
A : D / . = —+— — > 
M est soumis à son poids P, la réaction normale du support R, - 
la force de frottement f et la force de rappel exercée par le - + DOOUOUUO M 
ressort T avec : | : 
F- .. \ _ €" l F4 
J =-OV- où @ est une constante positive.  — —— —— + 


T=-k(E—£,)e, =-K(6, + — a — L je, = —K(y — a Je, 
La seconde loi de Newton appliquée à M, puis sa projection sur l’axe (Oz), s’écrivent : 
ma = ÿ forces 2T+f+P+R d’où : mi = —k(, — 44) Ci 





LA LR, LR 
Soit : ee Lire nn ja ©) 
Sous forme canonique : +0 +085 = œ y (0 avec : @, — : et Q= "re = Om 


On obtient une équation différentielle linéaire du second ordre à coefficients constants avec un second 
membre non nul. Si le mouvement de A est sinusoïdal : 
Gus 


Q 


OA = a (De. = Ascos(@r)e. alors : + it ONE = O; À, COS(@) 


2. Oscillateur en électrocinétique 


On s'intéresse au circuit RLC série alimenté par un générateur qui 
délivre une tension variable u,(#). Afin d'établir l’équation diffé- 
rentielle vérifiée par la charge g(f) du condensateur, on applique la 
loi des mailles au circuit : 


U, +Ug FU =U, 





D'où : LÉ +Ri+4=u, avec: i=4 
Soit : Lÿ+ Ra + T-u PUIS : re = 
GC © L 


(0) 1 /L 
f , à LE 2 _ 2 : = ——— = — | — 
Sous forme canonique : ÿ+—qg+@, q =@, Cu .() avec Te et O RVC 


On obtient une équation différentielle linéaire du second ordre à coefficients constants avec un second 
membre non nul. Si le générateur délivre un signal sinusoïdal, alors : 


u,(f) = U, cos(œf) alors : 





On obtient une équation similaire à celle obtenue en mécanique, ce qui est tout à fait attendu, en raison de 
la forte analogie étudiée au chapitre précédent entre les oscillateurs en mécanique et en électrocinétique. 


3. Régime forcé 


. _. > |: - : …. D, . 
Les oscillateurs précédents sont tous décrits par une équation du type $ + 0° + @$s = @je(r) dans laquelle 


on pourra adapter les paramètres et les grandeurs physiques en remplaçant s par x, y, z, ou un angle 6, si on 
a un oscillateur mécanique, ou par g, i ou une tension pour un oscillateur en électrocinétique. 
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Définitions 

= Un oscillateur forcé est un oscillateur soumis à une excitation e(f) variable dans le temps et per- 
manente, son comportement étant traduit par l’équation différentielle de la forme ci-dessous, dont la 
solution s(?) décrit le régime forcé adopté par l’oscillateur, autrement dit sa réponse à l’excitation. 


S+ ae 1 @$s _ @je(t) solutions de la forme : s(£) = s,,(6) + s,,@) 


a s,(r) est la solution générale de l’équation homogène, dont il a été montré qu’elle s’amortit de façon 
exponentielle, avec une constante de temps t (où T = Q/2&,), cette solution correspond au régime 
transitoire de l’oscillateur libre amorti vu au chapitre précédent. 


= $,,(f) est une solution particulière de même nature que l'excitation du second membre. Au bout de 
quelques 7, on peut considérer le régime transitoire comme terminé, s(f) se limite alors à la solution 
particulière s(r) = s,,(). L’oscillateur a alors atteint son régime forcé permanent. 


# Lorsque l’excitation est sinusoïdale, alors la réponse est sinusoïdale de même fréquence et le régime 
forcé est dit régime forcé harmonique. 





# Dans tout ce chapitre, on supposera que le régime transitoire a une durée brève et on ne s’intéressera 
au système qu’une fois son régime permanent forcé atteint. On verra cependant un exercice pour lequel 
ce n’est pas le cas. 


Le portrait de phase d’un tel système peut 
être assez complexe, 1l présente un régime 
transitoire qui évolue dans tous les cas vers un 
régime permanent sinusoïdal, identique à celui 
de l’oscillateur harmonique dont on sait qu’il 
est elliptique (fermé car périodique). Sur le por- 
trait de phase ci-contre, on observe la réponse 
d’un système mécanique initialement immobile 
à l’équilibre, avec Q = 5 et forcé à sa pulsation 
propre @,. On y distingue clairement une phase 
transitoire en bleu clair correspondant à un 
régime pseudo-périodique transitoire, suivi d’un | Régime 
régime forcé permanent (en bleu foncé) qui cor- transitoire 
respond à des oscillations sinusoïdales. 


Régime 
permanent 








Remarque : Le forçage peut ne pas être sinusoïdal, mais, grâce à la décomposition de Fourier, 1l pourra 
toujours s’écrire comme une somme de fonctions sinusoïdales. Les équations étant linéaires, la réponse de 
l’oscillateur en régime forcé pourra être obtenue par la combinaison des réponses aux différentes fréquences 
(ce qui est étudié au chapitre suivant). C’est pourquoi l’étude peut se limiter au cas sinusoïdal et rester 
parfaitement générale. La solution forcée est de même pulsation et donc de même fréquence que l’exci- 
tation, par contre son amplitude et son déphasage par rapport à l’excitation vont varier avec la fréquence. 


Propriétés 
z Un oscillateur forcé en régime permanent harmonique oscille à la période imposée par l’excitateur, 
contrairement à un régime libre où la période ou pseudo-période est caractéristique du système. 





= À une excitation de la forme e(r) = E,, cos(@f), la réponse est de la forme : 5(f) = S,,(@)cos(œf + o(@)) 


Le but de ce chapitre et du suivant est d’étudier les variations de l’amplitude et de la phase de la réponse 
en régime forcé permanent harmonique, en fonction de la fréquence f ou de la pulsation d’excitation © 


et des paramètres de l’oscillateur (&, et Q). 
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4. Méthode de résolution par les complexes 
Définitions 
= À une grandeur sinusoïdale s(f)=S, cos(@f +), on associe la grandeur complexe : 
sE)=S,e 9 =S, [cos(ot+@p)+jsin(@r+p)]  —= s(t) = Re(s(t)) 
= La grandeur complexe associée à s(r) s’écrit : 
SH) = Se tem Ser où S =S,e" est appelée l’amplitude complexe. 
= S , l'amplitude de s(f), est aussi le module de l’amplitude complexe associée. 
= @, la phase à l’origine de s(f) est aussi l’argument de l’amplitude complexe associée : 


S, = |S | — max(s(f)) @ = arg(S) = phase à l’origine (s(®)) 





= On peut remarquer que l’excitation est généralement exprimée avec une phase nulle (définissant ainsi 
l’origine des temps), elle s’écrit alors elle-même en notation complexe : 


e(t) = Ee"" =Ese"" =E, [cos(of) + jsin(œr)| 
qui donne E = E,, une amplitude complexe réelle. 


= L’expression de la grandeur s(f) en notation complexe permet d’écrire les dérivées successives : 
ds) _ 45,6" | 
— 


$(#) = Jos €" = jos 
d” L d TC . n (@t+ . n 
PS PSE] Te ]_ (ja) Se" =(jo)"s 


Et inversement la primitive (que l’on peut aussi réitérer) : 


Propriété 


= Dériver s(f) = S cos(wt+@) revient à multiplier par j@ son complexe associé, dériver n fois par (j@)". 





= Intégrer s(f) =S cos(æf+@) revient à diviser par j® son complexe associé, intégrer n fois par (j@)". 


Intérêt de la notation complexe 
On rappelle qu’on cherche s(f), une solution particulière de la forme du second membre, donc sinusoï- 
dale de pulsation ©, qui vérifie : 


+0 $+@is= QE, cos(@f) (1) 


On traduit donc l’équation différentielle en notation complexe en associant à s(#) la forme : 
HS ce es” 
? . : . O, . 2 2 J@t 
On écrit alors : S+—$+@,s = O,E,e 
S it : . 2 jœt % . jt 2 j@t __ 2 jt 
Oil : (j@) Se” + 0 (jo)Se” +o Se = E,e 


En éliminant le terme temporel, l’équation précédente devient une équation algébrique complexe, où 
l’amplitude complexe est l’inconnue : 


@, . 
—@°S + D 108 +OS=OE, (2) 
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Conclusion : L'intérêt de la notation apparaît évident maintenant. En séparant, dans la grandeur com- 
plexe, la partie temporelle des paramètres de phase et d’amplitude et grâce à la propriété de l’exponen- 
telle (proportionnelle à sa dérivée), on remplace la résolution d’une équation différentielle en s(f), par 
la résolution d’une équation algébrique (complexe) en $S beaucoup plus facile. Comme on connaît déjà 
la partie temporelle de la solution s(f) (fonction sinusoïdale de pulsation ©), la résolution par les com- 
plexes donne toutes les autres informations concernant la solution, à savoir l’amplitude et le déphasage 
par rapport à l’excitation. Les méthodes de résolution des problèmes physiques par les complexes sont 
loin de se limiter aux oscillateurs abordés 1ic1. On retrouve ces outils en traitement du signal, en électro- 
magnétisme, en physique ondulatoire… 


Rs POINT MÉTHODE 
Comprendre le lien entre équation différentielle et équation complexe 


à Il ne faut donc jamais perdre de vue que l’équation algébrique en notation complexe n’est qu’un 
moyen mathématique commode de traduire le comportement physique réel du système, lequel est décrit 
par l’équation différentielle. 


= [l faut savoir passer d’une équation différentielle à son équation algébrique complexe associée et 
inversement, d’autant qu’on verra qu’on résout souvent les problèmes (en particulier en électricité), en 
écrivant directement l’équation complexe. Ainsi, si x(f) et y(f) ont pour amplitudes complexes X et Y : 
: d 
—ao X + jboX +cX = 0Y + jBoY Signifle : a +0 +ex= ay + BE 
= Inversement, on pourra dès à présent, une fois l’équation différentielle écrite, la transformer directe- 
ment en équation sur l’amplitude complexe en éliminant d’office le terme temporel. 


= Par ailleurs, 1l ne faut pas oublier non plus que la solution complexe n’est que la partie permanente du 
régime forcé, c’est-à-dire la solution particulière de l’équation différentielle, et que toute recherche 
du régime transitoire ne pourra se faire qu'avec l’équation différentielle réelle. 


= Notons que s’il a été beaucoup plus pratique de déterminer les solutions des régimes transitoires 
(solutions de l’équation homogène) à l’aide d’une forme canonique faisant intervenir À et &,, il est plus 
habituel d’utiliser les paramètres Q et ©, dans la recherche de la solution particulière qui constitue le 
régime forcé permanent. On verra dans l’exercice n° 2 p. 176 que ce n’est pas cependant une obligation. 








[I TL EEE CRETE OUT 


Récapitulatif des systèmes 


e(t)=E, cos(wt) Support oscillant : 3 1) = A,cos(œf) Générateur sinusoïdal : u,, = U, cos(œf) 


st) = V, cos(@f +Ww) vitesse : WE) = j = V cos(or+ W) intensité : (1) = q=1, cos(@t +Ww) 
È @, pulsation propre L JE __Vkm 
0 D. = ns 
Q = facteur de qualité 0 Vm e œ 


* On peut préférer la tension aux bornes du condensateur qui lui est proportionnelle (voir exercice n° 4 p. 176). 
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0 
s(t)=S, cos(@t +) élongation : 40) — Z, cos(@t +@) Charge* : g(t)=Q, cos(œt +) 











Oscillations forcées 





1. Réponse forcée en élongation ou en charge : s(t) 


On résout maintenant l’équation (2) : 
2 2 
O, . | O, E | @, E : 
D S+-2joS+@S=@E, quidonne: S=— 00 soit s=— 00 e” 
Q 2 2. : OO 2 2, : 0,0 
O, —® +} D, -®D +j —— 


Q Q 





ms POINT MÉTHODE x 
Exprimer la solution forcée 


= [1 est évidemment possible à partir de l’expression précédente de s(#), d’exprimer complètement le 
terme exponentiel, puis après un calcul sur les complexes (qui passe par la multiplication du conjugué du 
dénominateur) de retrouver une expression dont on extrait la partie réelle, qui donnera une solution sous 
la forme d’une somme de deux fonctions sinusoïdales (s(r) = Re(s) = Acos(æf)+Bsin(æf)). Bien qu’utile 
dans certains cas (voir exercice n° 3 p. 176), on évitera le plus souvent cette démarche, même si à force 
de n’exprimer que S (@) et @(w), on finit par perdre de vue qu’on détermine une solution temporelle 
oscillante dans ce type de problème. 


= On cherche plutôt ici la solution sous la forme s(£) = S cos(œf+@) puisqu'on s’intéresse à l’amplitude 
et la phase de s{f). On aura facilement ces informations en se rappelant que le module d’un quotient est 
égal au quotient des modules et l’argument d’un quotient est égal à la différence des arguments. 


= Il est souvent commode de faire apparaître une grandeur sans dimension, notée x. Cette grandeur 
sera le rapport de la pulsation à une pulsation caractéristique du problème, soit ici ©, : x = æ/@,. Cette 
notation se généralisera dans le chapitre suivant, à des situations où une pulsation caractéristique (pas 
nécessairement une pulsation propre) apparaît toujours dans le système et ses équations. Pour ne pas 
alourdir inutilement l’écriture, on écrira un peu abusivement s(@) = s(x) (voir chapitre I IIL.2. p. 14). 


L’amplitude et la phase de la réponse sont respectivement le module et l’argument de l’amplitude 
complexe : 
2 
s=5. (pee = Do E 
œ-@ + j © 1-x +) 


Q Q 





% Propriétés de l'amplitude de la réponse 
lim S,,(@) = lim S (X)=E, 


limS, (@)=limsS, (x) = 0 





La fonction passe par un extremum si son dénominateur (et plus simplement la fonction g(x) sous la 
racine) également. On vérifie l’existence d’un extremum en annulant la dérivée de ce terme par rapport 
à x (plus simple que ©) : 


de 020200 soit rx sl 


La solution x n’existe que si Q > & et on peut vérifier qu’elle correspond à un maximum de l’ampli- 


tude. L'autre solution (la solution x = 0) n’a pas d’intérêt 1c1. La pulsation correspondante est : 





un Le Le ss man LL « æ m2 
ele el- l lo Onoar eo m 
xzpge.DIOgHOotcom 
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1 
@(extremum) = @, = @,,[1-—— 
\ 20 


% Propriétés de la phase de la réponse 


_O.®D .®O,® ON Q) . Q 2 2 
= arg $ = arg(@iE,)-ar Loi-w+) - x Loi-w+) - x | - h- — — (@ — © ) 
p 89 AO, 8 O, O 81 W, O £| J O Jo, © 0 


Où l’on a factorisé par la partie imaginaire de façon à obtenir une expression qui permet d’utiliser la 











fonction arctan, le nombre De . 2 = (@ — © i) étant sans ambiguïté un complexe d’argument compris 








entre -T et Z,, en raison de son cosinus positif. On a alors : 
2 2 
®, — © 
p = argsS = 1 - 26 — © ) = IT _;tan) - Q (@, —@°) 
_ OO, 2 @,@ 


D | 


Q. 1 lim o@(@) = lim o(x) = 0 
p=argsS = arctan (D; —@) |- 3 =areanf Of x) 10 x0 
D a 2 L lim @(@) = limo(x) = -7 


Rs POINT MÉTHODE ns 
Exprimer la phase de la solution forcée 


= [Il est indispensable ici de connaître parfaitement la fonction arctangente pour être à l’aise dans les 
expressions de la phase et la façon commode de l’écrire (mise en facteur par la partie imaginaire). On 
peut cependant écrire la phase de façon implicite, si l’on préfère raisonner sur la tangente, sans utiliser la 
fonction réciproque. Il faudra alors préciser le signe, soit de la partie réelle, soit de la partie imaginaire 
de l’amplitude complexe pour lever toute ambiguïté sur @. On écrira alors : 
Im(S) 
tan ® — Re(S) 
= Dans le cas précédent par exemple, on obtiendra les mêmes conclusions qu’avec la fonction arctan 
en écrivant : 


et parexemple cos(®) >0 ou sin(@) <0 ou 


Imd=rs 
ES) 2 Q x et  sinp<0 


É 
an p — Re(S) Re(l—x? + j 2) O(-x°) 








Résultats 


= La réponse s(f) de l’oscillateur linéaire amorti à une excitation sinusoïdale e(r) = E,cos(œrf) est : 


= @E ee — 
ü 2 2 \2 O,0 2 2 : 
s(t)=S,(@)cos(œt + p(@)) avec : (ao -o') 1 O ] NUE +(3) 


p=arctan (ai = a’)}- = arctan (o È =& | =? 


X 





Ces résultats concernent l’élongation 40) de l’oscillateur mécanique du [.1., la charge g(f) de l’oscillateur 
électrique du I[.2. ou la tension aux bornes du condensateur qui lui est proportionnelle. Ainsi que d’autres 
cas que l’on rencontrera dans les exercices. 
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2. Réponse forcée en vitesse ou en intensité : s(t) 

La réponse de la dérivée concerne en mécanique, la vitesse du système en translation ou la vitesse angu- 
laire d’un système en rotation et en électricité, l’intensité. On étudie v(f) = $(f) la dérivée de s(r) à l’aide 
de son complexe associé : 





à 
. | | ; OD;E 
V=S=7JOS d'amplitude complexe : V = joS = JOLo 0 
2 2 . O0 
O, —® +} 
E E 
Soit : V = V,(@) COS(@f + y(@)) — = — _ Q0, 0 
1401 2 70 | 1+ o(-1) 
-i0| @,— @ | J . 


Résultats 


La réponse v(r) = s(r) de l’oscillateur linéaire amorti à une excitation sinusoïdale e(r) = E cos(@r) est : 


RE QOËE, QOE, 


| o à] +0 (x-1) 
S(t)=v(t)=V,(@)cos(of+wy(@)) avec : ©), X 


y = arctan Lo (a - 2) arctan (o (£ -x)] 





Les calculs sont similaires à ceux du cas précédent. Les limites de l’amplitude et de la phase sont : 


lim V, (@)= limV,, (x) = 0 lim y(@) = lim y(x) = /2 
lim V. (©) =limV. (x) =0 limwy(@) = limwy(x) =-r / 2 


Dans ce cas l’amplitude V, passe nécessairement par un maximum, correspondant au minimum du déno- 
minateur qui, compte tenu de sa forme, est obtenu pour : 


L -1 = ( SOI : 1 et œ(extremum) = @, 


3. Résultats et allures des réponses 


L'ensemble des résultats qui précèdent ainsi que les représentations graphiques de l’amplitude et de la 
phase des réponses des oscillateurs sont rassemblées pages suivantes. 


Interprétation : Pour interpréter les phénomènes mis en évidence, il est plus facile de raisonner sur 
le système mécanique, plus « visuel ». L’analyse de la réponse en élongation montre que la fréquence 
d’oscillation du support À conduit à différents comportements de M : 


æ S1 on fait osciller A très lentement (basse fréquence, © — 0), l’extrémité M oscille en phase (o = 0) 
et avec la même amplitude (S, =E,) que A et tout se passe comme si le ressort était une tige rigide. 


% S1 on fait osciller A très rapidement (haute fréquence, © — ©), M ne bouge plus (amplitude et vitesse 
tendent vers 0) : les oscillations sont trop rapides et la masse « ne suit plus ». 


% S1 on fait osciller À à une fréquence intermédiaire, M oscille avec une amplitude et un retard qui 
dépendent de w et de ©. 


% Pour une excitation au voisinage de la fréquence propre, le système est soumis à une fréquence qui 
« lui convient » et donc répond avec beaucoup d’entrain. Plus la valeur de Q est grande, c’est-à-dire moins 
le système est amorti et plus l’amplitude des réponses au voisinage de la fréquence propre est élevée. À la 
limite pour un système non amorti (pas de frottement ou pas de résistance) l’amplitude tend vers l’infini, 
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situation qui évidemment détruira le système avant de se produire (voir exercice n° 3 p. 176). 


On peut transposer tous ces résultats au système électrique grâce aux analogies habituelles. 


D Réponse en élongation ou charge (ou tension) Réponse en vitesse ou intensité 
Réponse réelle sf) =S,, cos(@t +) S(f) = V, cos(œ@t +w) 


Amplitude _ Ê 
complexe () x+j2 
de la réponse Q 


Amplitude 
de la réponse 


Q=5  Résonance aigue 

: Q=LS Résonance floue 

OQO=0.4 Pas de résonance 

: 1 

Q = —— cas limite 
Courbes : \2 


Abscisse 
du maximum 
(résonance) 


Le maximum n’existe que si Q > 2. 
x, se rapproche de la fréquence 
propre quand Q augmente. 


Maximum 
d’amplitude 


Quel que soit Q, le maximum existe 
et correspond toujours à la fréquence propre. 


La 
2 


Courbes 


dl 


résonance 


Maximum Au maximum d'amplitude, le déphasage est Au maximum d’amplitude, la réponse est toujours 
d’amplitude d’autant plus proche de —-x/2 que Q est grand. en phase avec l’excitation. 


résonance 
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I AETLELLE 


1. Nature du phénomène de résonance 


On a vu que la réponse à une excitation sinusoïdale, en mécanique comme en électrocinétique, est 
sinusoïdale de même fréquence. L’amplitude et le déphasage de la réponse dépendent de la fréquence. 


Définitions 
a Un système forcé présente une résonance si l’amplitude de sa réponse passe par un maximum pour 
une fréquence finie non nulle. La fréquence correspondante est appelée fréquence de résonance. 


= On appelle fréquences de coupure les fréquences telles que l’amplitude de la réponse est égale à 
l’amplitude maximale divisée par VD 


S (© 


m coupure ) : to 


= On appelle bande passante (BP) le domaine fréquentiel pour lequel l’amplitude de la réponse est 


supérieure ou égale à l’amplitude maximale divisée par JET 


m,max 


S 
DEBP & S,(@)>-""* 


V2 


e #P #’ 0 . ®, 
= On appelle acuité de la résonance, le rapport sans dimension : % = 


AG 





= On peut se demander pourquoi on introduit un facteur V2 pour définir la coupure (qui n’a rien à voir 
avec la notion de grandeur efficace). En réalité, on comprend mieux ce terme s1 l’on raisonne en puis- 
sance. On dira que le système répond de façon acceptable, si la puissance est au moins égale à la moitié 
de la puissance maximale. Or la puissance est un terme quadratique de la réponse, et diviser la puissance 
par 2 revient donc à diviser l’amplitude par V2. Dans un dispositif sonore par exemple, cela signifiera 
qu’on considère que le son « passe » si sa puissance sonore est au moins la moitié du maximum et qu’il 
ne « passe pas » sinon. Ce choix d’un facteur 2 est arbitraire, mais finalement assez naturel. 


= L’acuité est d’autant plus grande (pic de résonance très « pointu »), que le facteur de qualité est grand 
et donc que l’amortissement du système est faible. 


s La présence d’une résonance suppose un pic dans l’amplitude de la réponse. La bande passante est 
alors un intervalle de fréquence autour de ce pic. Cependant la bande passante peut aussi être définie en 
l’absence de résonance, comme indiqué sur le schéma ci-dessous. 










S 
Sri 
Sd nee TITRES EC 
S Bande passante S,max ie Ars 
m,max ee : 
ES US A@ = De2 — Dj V2 c 
@] @2 (1) @, © 
Bande passante en d'une résonance présence Bande passante en l'abscence de résonance 
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2. Bandes passantes des réponses 
 Résonance en vitesse ou intensité 








Ve — O@,Ë, = QE, 


V2 V2 


x, et x, les bornes de la bande passante vérifient : y ( )— 


2 
qui donne aisément (voir Vers la colle p. 175) : O” Ê — u =] soit X— 1] — +0 
Soit à résoudre deux équations du second degré (écrites en une seule) : + D —1=0 
. ;  : | 1 1 
dont les solutions x, et x, (notées x,,) s’écrivent : X,3 = (+2 + D + 4 | 
et où seules les valeurs positives ont un sens physique, soit : 
O 1 1 (0) Il Il 
= = | + [= +4 = =] ++ |— +4 
@, OX, 9 | O 0° | et ®, OX; 9 | O O0” | 

: ; O O 

Et finalement la bande passante et l’acuité : A@ = @, — ©, = Q et À = Frs L L 


 Résonance en élongation ou charge (ou tension) 


Cette notion n’a de sens que si la courbe passe par un extremum. Le calcul littéral de la bande passante 
est lourd et sans intérêt particulier. On aura souvent intérêt à étudier la courbe expérimentalement (voir 
exercice n° 4 p. 176). x, et x, les bornes de la bande passante vérifient alors : 
. max È 9 . Il 
S,(X:)=— <= qui n’a de sens que si : Q> No) 


V2 
3. Conséquences pratiques de la résonance 
 Résonance en électricité 


Le phénomène de résonance en électricité s’étudie aisément à l’aide d’un oscilloscope dont la voie 1 
enregistre la tension fournie par le générateur et la voie 2, la tension du condensateur ou celle du résistor 
(proportionnelle à l’intensité). En balayant le domaine de fréquences, on observe que la tension du géné- 
rateur conserve une amplitude constante, tandis que celle de la voie 2 passe par un maximum, d’autant 
plus grand que la résistance du circuit est faible. On observe aussi aisément l’évolution du déphasage. On 
comprend qu’un tel phénomène puisse être de nature à endommager les circuits. À contrario, lorsqu'on 
veut sélectionner une fréquence particulière (table de mixage d’un enregistrement sonore ou sélection 
d’une émission radio par exemple), on aura intérêt à disposer d’un circuit résonant, accordé à la fré- 
quence souhaitée de façon à ne sélectionner que les réponses intéressantes du système. 


” Résonance en mécanique 


En mécanique le phénomène de résonance est présent dans de nombreux domaines, car tous les systèmes 
mécaniques ont des fréquences propres et répondent à une excitation par une vibration d'amplitude 
d’autant plus grande que le système est peu amorti et que la fréquence d’excitation est proche d’une 
fréquence propre. Comme en électricité, on peut, soit rechercher, soit vouloir éviter une résonance. 


Résonance utile : on cherche à amplifier la réponse par une excitation proche de la fréquence propre 
et/ou un amortissement faible. 

s Trampoline : pour monter le plus haut possible, 1l faut sauter à la fréquence de résonance du tremplin, 
c’est pourquoi le débutant peine parfois à trouver cette fréquence. Chaque athlète règle en général le dispo- 
sitif de façon à accorder la fréquence de résonance du trampoline à celle des sauts qu’il souhaite réaliser. 


= Four à micro-ondes : les ondes excitent les fréquences de résonance de vibration des molécules d’eau, 
qui acquièrent une grande énergie, ce qui se traduit par un échauffement au niveau macroscopique. 
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Résonance nuisible : on cherche à limiter la réponse par une excitation différente de la fréquence propre 
et/ou un amortissement fort. 


= Les soldats ne franchissent jamais un pont au pas cadencé. En effet cette fréquence pourrait être 
malencontreusement celle de résonance du pont, or un pont en pierre n’est pas très élastique ! Bien 
que des versions divergent sur le sujet, 1l est possible que le pont d’Angers ait été détruit ainsi en 1850 
(223 morts) de même que celui de Broughton en 1833. 


= Un autre pont, suspendu celui-là, le pont de Tacoma Narrows a été détruit en 1940 lorsqu'il a subi des 
rafales régulières de vent à sa pulsation propre’. 


= Lorsqu'une machine à laver tourne de plus en plus vite en essorage, 1l n’est pas rare qu’à un moment 
elle se mette à vibrer violemment. En effet, la fréquence du moteur augmente régulièrement et passe à un 
moment par la fréquence de résonance de la machine, ce qui est accentué s1 le système présente un balourd, 
dû au déséquilibre de la masse (paquet de linge par exemple). Le même phénomène existe sur une voiture. 


= Le tympan est soumis à de nombreuses vibrations sonores sur une large bande de fréquences. Il est 
heureusement très amorti, sinon certains sons seraient insupportables, car ils seraient ressentis très 
intensément. 





Régime sinusoïdal forcé en électrocinétique 


1. Impédance complexe 


On considère un dipôle électrique linéaire passif D (c’est-à-dire constitué de résistors, de condensateurs, 
de bobines) en régime sinusoïdal forcé. Pour chaque dipôle intervenant dans D, la tension et l’inten- 
sité sont soit proportionnelles (cas de la résistance), soit liées par une équation différentielle linéaire 
à coefficients constants. Les lois des nœuds et des mailles étant linéaires, l’équation entre la tension 
d'alimentation du circuit et l’intensité dans D sera donc également une équation différentielle linéaire à 
coefficients constants et par suite, en notation complexe, on obtiendra (comme pour l’oscillateur précé- 
dent) une relation de proportionnalité (complexe) entre tension d’alimentation et intensité dans le circuit. 


Définitions 
x On appelle impédance (complexe) d’un dipôle linéaire passif, le 


coefficient de proportionnalité entre les expressions complexes de la 
tension 4(f) à ses bornes et de l’intensité i(r) qui le traverse : 


u = Zi Le module de Z s’exprime en Ohm (Q). 


= On appelle admittance (complexe) d’un dipôle linéaire passif, l’inverse de son impédance : 


=] 


7 soi 1=Yu Le module de Y s’exprime en Siemens (S). 





Avec les expressions des grandeurs électriques suivantes : 


u(t)=U,, cos(@f +.) et i(t) = 1, cos(@f +@) 
Soit : H=be "el. ee" et ile = 60" 
: A CE NOT 
On 2 : Z=IZle "8e LE = nm ,)@ @) et y =[7leired 22 2 _ _m ,i(G-@) 


m 


1. On trouve de nombreuses vidéos spectaculaires sur internet de cet événement et d’autres phénomènes comme le bris 
de verre par un son le faisant entrer en résonance. 
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Propriétés 


Z (ou Y) est caractéristique du dipôle et renseigne sur les liens d’amplitudes et de phases des gran- 
deurs électriques auxquelles 1l est soumis. 


et arg(Z) = arg(U) — arg(1) = @, - p. 


et arg(Y) = arg(1) — arg(U) = p. -p, 





Il est parfois utile de travailler en mettant en évidence les parties réelles et imaginaires de ces grandeurs. 
Définitions 
x La résistance R et la réactance X d’un dipôle passif sont respectivement les parties réelle et ima- 
ginaire de son impédance : Z=R+JX R et X s’expriment en Ohm (Q). 


= La conductance G et la susceptance B d’un dipôle passif sont respectivement les parties réelle et 
imaginaire de son admittance : Y=G+J7B G et B s’expriment en Siemens (S). 





 Dipôles fondamentaux 


Déphasage de la tension 
par rapport à l’intensité Tension et intensité en phase Tension en quadrature Tension en quadrature 
avance sur l’intensité retard sur l’intensité 


Comportement équivalent he 1Z| — 0 IY| — 0 
basses fréquences ë fil Interrupteur ouvert 

Comportement équivalent Inchancé IY| — 0 1Z| — 0 
hautes fréquences ë Interrupteur ouvert fil 


Remarque : L'impédance est commode en série, l’admittance est commode en parallèle (voir exercice 
n° Î p. 174), 





2. Lois de l'électrocinétique 


La définition de l’impédance complexe (4 = Zi) a exactement la même forme que la loi d’Ohm (u = Ri). 
Par ailleurs, toutes les lois de l’électrocinétique précédemment vues dans le chapitre 8 sont valables en 
régime variable, dans le cadre de l’ARQS, donc en particulier en régime sinusoïdal forcé. En combinant 
ces deux propriétés, 1l est facile de montrer que toutes les lois et tous les théorèmes vus au chapitre 8 
sont valables en régime sinusoïdal forcé, à condition de les écrire en notation complexe et en remplaçant 
les résistances par des impédances. On retrouve ainsi toutes les propriétés qui suivent. 
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Énoncés 
= Loi des nœuds : en un nœud N, point de connexion de n fils, la somme algébrique des courants 
arrivant au nœud est nulle : 


n 
» El, =0 où €, = +1 si le courant arrive au nœud et €, = —1 si le courant repart du nœud. 
k=1 


= Loi des mailles : la somme algébrique des tensions sur une maille de n branches est nulle : 


n 
> E,u, =0 où €, = +1 si la tension est dans le sens de parcours de la maille et £& = —-1 sinon. 
k=1 


a Théorème de Millman (ou loi des nœuds en terme de potentiels) : le potentiel au nœud N où 
arrivent m fils de bornes À, et N, comportant chacun une impédance Z,, et une f.é.m. E,, et n fils com- 
portant des générateurs de courant de c.é.m. Z,, s'écrit avec les mêmes conventions pour & : 


Association de Schéma association et équivalent Admittances 


n impédances 
en série 


n impédances 
en parallèle 


Schéma 
de l’association 
— 
équivalent 


Relations 





Remarque : Bien que peu utilisée en régime variable, la conversion Thévenin/Norton est également 
possible. 
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3. Exemple du RLC série : recherche de l'intensité 
Utilisation de l'impédance complexe 


On reprend le circuit électrique du I.2. et on réunit les trois dipôles dans 
une impédance Z équivalente à celle de trois impédances en série : 


1 Î 
Z=Z,+Z, +Z.=R+jLo+—-=R+;j| LEO -— 


Le générateur délivre une tension sinusoïdale u () = U;cos(œf) 
et on cherche la solution de l’intensité sous une forme également 
sinusoïdale ({(r) = 1 cos(@f+@) solution particulière de l’équation 
différentielle). On écrit la loi des mailles sur les amplitudes com- 
plexes associées : 





U 
U —ZI=0 d’où : [= —- U, 
8 Z  p. { Lo- 1 | 
À Co 
Dont on peut tirer amplitude et phase de l’intensité directement : 
EE"  —— "———— — — = — 2 L re 
I : et @ aretan! 7 | œ@ F3) 


R° +(Lo-) 


Ou écrire une forme canonique à l’aide des paramètres habituels : 


PUR Ne U,/R ___ Uo/R I 


j A j ÎL 1 [© 1) jo(x-) à 
1+- [Lo  — 1 0! 1+j9[x-— 
2 Co) 1+$ el LC Er -o[2 . j ï 


On retrouve donc évidemment les mêmes résultats que précédemment. 


m 





Représentation de Fresnel 


Cette méthode a déjà été vue au chapitre 4 (voir p. 43) sur la superposi- Im(z) 
tion d’ondes. Elle consiste simplement à schématiser les grandeurs com- Représentation de Fresnel 
plexes dans le plan complexe : dans ce plan, un complexe z = a + jb = |zlei? HVCPRÉRP PC EIPAUEIORE 


est un vecteur de coordonnées cartésiennes (a.b) ou de coordonnées 
polaires (1z|,@). Il est sous-entendu que l’ensemble de la figure tourne à la 
vitesse angulaire @, puisque toutes les grandeurs temporelles complexes 
sont obtenues à partir des amplitudes complexes, par multiplication du 
facteur e*’. La figure obtenue tourne donc sans se déformer. Aïnsi le 
raisonnement et la représentation en amplitude complexe suffisent à 
conclure (comme pour le calcul en notation complexe, puisque c’est 
encore la propriété de l’exponentielle qui est 1c1 exploitée). Im(z) 





Soit un dipôle d’impédance Z avec U = Z I la relation entre les ampli- Représentation de Fresnel 
tudes complexes associées à l’intensité qui le traverse et à la tension à ses D MEN ESC PROS 
bornes. On peut représenter les vecteurs complexes associés à la tension 
et l’intensité en choisissant d'utiliser l’un ou l’autre comme référence. 
Dans tous les cas : 

= L’angle entre un vecteur et l’axe des abscisses est le déphasage de la 
grandeur représentée par rapport à celle de référence. 





= La norme du vecteur est l’amplitude de la grandeur représentée. 


L’angle est algébrique, dans le premier schéma la tension est en avance 
sur l’intensité, elle est en retard dans le second. 
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Dipôles fondamentaux 


1 -j7 


Oy HE — 
= LE 
Pu,n = 0 
Tension et intensité en phase Tension en . avance Tension en quadrature retard 
sur l’intensité sur l’intensité 


— 


Représentation 





s On obtient des résultats identiques en choisissant la tension comme référence, en utilisant l’admit- 
tance. On écrit alors les déphasages Z/U, qui sont évidemment opposés des déphasages U/I. 
= On construit le diagramme de Fresnel en référence intensité en plaçant toutes les tensions en série et 
en S’appuyant sur la loi des mailles du circuit. On construit le diagramme de Fresnel en référence tension 
en plaçant toutes les intensités en parallèle et en s’appuyant sur la loi des nœuds du circuit. 


% Exemple du circuit RLC série 
Ainsi pour le circuit RLC série, la loi des mailles s’écrit : u, =u,+u, +ue 


On associe à chaque tension des dipôles passifs un vecteur, le vecteur associé 
à la tension du générateur est la somme des trois autres vecteurs. Comme les 
dipôles sont en série, la grandeur commune est l’intensité que l’on choisit 
comme référence. On observe un triangle rectangle. D’après le théorème de 





























Pythagore : 
— 2 — 2 — — il 2 2 
| ; = +]0, +0] = R°° [Lo ) I 
Co 
E U. + Ur 
0 
1 = —— et tan@,, ,;, — 
R° Lo d) | (Us 
Co 


> x Il Il 1 Il 
D'où : Pur -arun| 2[Lo- 0) et donc : Pu, aan 2 (Lo) 


On retrouve le même résultat que précédemment. 


= Cette méthode est bien adaptée aux dipôles tous en série (l’intensité est la grandeur commune et ser- 
vira de référence) ou tous en parallèle (la tension est alors la grandeur commune et servira de référence). 


= La méthode de Fresnel présente l’avantage de visualiser les grandeurs électriques et le rôle (en parti- 
culier déphaseur) des dipôles, cependant, comme toute méthode graphique, elle a ses limites car dès que 
le circuit devient compliqué, le tracé est long et les calculs géométriques fastidieux, on préférera alors 
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la méthode complexe directe par le calcul. 


= [1 faut noter que les vecteurs de Fresnel dépendent de la valeur de æ. Ainsi dans le schéma précédent, 
la pulsation est supérieure à la pulsation propre (Lo > 1/Co) et l’intensité est en retard sur la tension du 
générateur. Dans le cas contraire, si la pulsation est inférieure à la pulsation propre (Lo < 1/C), alors 
l’intensité est en avance sur la tension du générateur. A la pulsation propre, l’intensité est en phase avec 
la tension du générateur. Ces résultats sont conformes à ceux obtenus précédemment par le calcul. 


Rs VERS LA COLLE ce 


Questions de cours 
# Oscillateur forcé : définition, mise en équation d’un système mécanique, d’un système électrique. 


# Résolution par la méthode complexe : principe, relations entre grandeur réelle et complexe associée, 
intérêt, lien entre équation différentielle réelle et équation algébrique complexe. 


# Etude de la réponse en élongation d’un oscillateur mécanique forcé ou de la réponse en charge (ten- 
sion) d’un oscillateur électrique forcé : amplitude et phase selon la fréquence, condition d’existence 
d’une résonance, propriétés. 


# Etude de la réponse en vitesse d’un oscillateur mécanique forcé ou de la réponse en intensité d’un 
oscillateur électrique forcé : amplitude et phase selon la fréquence, propriétés de la résonance. 


sm Résonance : nature, exemples, intérêt et danger, fréquences de coupure, bande passante, acuité. 


sm Impédance complexe : définition, cas des dipôles de base (R, L, ©), lois de l’électrocinétique, repré- 
sentation de Fresnel. 


Erreurs à éviter 


s La multiplication des expressions d’une même grandeur comme par exemple d’une élongation (élon- 
gation réelle s(f), complexe s(f)), amplitude complexe de l’élongation S, amplitude réelle S_...) peut 
conduire à des confusions s1 les notations ne sont pas assez précisées. On les a systématisées dans ce 
chapitre afin de permettre au lecteur de bien s’y retrouver. Il est essentiel de repérer et de comprendre 
les notations choisies par un énoncé, de s’y adapter et de s’y tenir, sous peine d’écrire des équations 
invalides, en particulier entre tension, intensité et impédance. 


Quelques « trucs » utiles 


# Dans le calcul des impédances équivalentes ou l’utilisation des diviseurs (qui seront particulièrement 
utiles au chapitre suivant), il est souvent pertinent de mixer des impédances pour les parties en série et 
des admittances pour les parties en parallèle du circuit. 


s On essaiera toujours de repérer des simplifications dans les termes complexes en évitant la réduction 
au même dénominateur trop systématique qui conduit souvent à une expression inutilement lourde 
(voir exercice n° Î p. 174). 


= [1 est pertinent de connaître 1ic1 les propriétés de la fonction arctan. On pourra alors facilement remar- 
quer que les arguments o et y de S et V sont clairement des fonctions décroissantes. 


# Lors de la détermination de la bande passante de la résonance en vitesse ou intensité, 1l ne faut pas 


2 
développer l’expression : 0° [x — 1] = Î qui conduirait à une équation de degré 4. On pourra écrire 
alors (de façon moins synthétique que dans le cours) : Of* — 1 = +] ou QO = Ê — 1) = —] 
X 


puis exprimer les solutions positives de chacune respectivement x, et x. 


partagelivrespge.blogspotcom Partie 1 — Signaux 






Oscillations forcées 
EXERCICES 


1, Impédance et admittance * > corrigé p. 176 


Exprimer, avec un minimum de calcul, l’amplitude complexe associée à 
la tension x en fonction de E, et des paramètres du système, selon que 
le dipôle D représente une bobine d’inductance L ou une résistance R. 
On mettra en évidence une pulsation caractéristique et on introduira une 
grandeur sans dimension pertinente. Commenter. 


F2) Étude expérimentale des caractéristiques d'un oscillateur # * > corrigé p. 176 


On considère une masse m à l’extrémité M d’un res- X_ (em) 
sort horizontal soumis à un régime d’oscillations for- 16 
cées. Le mouvement obéit à l’équation différentielle: 14 
mx + OX + kx = F, cos(æf) avec F, = 0,10 N. On observe 12 
les oscillations de M, on mesure l’amplitude de son mour- 1 
vement en fonction de la fréquence, ce qui donne le graphe 
ci-contre. On observe également un retard de phase de 7/2 
pour une pulsation d’excitation de @, = 10 rad.s”. 










C 


e = E,cos(@f) 


© Établir les expressions de l’amplitude et de la phase de 
l’oscillateur en fonction de la pulsation de forçage et des & (rad/s) 
paramètres du système. 5 10 15 20 


© En exploitant les données, déterminer les valeurs de la masse m, du coefficient de frottement visqueux 
©, de la constante de raideur & du ressort. Puis calculer le facteur de qualité. 


El Oscillateur forcé non amorti (d'après Centrale TSI 2002) * * — corrigé p. 177 


On considère un système formé d’un ressort vertical caractérisé par sa constante de raideur k et un corps 
M, de masse m, accroché à son extrémité inférieure. On néglige les frottements et on note ©, la pulsation 
propre de ce système. Grâce à un système bielle-manivelle on impose à l’extrémité supérieure du ressort 
le déplacement X (be. = acos(@t)e.. a et @ étant des constantes. 


© L'étude dynamique montre que le déplacement x de M autour de sa position d’équilibre vérifie l’équa- 
tion différentielle : mx + kx = KX . Résoudre cette équation pour une masse initialement au repos et à 
l’équilibre pour © 7 &,. 

© Mettre le résultat sous la forme du produit de deux fonctions trigonométriques dont on exprimera les 
pulsations &, et ©, (avec ©, < @,) en fonction de & et de w,. Tracer l'allure de la courbe représentant 
les variations de x(f) en fonction du temps pour © =1,2&,. 


Si w=0,, on peut adapter le résultat de la question 1 en posant © =, +00 et en faisant tendre Ô 
vers 0 : déterminer alors x(f). Tracer l’allure de la courbe x(f). Commenter. 


E1 Étude d'un circuit électrique (d'après Banque Agro 2009) * #* > corrigé p. 179 


Un générateur sinusoïdal alimente un circuit RLC constitué d’un condensateur de capacité C = 0,1 uF 
d’une bobine réelle d’auto-inductance L et de résistance r inconnues, placés en série avec une résistance 
R = 480 (2. Le générateur est un GBF de résistance interne À = 50 Q délivrant un signal sinusoïdal de 
pulsation & et de f.é.m. e(f)=E ne cos(æf). Le montage est De Ci-dessous. 


© Rappeler le comportement aux basses et hautes fréquences du condensateur et de la bobine. En 
déduire qualitativement le comportement de la tension 4, aux bornes du condensateur à hautes et 
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basses fréquences. Donner l'expression littérale de l’amplitude complexe U associée à la tension aux 
bornes du condensateur en fonction de E ” EN ON R,, R et ©, puis la mettre sous une forme canonique 
où l’on introduira une variable x sans dimension et des paramètres pertinents. 


© Exprimer la tension efficace U «y AUX bornes du condensateur en fonction de x, £ , et Q le facteur de 
qualité du circuit dont on donnera l'expression. Montrer que VU. Passe par un extremum pour une valeur 
de x = x, si Q > ©. Préciser Q. et x. En déduire la pulsation de résonance ©. La comparer à 
Déterminer le maximum de U,, 7 ©n fonction de Q et E 


© Déterminer qualitativement le comportement du courant à dans le circuit à hautes et basse fréquences. 
Déterminer l’expression littérale de l’amplitude complexe J associée à l’intensité du courant traversant 
le circuit en fonction de E _ ECONE R,, R et ©, puis la mettre sous la forme canonique suivante : 


E V2 


1=——————- et préciser l’expression de R, 
1 
R, 1 + io{x — A] 


© En déduire l'intensité efficace Len fonction de R,, x, E, et Q et montrer qu’elle présente un extre- 
mum pour une pulsation &/. Préciser ©’ et l'intensité efficace correspondante 7 _— 


© Déterminer littéralement les fréquences de coupure, la bande passante et la largeur de la bande pas- 
sante de la résonance en intensité. 


© On donne ci-dessous les graphes de mn DetU, c f) où f est la fréquence du générateur. Identifier les 
courbes (1) et (2) et déterminer à partir de ces courbes : la tension efficace du générateur Ep l’inten- 
sité efficace maximale 7 _. la fréquence propre du circuit f,, les fréquences de coupure et la bande 
passante de la résonance en intensité, puis le facteur de qualité Q du circuit. En déduire les valeurs 
de r et de ZL. Déterminer les fréquences de coupure et la bande passante de la résonance en tension. 


10 10 
1,7 (MA) 








Méthode des trois voltmètres * > corrigé p. 181 
Pour déterminer les caractéristiques d’une bobine D inconnue 
d’inductance L et de résistance interne r, on réalise le montage (M) 


ci-dessous avec une résistance À connue, en régime sinusoïdal 
de pulsation © connue, dans lequel V,, V,, V, sont les trois ten- 
sions efficaces mesurées par des voltmètres, branchés aux bornes 
respectivement de l’ensemble, de la résistance R et de la bobine. 
Montrer par deux méthodes (diagramme de Fresnel et méthode 


complexe) que les mesures permettent de déterminer r et L. () 
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CORRIGES 


Hi Impédance et admittance > énoncé p. 174 


On utilise un diviseur de tension (mis en évidence sur le schéma ci-contre), entre 

deux dipôles, le premier d’impédance Z. réunissant D et C'en série, et le second 

Z, réunissant D et C en parallèle : 
U __ Zy ss 
Re RE En 


où 1l est commode de faire apparaître l’admittance du dipôle en parallèle. 










U 2 Y, | e = Ecos(@t) 
— a" X — +: 


Bien comprendre 


Il est impératif d'utiliser le diviseur de tension sur l’ensemble D + C en parallèle et non sur le seul conden- 
sateur par exemple, car les dipôles doivent être parcourus par le même courant. 





Cas I : D = bobine 
1 


. Il 
Zs =Zitle=jlOt TS et Lutcth soie 


On obtient alors : 


1 1 
Y,,Zs (ice Los} ice - 





Fe de œo l 
où 1l est pratique d’utiliser : X=-—— avec ©, = —— 
() Fire 


0 


D'où : 





On en déduit que z est toujours en phase avec e puisque son amplitude complexe est réelle. 


Cas 2 : D = résistor 
Il 1 
A rer et My , = j0e 
On obtient alors : 





1 
R JRCO 


OZ (core rc 


D'où : où 11 est pratique d’utiliser x = ® avec ®, = 2e 
1 





Expression qui est proche de celle obtenue pour l’intensité d’un RLC série. 


Bien comprendre 


Il est souvent commode d'utiliser l’admittance d’une portion de circuit en parallèle, d’exploiter la propriété 
YZ = I et de ne pas se précipiter sur la réduction au même dénominateur. Par ailleurs on note ici que la 
pulsation intéressante pour introduire x n’est pas une pulsation propre d’oscillation. 





Étude expérimentale des caractéristiques d'un oscillateur > énoncé p. 174 





© On peut mettre l’équation différentielle sous diverses formes et utiliser ou non une forme canonique. 
Ici puisqu'on cherche les paramètres, 1l est commode de les laisser dans l’équation. On écrit l’équation 
algébrique vérifiée par le l’amplitude complexe X du complexe associé à x(f) : 


m(jo) X +0j@©X +kX =F, soit : (-mo° + jaw+k)X=F, 
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F5 


DOUX 
(k— mo )+ ja® 


dont l’amplitude et la phase sont respectivement : 


x, =[X|= L 





VX mo?) +(aw) 


Et : p = arg(X) = arg(F, ) — arg((k — mo *)+ ja®) = 0 — ve) 1 on 


D'où : @=-arg(jaw)— gl pe _ Em | 7 arcan] 0) | 


Soit : |P=— aretan| X-m) | > 


Il est facile de vérifier que ces grandeurs sont identiques à celles obtenues dans le cours avec la forme 
canonique. 


© Les données permettent d’écrire ce qui suit, où l’on identifie ©, à la pulsation propre : 


2 
p(@ = ©, =10 rad.s")=-2 d’où : cn EME | 0 SOIt : k—mo; =0 (1) 
1 
F, 
limX,, = À, = 1 cm mi (2) 


Le maximum est obtenue à une abscisse © = ©, = 9 rad/s (lue sur la courbe). Or l’amplitude passe par un 
maximum lorsque l’expression sous le radical est minimale, donc sa dérivée est nulle en ©, : 


ac —mo® ) + (aw)) | 


Re 


Soit: 2@[4 —-2m(k-mo)|=0 dont la solution pertinente correspond donc à : 


oœ° —2m(k- mo) =0 soit œ = /2m(k- mo) (3) 


En calculant £ avec (2), puis m avec (1) et enfin & avec (3), on obtient : 


a = /2m(k- mo) = 0,62 kgs” 


valeur qui correspond bien à un cas où le maxi- 


= () d’où: 2(—-2mœoXk-m@)+2@ @=0 





mum existe. 


EI Oscillateur harmonique forcé non amorti > énoncé p. 174 


© L’équation différentielle vérifiée par x(r) est: x+ ©, X = On acos(æt) avec @, =k/m 
La solution est la somme de la solution homogène et de la solution particulière. Ici la solution homogène 
ne tend pas vers 0, car 1l n’y a pas d’amortissement, le régime forcé permanent ne se limite donc pas à la 
solution particulière. L’équation homogène est celle de l’oscillateur harmonique : 
X, (1) = Acos(@,f)+ Bsin(@,f) où À et B sont des constantes d’intégration. 


La solution particulière s’obtient avec la méthode complexe en notant x 
à x 
SP * 


x, la grandeur complexe associée 


2 
| : @; a 
Fu LORREE— 
© — © 





oc 2 ne o) j@t 
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On obtient x. (f) en prenant la partie réelle : 


2 


2 
@° a : pe ©, a 
Xsp = Re(X) — Re] PE (eoan + jsin(@f)) d'où:  Xgp = ———cos(œf) 
0 0 


Bien comprendre 


On rencontre 1c1 un des rares cas où 1l est pratique d’écrire directement x(f) = Re(x) plutôt que de chercher 


séparément l’amplitude et le déphasage. Par ailleurs, 1l est indispensable 1c1 de résoudre complètement 
l’équation différentielle sans se limiter à la solution particulière. 





La solution générale est de l’équation différentielle complète est donc : 
@,a 
x) = x, (1) +X (1) = Acos(@,f) + Bsin(@,f) +———cos(œf) 
®, — © 


0 


2 
: : | OS an . 
Avec : x(f) = —A@, sin(@,f) + B@, cos(@,f) — ——sin(@f) 
(D — 


0 
A et B se déterminent à l’aide des conditions initiales : 

















2) 
© © 
xt =D)=0— rore d’où : A 
@ — © O, — © 
x(t =0)=0 = Bo d’où: B=0 
2 
o,a 
Donc : = —1 | cos(œf) -— cos(@, f) 
pp 0 | 
© Rappel de trigonométrie : COS a — COS b = —2 sin = ” sin L : d. 
ts 2@;a . (@-o, À @+@, 
La solution s’écrit aussi : X(É) = ———sin ÿ t |sin = X,sin(@,f)sin(@,f) 
@° — ©; 


Ce type de fonction a déjà été rencontré dans le 
chapitre sur les ondes et dans les régimes tran- 
sitoires. En particulier, si les pulsations © et @, “. | | | | | | 
A A7) PV 


sont proches, on pourra observer des battements, 
avec une oscillation rapide de pulsation &@, dans il | | | Ï | | | | IF | | | | Ï F 
4 


ER EU 


| 
b © 


une enveloppe sinusoïdale de pulsation &,, ce qui 
est le cas avec © = 1,2@,. On observe des batte- 
ments de pulsation ©, = 1,1@, et d’enveloppe à la 
pulsation @, = 0,1@, (la fréquence des battements étant double de celle de l’enveloppe). 


—5 


© On donne des expressions approchées des différents termes de la solution, en utilisant le fait que ô® tende 
vers Ü, ce qui se traduit par : 














00 € &, donc : @,+@=4,+@, +0 = 2 et sin(0f) = 0 
2@a 20 a 2&;a ni a es 2@;a Fe 20,a œ,a 
© —@, (@,+06@) — œ 20,80 + (60) | do20,+00) 8020, oo -0 à 
“e : O — OO : 
sn[* st }ssin(0) et sn ÿ te} (8) de: 
Te 2@ a . (@+o, |. (©@-o @,a So @t . 
Ainsi: x(f)= in 2er kn] 5 V4 Sn 2 Sin t) puis: |x(f)* — asin(œit) 
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Cette fois, x(r) est le produit d’une fonction sinusoïdale de pulsation ©, 
et d’une fonction linéaire. La courbe est donc une sinusoïde envelop- 
pée par deux droites symétriques d'équations respectives x = a@ f/2 et 
x = — ao, f/2. 

On remarque que l’amplitude peut devenir infiniment grande... En 
pratique, quand l’amplitude devient trop grande, on sort du domaine 
de linéarité du ressort et l’équation différentielle donnée au début 
de l’exercice n’est plus valable, d’autant que l’étirement excessif va 
endommager le ressort. De plus sans guidage du ressort, la réponse 
excessive du système va entraîner rapidement des ondulations incon- 
trôlées de l’ensemble. 


EX Étude d'un circuit électrique > énoncé p. 174 


Bien comprendre 





Le générateur délivre une tension e(f) = E V2 COS(@f). E y est appelée la tension efficace. Une grandeur 
efficace est par définition la moyenne quadratique, soit la racine de la moyenne du carré de la fonction. 


Pour une fonction sinusoïdale c’est la tension maximale (amplitude) divisée par Ne) (sans lien avec le 
même facteur rencontré dans la bande passante). Il est courant de travailler avec les grandeurs efficaces 
plutôt que maximales, en effet les appareils de mesure comme les voltmètres et les ampèremètres affichent 
des valeurs efficaces et non maximales, en régime variable. 





© Avec des notations évidentes, la loi des mailles sur le circuit (où tous les dipôles passifs sont en convention 
récepteur et le générateur en convention générateur) s’écrit, quelle que soit la fréquence : 
CR,+r+Rhi+u,+u.=e (1) 
Aux basses fréquences, le condensateur se comporte comme un interrupteur ouvert (11 coupe le courant, 
i = 0) et la bobine se comporte comme un fil (4, = 0). Soit avec (1) :u, (BF) = e 
Aux hautes fréquences, la bobine se comporte comme un interrupteur ouvert (elle coupe le courant, i = 0) 


et le condensateur se comporte comme un fil soit : u,. (HF) = 0 
On applique la loi du diviseur de tension aux amplitudes complexes des grandeurs (resp. U. et E) : 
1 
Ve — JC@ SOit : Ue _ Il 
EE D EE RE DER 
Ep ho 1 EE jC@(R,+r+R)-LC® +1 
£ JC® 
E, V2 E, V2 

D'où: U, £ ) 


1—LCo + jC(R, +r +R) 1- LC + VLC, +r+R) 


Soit en introduisant les paramètres habituels : 


1 1 1e û) 
avec = —; Q- D Xe 
"VLC R,+r+R\C &, 





© Ici la résistance à considérer est bien celle de tout le circuit. La tension efficace aux bornes du condensateur est : 
- l. | se Ë,y E,y 





Di 


Üe 
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La tension efficace aux bornes du condensateur passe par un extremum si son dénominateur (et plus sim- 
plement g(x)) également, donc s1 la dérivée de ce terme par rapport à x s’annule (On montre facilement que 
cela correspond bien à un minimum de g et donc un maximum de 


U, eff 


dx 2Q V2 


Si Q > Q. on observe un phénomène de résonance à la pulsation : 


d-0=2a[20-r4 2 | Soit:  X=X, — jets qui n’existe que si De 


207E,; 


Üccgrmax = Ucer (à) = ao 1 


Si O < Qe g'(x) ne s’annule que pour x = O, la fonction g est strictement monotone, tout comme U _. et 
il n’y a pas de résonance. 





On vérifie que les limites de la fonction U,.,(x) sont cohérentes avec les prévisions du début : 


mue, (@)=limUe (= Es et lim U, (@) = limU,y (x) = 0 


Bien comprendre 


On retrouve 1c1 les mêmes propriétés que pour l’étude faite dans le cours sur la charge, en raison de la 


proportionnalité des deux grandeurs (g = Cu). C’est pourquoi on parle souvent de résonance en tension 
même si on met la charge en équation, par opposition à la résonance en intensité qu’on étudie ensuite. 





© On a vu à la première question que le courant est nul à la fois aux basses fréquences (coupé par le conden- 
sateur) et aux hautes fréquences (coupé par la bobine). (HF) =0 et (BEF) = 0 
Ici pour écrire l’amplitude complexe de l’intensité, on peut, soit (a) écrire directement la loi d’Ohm en 
impédance, soit (b) exprimer l’intensité à partir du Uc déterminée aux questions précédentes (on pourrait 
aussi écrire la loi des mailles en grandeurs réelles puis passer aux complexes) : 


1 Il 
a) Z=Z4 +2, +Za+Zi+2e=R+réRtjlo+ SR +r+R+j[Lo- 1 et E-ZI=0 


jCoE,, V2 


d 
b) )=C € d'où: 1= jCOU, = —— 
1—LC® + jCO(R, +r+R) 


df 


Dans les deux cas, 1l vient aisément : 


F2 E 2 E,\2 








EE ©"  — 
R,+tr+R+jLO+ ES R + RE Lo R RME On 
g jCo : r J C VLCo ) CR, +r+ ) + jO ®, © 
avec les mêmes notations que précédemment et R, = R, +rT+R 
E 
© On a : I MT Egg 
2 
eff 5 1 1 
ef fs-1) 


Il n’est pas nécessaire ici de dériver la fonction pour obtenir le maximum. En effet 7, est maximum, si le 
dénominateur est minimum. Or ce dernier est la somme d’un terme constant positif (=1) et d’un carré. Il 
sera donc minimal, si ce carré est nul, soit : 


a 
X— Le Od'ou tx = 1er ot —= 0 etai (tr )—= nent (résultat valable pour tout Q) 
= - nf ff AIT RP 12 


0 


eff max 
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O x, et x, les bornes de la bande passante vérifient : Z,(x,,)= lames — lames _ ses 
1 2 P Li) = & o — 
2 l 
1+0 Ê = | 
5 
AT A 
’ Rs 2 ne) ne been 
qui donne aisément O É 1) soit Ê 1) 0 
Soit à résoudre deux équations du second degré (voir p. 173) ce D —1]=0 
dont les solutions s’écrivent : = E = 5 + 4 F nn (+14 +,/1+40° | 


et où seules les Le positives ont un sens physique, soit : 


@, = OX, (- VIE TG | Ei O, = D,X, = Po (++ V1+407 | 


20 20 


Les fréquences se déduisent des pulsations par un facteur 27, identique de part et d’autre des égalités, d’où : 


et 





Et la bande passante en pulsation ou en fréquence : A = 





© La courbe 2 tend vers 0 pour f — 0, au contraire de la courbe 1 : on en déduit que la courbe 1 renvoie à la 
tension U,, r et la courbe 2 à l’intensité / .. Les abscisses des maxima confirment ce choix, car on a vu que 
la fréquence de résonance en tension est inférieure à la fréquence de résonance en intensité (©. < © = &,). 
On utilise toutes les us établies dans les questions précédentes. 





D. (= O)= on lit : E,; — 
Lx = L AO = e =0)=1{f=f=f) onlit: 1,=9mA et f'=f,=1,6 kHz 
1) 
L(f2)= 2 = 6,4 mA onlit: f,=1,2 kHz et f, = 2,1 kHz 


V2 
La largeur de la bande passante en intensité est : Af = jf, -f, = 900 Hz 


J 








On en déduit le re de qualité : : O = Af = 1,8 
Lun = ra d'où: R= — =555 Q et 
D Te = d’où : 

Les fréquences de coupure en tension s’obtiennent graphiquement par : 
ete) Tomas = 6,6 V onlit: f; = 0,9 kHz et JL, = 1,9 KHz 


V2 
La largeur de la bande passante en tension est : Af" = f; -j; = 1000 Hz 


N. B. : Plusieurs manières d’enchaîner les valeurs sont ici possibles, les successions d’arrondis et les lectures 
graphiques pouvant entraîner quelques écarts dans les résultats. 


si Méthode des trois voltmètres > énoncé p. 175 


D est formée d’une résistance r et d’une bobine idéale ZL, donc son impédance est Z = r + jLo, r et L sont à 
déterminer. On note v,, v, et v, les tensions réelles sinusoïdales, V,, V, et V, leurs valeurs efficaces (lues sur 
les voltmètres) et V, Y, et V, loue amplitudes complexes. On utilise les mêmes notations pour l’intensité qui 
est la même dans tous les ina 
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1° méthode, avec les complexes : La tension v, est la tension aux bornes de la résistance, la tension v, est 
la tension aux bornes de la bobine réelle, la tension v, est la tension aux bornes de l’ensemble. Pour chaque 
dipôle on écrit la loi d’Ohm sur les impédances, puis on exprime les modules : 


72 7 IV, = 7, ]l: = v, V2 =\2}N & 7 =|Z,|1 
Avec : ER EE 0) PE REC) 


D'ou ER Z,|= Vr° + Lo Z,|=J(R+r) + Lo 
On en déduit le système (S) suivant, où les inconnues sont Z, r et L, qui conduit au système (S') dans lequel 


on a éliminé / dont la valeur est sans intérêt : 


V, =RI 





V, = Vr° + L'oœ°1 (S) 


V = V(R+r}ÿ + Lœ’1 


On obtient alors r en soustrayant les deux équations : 
R°(V?-V?)=((R+r) -r°)V} soit : R° (VF -V})=(R? +2rR)V, 


R°VS =(r° +L'œ° )V} 
5 (r ) 2) (S') 


R°V® =((R+r) +L'©@°)V} 


Vas 


2 


Puis : = 1+2 ne Et finalement : 





Puis on en déduit L à l’aide de l’une des équations : 





2"de méthode, avec la représentation de 
Fresnel : Les dipôles étant en série, la 
grandeur commune est l’intensité, le vec- 
teur intensité donnera l’axe horizontal de 
référence. On prend en général pour norme 
des vecteurs, les amplitudes des grandeurs 
électriques, 1c1 1l est préférable de prendre 
plutôt les valeurs efficaces, ce qui ne 
change rien aux orientations des vecteurs V, Lol V 

les uns par rapport aux autres. Le schéma - Lol 
ci-contre met en évidence la construction 

et les triangles rectangles sur lesquels en rl RI ri 
appliquant le théorème de Pythagore, on 

obtient le système suivant : 


V, =RI 
VS Lo 


V° =(R+r) 1° +Lo 1 


<| 
Q 





M | 
| 


Toutes les grandeurs considérées étant positives, ce système est équivalent à (S) ci-dessus, la résolution donne 
les mêmes résultats. 


À méditer 
Les mathématiques constituent pour ainsi dire le langage à l’aide duquel une question peut être posée et résolue. 
WERNER HEISENBERG (1901-1976) 





Filtrage linéaire 





On se propose d'étudier comment des signaux, tant électriques que mécaniques, sont modifiés à la 
traversée d'un système linéaire, phénomène intervenant dans de nombreuses situations : réponse 
d'amortisseurs de véhicules en fonction des secousses, d'un bâtiment à des ondes sismiques, sélec- 
tion d'une station radio par un tuner, traitement d'un son par une table de mixage (amplificateur, 
égaliseur...). Dans tous ces cas, le système modifie, voire élimine une partie des propriétés du 
signal d'entrée, c'est pourquoi on parle de filtrage du signal. 


ss OUTILS MATHÉMATIQUES x 


# Équivalent d’une fonction : him(f(x)— g(x)) = o(g) — f(x) - g(x) 
. l 1. 1 . X n NX n p . 
Exemples : x = 25 Xe > X: 2,0 = % : 2,0 7 ax" (&Æ#0:a,40) 








ni Caractéristiques des signaux 


1. Forme des signaux 


La notion de signal introduite au chapitre 3 est employée également pour décrire une grandeur d’en- 
trée d’un système (excitation) et une grandeur de sortie (réponse). Pour un circuit électrique, elle sera 
généralement une tension ou une intensité, pour un système mécanique un déplacement ou une vitesse. 
Il a déjà été vu qu’une fonction périodique or) de fréquence jf! s’écrit comme une somme discrète (2) de 
termes sinusoïdaux de fréquences multiples entiers de f_ (décomposition de Fourier) et qu’une fonction 
quelconque s’écrit comme une somme continue de termes sinusoïdaux (transformée de Fourier), c’est 
l’analyse spectrale. L'étude des systèmes soumis à des signaux sinusoïdaux permettra donc de généra- 
liser leur comportement à des signaux quelconques, périodiques ou non. On se limitera dans ce qui suit 
aux signaux périodiques, décomposables en somme discrète de Fourier, mais on gardera à l’esprit que 
les résultats peuvent se généraliser à un signal quelconque. 


Propriété 


Un signal périodique o{(r) de fréquence f! s’écrit par décomposition de Fourier : 


VE o(t)=o(t+T) et o(f)=0,+ > A,cos(2znf,t+,) 


Hill 





Dans ce qui suit, (fr) pourra être l’entrée e(f) ou la sortie s(f) du système. 


2. Moyenne d'un signal 


Définition 


Lo+To 
La moyenne d’un signal o{(é) de période T°_ est : (o()) = r| O(t)dt 
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= L'intégration se fait sur une période, , est quelconque (on choisit souvent f, — 0, mais f, =—T /2 pourra 
être commode pour une fonction paire). Si (fr) est un signal sinusoïdal, on a : 


(o(r)}= x NS o(t)dt = un Acos(2x ft + pdt = + cn ‘Acer 


To 
Soit : (o(r)) = + A JE PE + O | = 2 [sin(27 + o) — sin(@) = 0 (On a choisi f, = 0.) 
O O 0 


Ce résultat peut s’appliquer à tous les termes de Fourier de la décomposition d’une fonction périodique, 
la moyenne d’une somme étant la somme des moyennes. 


Propriété 


= La moyenne d’un signal sinusoïdal est nulle : (A cos(27f.t + P)) = 0 


= La moyenne d’une fonction périodique est le terme d’ordre zéro de sa décomposition de Fourier : 


(. -- DA cos(27nf t + 23) = © 


n=1 





En conséquence, la moyenne d’un signal sinusoïdal ne peut apporter aucun renseignement sur ses carac- 
téristiques, en particulier sur son amplitude. Un autre type de moyenne est donc nécessaire. 
3. Valeur efficace d'un signal 
L'énergie associée à un signal est en général proportionnelle au carré de celui-ci, l’utilisation de la 
moyenne quadratique est donc pertinente pour décrire les propriétés du signal. 

Définition 


= La valeur efficace d’un signal périodique ô{(r) est sa moyenne quadratique, c’est-à-dire la racine 





carrée de la moyenne de son carré : ©; = (o° (6) 


= Les voltmètres et les ampèremètres mesurent en mode alternatif les grandeurs efficaces et en mode 
continu les valeurs moyennes. Si o{(f) est un signal sinusoïdal, on vérifie (on peut choisir #, = 0) : 


o?, =(o°(1)= re o(Ddr = [" "A? cos (27 fit + hd = (1+cos[20xf,1 +@)])dr 


al" 


to tl 
tr o,.-A2([""% 4 À | 43 Ton) 47 _ A 
Soit:  Oy — 2T. J, +c0/ 7 T. 120) Ê "2T. B 4% sn[ T. 120 || no 
Propriété 
= La valeur efficace d’un signal sinusoïdal est proportionnelle à son amplitude À : 
O()=Acos(2rft+9) = O,y= _ 


V2 
« Théorème de Parseval : la valeur efficace d’une fonction périodique o{(r) s’exprime à l’aide des 


coefficients de sa décomposition de Fourier : 


O(t)=0,+) À cos(27znf (t+@) O°. = 
0 n o n — eff 


n=1 
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La démonstration du théorème de Parseval est très abordable à l’aide de formules de trigonométrie habi- 
tuelles et le lecteur est invité à s’y essayer. Le calcul fait intervenir des termes en cosinus de moyenne 
nulle, des termes en carrés de cosinus de moyenne !2 et des produits de cosinus qu’on ramène à une 
somme de cosinus, de moyenne nulle. 


1. Fonction de transfert 


Définition 


a Un fültre est un système dont le signal de sortie (réponse) diffère du signal d’entrée (excitation). 


a Un filtre est linéaire si l’équation différentielle traduisant l’effet du filtre et liant la sortie s(?) du 
filtre à l’entrée e(f) est linéaire. 





Les notions de filtres et de propriétés des filtres seront essentiellement traitées 1c1 dans le cadre de 
l’électricité. C’est en effet dans ce domaine (tout particulièrement en électronique) qu’on les utilise le 
plus souvent et qu’elles sont le plus facile à mettre en œuvre techniquement et expérimentalement. On 
gardera cependant à l’esprit que l’ensemble des concepts, des méthodes, des résultats sont valables dans 
d’autres domaines, en particulier la mécanique et l’optique (voir exercices n° 5 et n° 6 p. 198-199). 


La linéarité du filtre induit une propriété essentielle qui résulte du théorème de superposition. 


Énoncé 


\ \ 


Lorsqu'un filtre linéaire est soumis à une entrée égale à une somme de signaux sinusoïdaux, sa 
réponse est la somme des réponses du filtre à chaque signal. 





Un signal d’entrée peut toujours s’écrire comme une somme (discrète ou continue) de fonctions sinu- 
soïdales, 1l est donc suffisant, pour étudier le comportement du filtre linéaire sur tout signal d’entrée, de 
connaître uniquement son effet sur une entrée purement sinusoïdale. 


Définitions 
= La fonction de transfert H d’un filtre linéaire, qui donne une réponse en sortie sinusoïdale s(?) à 


ee un. : ro Ce 
une excitation d’entrée sinusoïdale e(f), est la grandeur complexe définie par : H == où e et s sont 
les complexes associés respectivement à e(fr) et s(f). 


= Le gain G du filtre est le module de la fonction de transfert : G 
« Le gain en décibel du filtre est : G,, = 20logG = 20log|H| 





= Le Bel est une « unité » particulière qui donne le logarithme décimal d’une grandeur sans dimension, 
elle-même rapport d’une grandeur à une grandeur de référence du même type. Par exemple le niveau 
sonore en Bel est le log du rapport de l’intensité sonore sur l’intensité sonore la plus faible audible par 
l’oreille humaine. Pour l’exprimer en décibel, 1l suffit de multiplier la grandeur en Bel par 10 : 
ul d'où: Lauuge = 10e = 10108 — 
0 0 
= La définition du gain d’un filtre comporte pourtant un facteur 20. En réalité le gain d’un filtre est défini 
par la puissance de sortie en référence à celle d’entrée. La puissance étant une fonction quadratique des 


grandeurs électrique, on obtient : 
2 


Fe. PF U | 
: =lo8- d’où: G},=10log "= = 10108 (Uri) = 20 log Auris = 20log|H| 


entrée entrée 


G 


B 


: entrée 
entrée 
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= La réponse d’un filtre donné (c’est-à-dire de paramètres fixés) et, par suite, sa fonction de transfert ne 
dépendent que de la pulsation (ou si l’on préfère de la fréquence) du signal d’entrée. On écrira généra- 
lement dans ce qui suit H(®), car on privilégie dans cette étude le comportement fréquentiel des filtres. 
Certains auteurs préfèrent écrire H(jœ) pour mettre en évidence l’utilité de faire apparaître le facteur jœ 
dans l’expression de 1, facteur qui traduit plus explicitement le lien entre la représentation complexe et 
l’équation différentielle réelle. On trouvera aussi, lorsqu'on utilise la transformée de Laplace, la notation 
H(p), où p n’est autre que le facteur jw. Toutes ces approches s’appuient sur les mêmes lois physiques 
et les mêmes outils mathématiques, même s1 elles diffèrent légèrement dans leur présentation ou leur 
notation et conduiront évidemment à des résultats physiques identiques. 


Rs POINT MÉTHODE 
Comprendre la signification et l’intérêt de la fonction de transfert 


= On peut écrire la fonction de transfert, ainsi que les valeurs d’entrée et de sortie, sous la forme com- 
plexe habituelle, faisant intervenir module et argument : 

. SE …. _ _—. 

H = \H Je? = lle où l’on choisit généralement l’origine des phases de sorte que E=E, 

On a vu au chapitre précédent que la réponse d’un système linéaire soumis à une excitation sinusoïdale 

présentait une amplitude et une phase qui dépendent de la pulsation imposée. Par conséquent |A et o 


sont des fonctions de &. 


= [l est donc important de comprendre que les notions de filtre et de fonction de transfert ne sont qu’une 

généralisation de l’étude des oscillateurs en régime forcé vus au chapitre précédent. On a en effet : 

S, (@) 
E 


H _ \H|(w)e"*" _ D arr d’où : \H}(c@) _ et p(@) _ @.(@) … ®. 


= L’amplitude de la fonction de transfert est l’amplitude de la réponse ramenée à l’amplitude 
d’excitation. 
 L’argument de la fonction de transfert est le déphasage de la réponse par rapport à l’excitation. 


= La fonction de transfert du filtre permet donc d’étudier, pour toute fréquence imposée en entrée, le 
régime forcé du circuit, autrement dit la solution particulière en régime permanent du circuit. La fonc- 
ton de transfert contient toutes les informations nécessaires, puisqu'on sait que la réponse sera une 
oscillation sinusoïdale de même fréquence que l’entrée. On se contente donc de donner l’amplitude 
de la réponse par rapport à l’entrée (le module de la fonction de transfert ou gain) et le déphasage de 
la réponse par rapport à l’entrée (argument de la fonction de transfert) : on dira que le comportement 
fréquentiel du filtre est entièrement déterminé par sa fonction de transfert. 


a On gardera à l’esprit que l’expression de la fonction de transfert reste la traduction de l’équation 
différentielle du comportement du filtre, équation qu’on saura éventuellement retrouver. Exemple : 


s ot + jBo _. ne | | ds ,ds de 
H == = S$sjonifie : a(j@) $s + JbOS + cs = Ce + e SO: a—+b—+cs=œe+b— 
e —aw +jbo+c Up dd Par 





Le filtre en électricité sera généralement mis sous la forme 
d’un quadrupôle, la fonction de transfert étant souvent obte- 

on : . : € S & 
nue à l’aide d’une loi de diviseur de tension. Le filtre est 
représenté par un rectangle portant sa fonction de transfert 
ou un symbole donnant son rôle. En électronique, on associe ainsi des filtres en cascade, de sorte que la 
sortie du filtre n devienne l’entrée du filtre n + 1. 
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2. Différents types de filtres 


L'intérêt d’un filtre est de donner des réponses différentes selon la fréquence d’entrée. Lorsque l’ampli- 
tude de sortie est suffisamment importante (au regard de l’amplitude d’entrée ou de la réponse maximale 
que l’on peut obtenir), on dira que le filtre laisse passer le signal. À contrario, si l'amplitude est faible, 
on dira que le filtre ne laisse pas passer ou coupe le signal. Du point de vue fréquentiel, il existe plu- 
sieurs types courants de filtres linéaires. Certains filtres ne sont pas conçus pour atténuer les signaux, 
mais pour modifier légèrement le gain (ou la phase) à différentes fréquences, comme les égaliseurs. 


Définitions 
= Un filtre passe-bas laisse passer les signaux sinusoïdaux de basses fréquences et coupe les signaux 
sinusoïdaux de hautes fréquences. 


a Un filtre passe-haut laisse passer les signaux sinusoïdaux de hautes fréquences et coupe les 
Signaux sinusoïdaux de basses fréquences. 


= Un filtre passe-bande laisse passer les signaux sinusoïdaux dont la fréquence est comprise dans un 
intervalle (bande) de fréquences et coupe les autres. 


= Un filtre coupe-bande coupe les signaux sinusoïdaux dont la fréquence est comprise dans un inter- 
valle (bande) de fréquences et laisse passer les autres. 


= Un filtre toute-bande ou passe-tout ou déphaseur n’agit pas sur l’amplitude et laisse passer tous 
les signaux, mais déphase le signal de sortie par rapport au signal d’entrée en fonction de sa fréquence. 





« laisse passer » = amplifie ou atténue peu et « Coupe » = atténue fortement 


En réalité le filtre laisse évidemment tout passer, mais 1l est susceptible d’atténuer (plus ou moins forte- 
ment) les signaux de certaines fréquences. On pourra alors modéliser un filtre réel par un fültre parfait 
ou 1déal, qui donne un sens au vocabulaire employé. Avec l’exemple schématisé, on a : 

Le gain d’un filtre idéal ne peut prendre que deux valeurs : 


G =0 ou G = H = constante 
æ Les fréquences pour lesquelles le gain est H passent : 
G(w)=H = wE [@,,,@,, [L [@,,.@. | — bande passante 
æ Les fréquences de coupure délimitent la bande passante : 
AE D,» QUET ®,, 
æ Les fréquences pour lesquelles le gain est 0 ne passent pas : 





G(@)=0 = wélo,,0,.,[0[o,,.@,]| 
Définitions bandes passantes 


= La bande passante (BP) d’un filtre est le domaine de fréquences ou de pulsations pour lesquelles : 


G e 
ETES EE soit : G'(0)26% 9 0b 


V2 


= Les fréquences ou les pulsations de coupure définissent les bornes des bandes passantes du filtre : 


G . 
Go: n D SOIL : Ga (me) a Gapmax nu 3 dB 





On démontre aisément l’équivalence entre les définitions sur le gain et le gain en décibel : 





201082 


max 


G G 
G(@D_m»)2— = 20log|G(@_ $)|220l08— = G(® w)2G 

BP 2 g| BP | 8 D dB BP dB 
So: GC: (0:20, —3dB car log(2) & 0,3 


max 
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On retrouve évidemment des définitions identiques à celles vues au chapitre précédent. La justification de 
la bande passante à —-3 dB se comprend aisément avec la remarque p. 185 et la définition du logarithme. 


On représente dans le tableau ci-dessous les courbes de gain en fréquence des principaux types de filtres 
réels et de leur modèle idéal. 


Type de filtre Filtre idéal Filtre réel Bande passante 
Symboles 


[0 3 fe11 L Lea 5 +00] 
Coupe-bande 
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PETER 


1. Nécessité d'une représentation logarithmique 


Dans un circuit électrique de TP alimenté par un GBF comme dans un système électronique quelconque, 
la fréquence du signal d’entrée peut varier dans une large gamme de fréquences (du Hertz au MHZ, voire 
au GHZ). Il devient alors difficile de représenter sur un même graphe et de façon lisible les fonctions 
G(@) et p(@). L’échelle logarithmique permet de surmonter cette difficulté. On utilise avec profit le 
rapport de la pulsation d’entrée © à une pulsation caractéristique du filtre ©, variable sans dimension 
notée x, déjà introduite au chapitre précédent. 


Définitions 
= Un diagramme de Bode est le tracé du gain en décibel et du déphasage de la réponse d’un filtre 


en fonction du logarithme décimal de la fréquence, de la pulsation ou, plus rigoureusement, de leur 
rapport sans dimension à une valeur caractéristique du circuit (© ouf. ): 
car car 


@ _ J 
G,,=f({logx) avec x=—-=—— 
a 1 - ) D, pe 
= Un diagramme de Bode asymptotique est un diagramme de Bode simplifié sur lequel ne figurent 
que les asymptotes, en particulier en zéro et en l’infini, qui traduisent le comportement à basses et à 


hautes fréquences du filtre. 


a Une décade est un intervalle de la forme [x ; 10x] pour une valeur positive quelconque de x, c’est- 
à-dire tout intervalle de fréquence [f ; 10f] ou de pulsation [o ; 10] où f et © peuvent avoir une 
valeur positive quelconque. Dans un diagramme de Bode, en raison de l’échelle logarithmique, une 
décade représente une unité sur l’axe des abscisses [log (x) ; log (x) + 11]. 





= En toute rigueur, une fonction logarithme (ou exponentielle) en physique est d’argument sans dimen- 
sion. Il est donc plus correct d’utiliser x, même s’il est parfois commode de visualiser les fréquences 
correspondantes sur l’axe des abscisses. 


= Grâce à l’échelle logarithmique, les courbes réelles vont tendre rapidement vers leurs asymptotes 
dont le tracé est indispensable (voire suffisant pour conclure quant à la nature du filtre) sur ce genre de 
diagramme. 


Rs POINT MÉTHODE 
Tracer un diagramme de Bode 


= Pour tracer le diagramme de Bode d’un filtre, il faut procéder méthodiquement : 
= Prévoir la nature du filtre en étudiant son comportement basses fréquences (BF) et hautes fré- 
quences (HF) avec des équivalents de dipôles. 
= Établir l’expression de la fonction de transfert du système : H(). 
= Déterminer les paramètres pertinents du système (pulsations caractéristiques, facteur de 
qualité). 
æ Exprimer A(&) ou de préférence H(x) sous une forme canonique (voir tableaux ci-après). 
 Exprimer le gain G (module de H) et la phase @ (argument de Æ). 
= Exprimer le gain en décibel G.. 
= À l’aide d’un tableau, étudier les variations des fonctions et leur comportement asymptotique. 
= Placer les asymptotes sur le diagramme (papier log, semi-log ou quadrillé). 
Tracer les courbes de gain et de phase et confirmer la prévision initiale. 


partagelivrescpge.blogspotcom Partie 1 — Signaux IE 





Filtrage linéaire 





= On détaille ci-dessous l’étude pour le premier filtre des tableaux ci-après. 
—æ À hautes fréquences, le condensateur est l’équivalent d’un fil, la tension | 
de sortie est nulle, tandis qu’à basses fréquences 1l est équivalent à un inter-  ‘ C ; 


rupteur ouvert et s = e. | 


= On prévoit un filtre passe-bas. 
= On utilise la loi du diviseur de tension pour exprimer la fonction de transfert : 





CS Ze 2 CRD 1 1 _ 1 avec O - 
€ Zc+Zr WjCO+R I+jRCEO I+jo/®, 1+ 7 RC 
(00) (0) +00 
x 0 l +00 
log x . 0 i7_ On détermine les asymptotes en utilisant des 
__. l D. L a de G,, pour x tendant vers 0 ou vers 
| à | 5 infini : 
®. ___ (1+ x°) = | — —10log(1+ x°) 0 
G,(x)=-10log(1+ x?) | 0 _3 dB D  (1+x") - x° = —-10log(1+x") - —-20logx 
asymptote 0 —20 logx 
p = —-arctan(x) r/2 0 —7/2 


L’asymptote —-20 log x signifie que si x est multiplié par 10 (une décade), alors log x augmente de 1 
et donc G, diminue de 20. Il est alors habituel d'écrire ce comportement asymptotique sous forme 
—20 dB/déc et de l’indiquer sur le graphique. On trace ensuite le diagramme de Bode en plaçant les 
asymptotes, les points particuliers et, pour finir, les tracés des courbes. Le filtre est bien un passe-bas. 





Le lecteur est invité à retrouver les fonctions de transferts des différents filtres les plus classiques, 
proposés dans les tableaux pages suivantes (où 1l suffit d’appliquer la loi du diviseur de tension et les 
expressions habituelles des impédances des dipôles), à proposer une forme canonique (pour les filtres 
complexes, plusieurs expressions sont souvent possibles), puis à en tracer les diagrammes de Bode, après 
une étude des fonctions G, G,, et @. 


2. Quelques filtres courants 





Définitions 





a Un filtre du premier ordre est un filtre dont l’équation différentielle est du premier ordre. 


= Un filtre du second ordre est un filtre dont l’équation différentielle est du second ordre. 


On obtiendra des filtres du premier ordre (respectivement du second ordre) à l’aide de circuit RL ou RC 
série (respectivement RLC série) alimentés par une tension sinusoïdale et dont on étudie la tension aux 
bornes de l’un des dipôles. IT y a cependant de nombreux autres moyens d’obtenir des filtres, à l’aide 
d'associations de dipôles linéaires (voir exercices n° 1 pont de Wien et n° 2 p. 197). 


Remarque : Dans les tableaux qui suivent, le numérateur fait apparaître un gain AH, qui est toujours 
positif pour un filtre passif (qui ne fournit pas d’énergie), mais peut être négatif pour un filtre actif (qui 
fournit de l’énergie). On a représenté le diagramme de Bode du gain avec H, = 1 et donc G,,, = 0 ; si 
ce n’est pas le cas, on décale la courbe de la valeur de G,, = 20 log (11) (voir exercice n° 4 p. 198 par 
exemple). De même, la courbe de phase sera décalée de +7 si H,< 0 (filtre actif). 


— = En l F ju TR, _— + PF _vr. 
"MA A l lo AnnTrEeEn mm 
cpge.Dogmoccom 


V1 








Filtrage linéaire 





% Filtres d'ordre 1 


Fonction H = H,__ jxH, 
de transfert — 1 j/x 1+jx 


Gain G 


Gain en décibel Gy =201log|H,|-101og(1+x°) Gy =201og|H,|[-101og(1+1/x°) 
Asymptote BF Gy =201log|H,;| Gy = 201og|H,|+201og x 


Asymptote HF Gy =2010g|H,|-20 log x Gy =20log|[H, 


Gas 





Diagramme 
de Bode du gain 
Avec H,=1 


Déphasage* p=arg(H,)+ - — arctan(x) 


Diagramme 
de Bode 
de la phase 
avec argH, = 0 





* Pour un filtre passif : arg(H,) = 0; pour un jiltre actif : arg(H,) = 0 ou x. 
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Filtrage linéaire 





% Filtres d'ordre 2 


Circuit possible 


Fonction 
de transfert 





1 
O°x° 


Gain en décibel 0 Gy = 20 log[H| -Otoe| 2 n 


Asymptote BF Gy =201log|H;) Gy = 201log|H,|+40log x 


Asymptote HF Gy =2010g|H,|-40log x Gy =20log|H;) 


E GaB Gaz 








Diagramme 
de Bode du gain 
Avec H,=1 
pour différentes 
valeurs de Q 


Diagramme 
de Bode 


de la phase 
avec argH, = 0 
pour différentes 

valeurs de Q 


* Pour un filtre passif : arg(H,) = 0; pour un jiltre actif : arg(H,) = 0 ou n. 
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Filtrage linéaire 





Circuit possible 


Fonction 
de transfert 





Gy =2010g|H 10log| 1+ 


oÙ— 


Asymptote BF Gy = 2010g|H,|[-2010gQ +201og x Gy =201log|H,;| 


Asymptote HF Gy = 2010g|H,|-2010gQ —-20log x Gy =2010g|H;| 





Diagramme 
de Bode du gain 


Avec H, — 


pour différentes 
valeurs de Q 


1 


1 
Â % = a ss —— 
Déphasage p=arg(H,)-arctan | oi. | 


Diagramme 
de Bode 
de la phase 
avec argH, = 0 
pour différentes 
valeurs de Q 





* Pour un filtre passif : arg(H,) = 0; pour un jiltre actif : arg(H,) = 0 ou x. 
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Filtrage linéaire 





Remarque : L'ensemble des filtres ci-dessus correspondent aux circuits étudiés en régime forcé dans 
le chapitre précédent. Il faut bien comprendre qu'il s’agit exactement des mêmes systèmes, dont on 
étudie le régime permanent forcé sinusoïdal et qui sont simplement présentés un peu différemment. 
Toutes les propriétés établies alors restent donc valables ici. Les propriétés de la résonance en intensité 
se retrouvent dans le passe bande : la fréquence de résonance f, est indépendante du facteur de qualité 
Q et la bande-passante est de largeur Af — f/Q. Les propriétés de la résonance en tension se retrouvent 
dans le passe-bas du second ordre : selon la valeur du facteur de qualité ©Q, le gain peut être strictement 
monotone ou passer par un extremum (présence d’une résonance en tension si Q >1/ V2). 





METEEREERTENE 


1. Grandeur de sortie 


L'étude de la fonction de transfert permet de déterminer les propriétés de la tension de sortie du filtre en 
réponse à une tension purement sinusoïdale imposée en entrée. On a vu que, grâce à la décomposition 
ou la transformation de Fourier d’une part, et du fait de la linéarité du filtre d’autre part, la réponse de 
ce dernier à une entrée quelconque est la somme des réponses correspondant à chaque composante de la 
somme de Fourier de l’entrée. On peut ainsi exprimer aisément la sortie dans tous les cas. 


Sortie du filtre de fonction de transfert H(@) = H(œ)e/*'® 
e(t)= E cos(®,t+@)=Ecos(2rft +.) s(r) = H(@, )E cos(@,f + p, + p(@,)) 


e(t)=e (t)+e,(f) == E cos(@,f +9,)+E, cos(®,f+@,) S()=s,6)+5,(6) 


e(t)=E cos(2r fit +@p,)+E, cos(2r f,t + @,) s() = H(@,)E, cos(@,f +, + p(@,)) + H(@,)E, cos(@,f + p, + p(@,)) 


e(t)=e, + Ye, (0 = + Y E, cos(@,f+,) s(£) = H(0)e, + 5) s,(E)=5, + > H(@, )E, cos(@,f+@p,+@(,)) 


n=1 n=1l n=]l n=]l 


e(t)=e, +5 E,cos(Q2rnft+®,)=e, +5 E, cos(n@ f+,) S(E)=s,+ pa H(n@,)E, cos(n@,t +@,+ço(n,)) 
n=] n=1 


n=] 





e est une valeur moyenne, que l’on peut voir comme un signal de pulsation nulle, la réponse est s 
réponse à une excitation constante. s_ est la réponse (sortie) à l’excitation (entrée) e. 


2. Effet des principaux filtres 


En choisissant les paramètres du filtre (valeurs des composants), on peut ajuster les fréquences de coupure 
et donc la position et la largeur des bandes passantes et sélectionner uniquement les fréquences de son 
choix, c’est-à-dire atténuer suffisamment les signaux de fréquences indésirables. En réglant ces paramètres, 


PIN Lé 


on peut également obtenir des effets plus spécifiques à l’aide des différents filtres déjà étudiés. 


N. B. : On rappelle que l'équivalent complexe de la dérivation réelle est la multiplication par j@ et 
l’intégration la division par j@. 


% Filtres « passe » 


Les filtres vont atténuer fortement les signaux dont les fréquences sont en dehors de leur bande passante, 
ce qui revient à les éliminer en sortie. Ainsi un filtre passe-bas (respectivement passe-haut) va permettre 
d’éliminer du signal les hautes (respectivement basses) fréquences, c’est-à-dire supérieures (respective- 
ment inférieures) à sa fréquence de coupure. Un filtre passe-bande élimine du signal les basses et les 
hautes fréquences, c’est-à-dire extérieures à sa bande passante, au contraire d’un filtre coupe-bande ou 
rejecteur de bande, qui va éliminer du signal une bande de fréquence. 
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Filtrage linéaire 





Caractère moyenneur 






Définitions 
Un filtre se comporte en moyenneur dans un domaine de fréquences si, dans ce domaine, la tension 
de sortie est proportionnelle à la moyenne de la tension d’entrée. 


Exemple : La fréquence de coupure f. d’un filtre passe-bas est choisie très faible devant la fréquence f 
du signal d’entrée (périodique non sinusoïdal) : 


e(f)=e,+ > E,cos(2nrft+,) t LD > > = Gnf,)s0 > s6)=s, 
n=] 


Toutes les harmoniques de fréquences nf, seront très fortement atténuées par le filtre (elles seront 
« coupées ») et il ne reste que s,, la réponse du filtre à l’entrée continue e,, moyenne du signal d’entrée. 


% Caractère dérivateur 





Définitions 


Un filtre se comporte en dérivateur dans un domaine de fréquences si, dans ce domaine, la tension 


de sortie est la dérivée de la tension d’entrée (à un coefficient multiplicateur près). 


Exemple 1 : Filtre passe-haut du premier ordre utilisé en basse fréquence : x 1, soit © < ©, 











ixA, | S .@ H, . H,, de(r) 
= - jxH, = H ===) H, = = — — t)= ——— 
— 1+x re T0 20 e lo, 0 ° ©, JPe PA ©, dé 
Exemple 2 : Filtre passe-bande du second ordre en basse fréquence : x < 1, soit ©  &,. 
jH,x/Q H, s_.© A H,.. H, de(t) 
= —— > jx— > H(D<K<D )===j —— > s=- Oe —> s(t)= 
me Jx/Q x] L Q En . € ' O, Q _ O, ce 00, dt 


Propriétés 


s La fonction de transfert d’un filtre dérivateur s’écrit : H = i - aj@ = bjx (a, b constantes réelles). 


e 
= Dans le domaine où ce comportement est valide, le diagramme de Bode présente une droite affine 
de pente +20 dB/déc. 





En effet : G,;, = 201og(|b| x) : 20log(x) + 2010g(|b|) 
Caractère intégrateur 


Définitions 






Un filtre se comporte en intégrateur dans un domaine de fréquences si, dans ce domaine, la tension 
de sortie est la primitive de la tension d’entrée (à un coefficient multiplicateur réel près). 


On peut dire aussi que la tension d’entrée est la dérivée de la tension de sortie. 


Exemple 1 : Filtre passe-bas du premier ordre utilisé en haute fréquence : x > 1, soit © > ©, 


H,.. H 7. ; 
HD 5 n © H@B@)=E= EH, © = HE > 6) @, [ e() 





Exemple 2 : Filtre passe-bande du second ordre utilisé en haute fréquence : x > 1, soit © > &, 
©, H H,@ 
mc . H — H(o > @,)=2= 22 — _ 10 
— 1-x"+jx/Q x1 jxQ e 


Jo Q 7. Q Jo 





= = fetoac 
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Filtrage linéaire 


Propriétés 


a b 


= La fonction de transfert d’un filtre intégrateur s’écrit : H = = ——— (a, b constantes réelles). 
€ ] JX 

= Dans le domaine où ce comportement est valide, le diagramme de Bode présente une droite affine 

de pente —-20 dB/déc. 





En effet : G;, = 20log(|b|/ x)=-201og{x)+2010g(|b|) 


Ds VERS LA COLLE 


Questions de cours 
x Moyenne, valeur efficace d’un signal sinusoïdal, cas d’un signal périodique quelconque. 


« Filtre linéaire : définition, représentation en quadrupôle, fonction de transfert, signification physique 
du module et de l’argument de la fonction de transfert, gain, gain en décibel, importance de la décom- 
position de Fourier et conséquence sur l’étude des filtres. 


sm Diagrammes de Bode, de Bode asymptotique : définition, intérêt, représentation, notion de décade. 


= Filtres classiques (passe-bas, passe-haut, passe-bande, coupe-bande) : définitions, allure générale des 
diagrammes de Bode, définitions (en terme de gain et en terme de gain en décibel) des bandes pas- 
santes et des fréquences de coupure. 


# Caractères particuliers d’un filtre : passe, déphaseur, moyenneur, dérivateur, intégrateur. Exemples. 


Erreurs à éviter 


= [l est important de ne pas confondre graduation linéaire et graduation logarithmique, par exemple le 
« milieu » de la décade ne correspond pas au milieu de l’intervalle de fréquences. 


Quelques « trucs » utiles 


s On a toujours intérêt à identifier un filtre en comparaison aux filtres courants, ce qui rend l’expression 
canonique en x extrêmement utile à connaître. 


= Sur un diagramme de Bode, il est plus lisible d'utiliser la variable en abscisse log x, chaque unité 
correspondant à une décade et en conséquence de placer l’axe au centre d’un diagramme de Bode 
(log x = 0 ou x = 1) même si on trouve aussi d’autres représentations. 


= [l est souvent nécessaire de superposer sur le même graphe, les courbes d’un même filtre, mais avec 
des facteurs de qualité (donc des paramètres) différents, comme dans les tableaux du cours. 


m S1 le tracé est sur papier log on 
peut lire directement Îles abs- 
cisses x et les ordonnées G, sur 
papier semi-log, on peut lire direc- 
tement les abscisses x, sinon sur 1 2 3 45678910 20 3040... 100 200 300... 1000 
papier simple, 1l faudra convertir. Fe 
Exemple : S1 log x = 0,5, alors 
x = 10°* = 3,16 (pointillé rouge) , 





—) 
==] 
= 

un 
pi 
pi 
un 
DS] 
TS] 
un 
(2) 


# On peut tracer le diagramme asymptotique de Bode d’un filtre complexe en le décomposant en filtres 
plus simples (voir exercice n° 5 p. 198). 
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RE EXERCICES 





Filtrage linéaire 


KE Pour s'entraîner * — corrigé p. 201 


© Pour chaque schéma de filtres des tableaux p. 191-193 : 


+ Prévoir la nature du filtre avec des équivalents de chaque dipôle à hautes et basses fréquences. 


= Établir l'expression de la fonction de transfert complexe, et identifier les paramètres caractéristiques 
(pulsation et éventuellement facteur de qualité) et proposer une forme canonique en fonction d’une variable 
x Sans dimension. 


 Exprimer le gain G, le gain en décibel G', et la phase o. 


= Éventuellement sous forme d’un tableau, déterminer les variations du gain, du gain dB et de la phase en 
fonction de , x et log x et déterminer le comportement asymptotique de G,, en fonction de log x. 


Tracer le diagramme de Bode de Get de p en fonction de log x, après avoir placé les asymptotes. 


=> Confirmer la nature du filtre. 


© Application : on étudie le pont de Wien, qui correspond au circuit de l’exercice n° 1 p. 174 avec 
D = R. u est la tension de sortie, e celle d’entrée. Etablir pour ce filtre la fonction de transfert et le ratta- 
cher à un des cas précédent, puis étudier son comportement et tracer les diagrammes de Bode du pont. 





Constitution d'un filtre * * — corrigé p. 202 


On considère un dipôle AB formé de deux éléments D. et D, en série. Le dipôle 

AB est constitué d’une résistance À, d’une bobine idéale d’inductance L et d’un 
condensateur de capacité C. Les dipôles D et D, contiennent au moins un com- € 
posant. Déterminer la façon dont sont branchés ces trois composants, ainsi que 
leurs valeurs, compte-tenu des informations suivantes : 

— S1 le dipôle AB est alimenté en régime continu par une source de tension E = 15 V, il est parcouru par 
un courant d'intensité J = 15 mA. 

— Si on travaille en régime sinusoïdal, la fonction de transfert montre qu’il s’agit d’un filtre passe-bande, 
dont le gain est maximal à la fréquence f, = 1,16 kHz et dont la bande passante est Af,, = 0,34 kHz. 





Filtres passe-bas (extrait centrale MP 2015) * > corrigé p. 203 





© On donne le diagramme de Bode ci-contre. Quelle G 


est la nature du filtre ? 


dB lo8( os) 


© Des filtres passe-bas ont les caractéristiques sui- 
vantes : 
— leur gain à basse fréquence est égal à 1, 
— leur pulsation de coupure à —-3 dB est &,, 
— l’atténuation pour ©, = 5 &,. doit être de 80 dB. Montrer que le filtre de 
fonction de transfert Æ ci-contre convient. 


Quelle valeur entière de n doit-on retenir pour satisfaire au cahier des charges 
des filtres ? 
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Filtrage linéaire 








E1 Ordre d'un filtre passe-bas * * — corrigé p. 204 


On considère un filtre passe-bas dont la fonction de G 
transfert s’écrit : 


dB 


us H, 
20 | EG a (jx) +. + GE C0) GE) 


avec les coefficients a, réels (a, Æ 0) et H, positif 
(filtre passif). 


© Quel est l’ordre de ce filtre ? Donner en basses 
fréquences et en hautes fréquences : un équiva- 
lent de À, puis du gain et du gain en décibel et en 
déduire le comportement asymptotique du filtre. 
Commenter. 





@ On donne le diagramme de Bode d’un de ces filtres. Déterminer n et H, pour ce filtre. À l’aide de 
l'intersection des asymptotes, déterminer le coefficient a, de plus haut rang. 


5 Véhicule explosif (ENSTIM 2006) * * * — corrigé p. 205 









. M = 1 000 kg 
À= 4.10 USI 
k=1,0.105N.m' 


La route est 
ondulée 






La route est 


horizontale Niveau moyen 


de la route 


Un véhicule est modélisé par un parallélépipède de centre d’inertie G et de masse M reposant sur une 
roue par l’intermédiaire d’une suspension dont l’axe OG reste toujours vertical. Le véhicule se déplace 
à vitesse horizontale constante nv. La suspension est modélisée par un ressort de raideur £ et un amor- 
tisseur fluide de constante À, la force de frottement fluide étant proportionnelle à la vitesse relative de 
G par rapport à O. Sur une route horizontale, O reste à distance constante À du sol, mais sur une route 
ondulée de profil sinusoïdal, il se déplace verticalement tel que z, = R + Acos(œr). Les positions de G 
et de O sont repérées par z,, et z,,, leurs distances respectives au niveau moyen du sol. Après avoir déter- 
miné la position d’équilibre 2, de G, on a établi (questions précédentes du sujet original) que l’équation 
différentielle du mouvement est : 
MSA RCA TER ER ER) 

On note respectivement z et y les positions de G et O par rapport à leurs positions d'équilibre : z = z, — 2e 
et y = z, — À. Il est facile de vérifier que la vitesse horizontale du véhicule est liée simplement à & par 
2rv = Lo où L est la période spatiale du profil de la route. 


© Établir l’équation différentielle (E) vérifiée par z(f) en fonction de y(r) et des paramètres du problème. 
Justifier qualitativement le fait que l’on recherche la solution z(f) de cette équation différentielle sous 
une forme sinusoïdale : z(f) = z,,, cos(œ@t + @) et expliquer pourquoi on peu t considérer le véhicule 
comme un filtre linéaire mécanique. 
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Filtrage linéaire 





© En utilisant la notation complexe habituelle (z et y que l’on définira) associée à z(r) et y(r), établir 
l’équation algébrique complexe associée à (E) et montrer que la fonction de transfert de ce filtre méca- 
SE 
= PRES <—L%, Exprimer et calculer numériquement ©, ©, et Q. 
H 1 2 
ln : J O 2? 
ur ®, 
© Montrer que la fonction de Ru peut se mettre sous la forme d’un rapport de deux fonctions de 
transfert H, et H, qui sont celles de deux filtres connus, notés F, et F,, dont on précisera les compor- 
tements asymptotiques. En déduire une expression simple du gain en décibel du filtre mécanique en 
fonction des gains en décibel de F etF.. 


nique peut s’écrire : H = 


| [IN 





© Sur un même graphe, tracer le diagramme de Bode asymptotique de Æ et de H,. En déduire le 
diagramme de Bode asymptotique de Æ, puis l’allure du diagramme de Bode du filtre mécanique 
constitué par le véhicule. Analyser ce diagramme en expliquant ce que signifie physiquement le gain. 


© Dans le film Le Salaire de la peur, tiré du roman éponyme, Yves Montand conduit un camion chargé 
de nitroglycérine, un explosif puissant et très instable, qui ne doit pas être secoué. II passe sur une 
route ondulée dont 1l est dit qu’il doit rouler à moins de 5 km/h ou à plus de 50 km/h pour éviter 
l'explosion. À l’aide de ce qui précède, justifier qualitativement cette affirmation. 


6. Succession de filtres détecteur pyroélectrique 
(d'après Centrale PC 2009) * * * — corrigé p. 208 


Bien que l’effet pyroélectrique soit connu depuis les travaux de Brewster (1824), 1l n’est exploité qu’à 
partir de 1970 pour équiper des capteurs très sensibles et très robustes de flux lumineux modulé (qui 
varie légèrement autour d’une valeur moyenne). Le principe peut se résumer ainsi : un flux lumineux 
(entrée) excite le matériau (un film très fin), ce qui modifie sa température, or une température variable 
au sein de ce type de matériau produit un courant dit de polarisation (effet pyroélectrique). Ce courant 
peut être considéré comme un générateur de Norton 1déal en parallèle d’un condensateur de capacité C. 
Pour constituer le détecteur proprement dit, on lui associe en parallèle une résistance R très élevée et 
on détecte la tension à ses bornes (sortie). Ainsi un flux lumineux présentant des variations sinusoïdales 
(autour d’une valeur moyenne) force en cascade l’ensemble du système, qui produit en sortie une tension 
sinusoïdale de même fréquence, dont l’amplitude dépend de la fréquence du flux lumineux. Dans les 
questions précédentes du sujet original on a établi les équations différentielles suivantes : 


de | de 
+6 1, (2) (1)  ; i(E)= Sp (2) 


Où p,(t)=6@, cos(œf) donne les variations du flux lumineux autour d’une valeur moyenne Ÿ,. 

O(r) est la variation de température du film autour de sa valeur moyenne T.. 

i(r) est l’intensité du courant de polarisation qui apparaît dans le film. 

S est la surface du détecteur, p un coefficient caractéristique du matériau appelé paramètre pyroélec- 
trique, T, un temps caractéristique des échanges thermiques dans le matériau avec un support thermique 
dont on ne détaille pas 1c1 le rôle dans l’équation de la tempéra- 

ture du film, c est la capacité thermique du film. 

Le détecteur proprement dit, noté F,, correspond au circuit  {(f) 
ci-contre dans lequel l’entrée i(r) est le courant de polarisation et 

où l’on mesure la sortie u(f). 


u(t) 





© En utilisant la notation complexe habituelle pour toutes les grandeurs variables dans le temps, établir 
les équations algébriques complexes (1)' et (2)' associées aux équations différentielles (1) et (2). 
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Filtrage linéaire 





@ Établir l'expression de la fonction de transfert FH, du détecteur F,, dans laquelle on introduira t, = RC 
le temps caractéristique du détecteur. Quelle est la nature de ce filtre (on pourra utiliser une forme 
canonique s1 on le souhaite) ? 


© Montrer que l’ensemble du système peut être considéré comme la mise en cascade de 3 filtres suc- 
cessifs F, F,, F, dont on précisera pour chacun les grandeurs d’entrée et de sortie sur un schéma du 
dispositif. 

© Exprimer la fonction de transfert H de F, à l’aide de l’équation (1)' et déterminer la nature de ce filtre 
(on pourra utiliser une forme canonique si on le souhaite). 


© Exprimer la fonction de transfert H, de E, à l’aide de l’équation (2)' et déterminer la nature de ce filtre 
(on pourra utiliser une forme canonique si on le souhaite). 


© À l’aide des résultats précédents, établir la fonction de transfert de l’ensemble du filtre et montrer 
qu’elle se met sous la forme (A) qui conduit à la forme canonique (B) : 
D 
AT I] DOUCE = 1+j0(x-1) ® Jo 
JO(T, +T;) (T, +T.) LU ZX 
Exprimer H,, f, et Q en fonction des paramètres du problème. Quelle est la nature du filtre complet ? 


= 





LS l& 


© On donne ci-contre le diagramme de Bode fourni par le constructeur. Quelle fréquence donne la 
réponse maximale d'après le graphique ? Comparer à la valeur attendue. Déterminer A sur le gra- 
phique et comparer à la valeur attendue. 

© Tracer les asymptotes du diagramme de Bode et déterminer leur pente. Est-ce conforme à la pente 


habituelle du passe-bande vu en électrocinétique ? Expliquer la différence. En utilisant l’intersection 
des asymptotes, déterminer graphiquement le facteur de qualité Q et comparer à la valeur attendue. 


Commenter. 
Réponse du filtre pyrotechnique 
10000 
1000 
100 
0,001 0,01 0,1 Î 10 100 


En ordonnée logarithmique : |H| pour une amplitude de flux lumineux ®, = 1uW 
En abscisse logarithmique : fréquence de modulation du flux lumineux 


Données : $ = 4 mnr ; c = 3,1.10 * J.K° ; p = 17.10 C.m°.K1 ; R=24.10°Q ; T =0,159s ; t, = 1,495 
1 À 
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; Filtrage linéaire 
RS CORRIGES 


EI Pour s'entraîner > énoncé p. 197 


© La démarche est détaillée dans le point méthode p. 189-190 pour le premier filtre. Quelques indications : 


Pour prévoir la nature d’un filtre aux hautes et basses fréquences, on utilisera les équivalents 
habituels : 


— Une bobine équivaut à un interrupteur ouvert à hautes fréquences et à un fil à basses fréquences. 
— Un condensateur équivaut à un fil à hautes fréquences et à un interrupteur ouvert en basses fréquences. 
— Un résistor garde le même comportement quelle que soit la fréquence. 


Pour écrire la fonction de transfert, on interprètera le système en divi- 
seur de tension, d’où : 4 = = = —— 

mio Ze 
% Pour faire apparaître la pulsation caractéristique, on écrit le numérateur 
sous la forme (1 + ..….), tous les termes sont alors sans dimension et un terme 


de la forme ac signifie que 1/a a la dimension d’une pulsation au carré. 








= On obtient le comportement asymptotique en proposant des équivalents (cela se fait sans difficul- 
té, puisque toutes les fonctions utilisées sont des polynômes). 


= On trace les asymptotes en priorité, puis le diagramme après avoir déterminé le gain aux pulsations 
caractéristiques (x = 1 ou log x = 0). Attention, l’étude du passe-bas ou du passe-haut du second ordre 


Pen #’ 


nécessite de vérifier l’existence d’un maximum, travail qui a déjà été fait dans le chapitre précédent p. 162. 


% Toutes les réponses figurent dans les tableaux p. 191-193. 


© Le pont de Wien est utilisé dans de nombreux montages, il faut savoir retrouver rapidement sa fonction de 
transfert en utilisant intelligemment impédance et admittance, comme vu à l’exercice n° 1 p. 176 et qui 
permet de conclure qu’il s’agit d’un passe-bande : 





On étudie son comportement à l’aide du tableau ci-dessous. 


(62) 


@,. 
x On détermine les asymptotes en utilisant 


des équivalents de G,, pour x tendant vers 





log x 
0 ou vers l’infini : 
G = 2 
_ Le e : 
be 02 X an A0 
\ | 
00e 9 (5 … h - +2010g x 
5 


D | 


asymptote 


2e X—> +00 


1 2 
>+(x-1) — 


X—+00 


f 1Y 
00e) 9 (s 1) hr. 
X 





@ =—arctan (x 1) 
 - —T/2 


On peut alors tracer les diagrammes de Bode de ce filtre. 


Partie 1 — Signaux EUR 


Filtrage linéaire 


Bien comprendre 


Il est particulièrement utile lorsqu’on débute dans l’étude des filtres, de tracer un tableau de variation 
assez complet, qui permet de bien faire le lien entre les différentes variables. On pourra l’alléger par la 
suite, mais 1l reste un moyen synthétique, clair et commode de présenter les résultats de l’étude, plutôt que 
d’aligner les calculs (comportement BE, comportement HF, asymptotes, maximum..….). 





1 décade 1 décade 








Constitution d'un filtre > énoncé p. 197 


D’après l’énoncé, le courant est non nul lorsque le dipôle est alimenté en continu. Or, dans ce cas, le conden- 
sateur se comporte comme un interrupteur ouvert. Il ne peut donc être placé qu’en parallèle d’un autre com- 
posant qui laisse passer le courant continu (la résistance ou la bobine). Sachant que D, et D, contiennent au 
moins un des trois dipôles, on obtient 4 possibilités de branchement, pour lesquelles on étudie le comporte- 
ment du filtre aux basses fréquences (BEF) et aux hautes fréquences (HF), sachant qu’en BF le condensateur 
se comporte comme un interrupteur ouvert et la bobine comme un fil, et qu’en HF c’est l’inverse. 


De emo Le 
Qu em el 
L 1 


Seul le premier cas (schéma précédent) correspond donc aux critères d’un passe-bande. 
On utilise le diviseur de tension en faisant apparaître l’impédance, puis l’admittance, plus commode, d’une 
association en parallèle sur D, : 


DRE RTE ea TR AVEC = Cl 
ENT RART, CPC R OREe 7 [ice _. }e JL® 
J 


Q 
& 


en 
00000000 





Où l’on isole un même facteur pour les deux termes en © : 
1 1 l 


—_—_——— “EEE nl =. En ———————— 
: [ 1 
enfer) ff) fa) 10f-) 


202 Physique-Chimie MPSI 


H = 





Filtrage linéaire 





l C a) 
Avec : D, = —— = 27)j, o=R/€ LE 
VLC : L ®, 


On obtient bien la forme canonique d’un passe-bande. On utilise les valeurs numériques fournies pour 
identifier les caractéristiques des dipôles. En régime continu, le circuit se résume à un générateur branché sur 
le résistor, donc la loi des mailles donne : 


ET Ur - 


1 = 1000 Q 


Cette fonction de transfert H correspond au cas de la résonance en intensité étudiée au chapitre précédent 
(voir p. 164) dont on utilise les résultats : valeur du maximum en x = 1 et largeur de la bande passante en 
fonction de Q. 

Le gain est maximal pour x = 1 soit @ =, =27f,, d’où: UE TES soit: VLC = 


VLC 


Ï 


Lits D 





RA 
La largeur de la bande passante vaut : Af,, = L d’où : Af,, = = ho re soit : [E-® = RS (2) 


L 


En multipliant et en divisant (1) et (2) on obtient : |L = ou — 40 mH | et (C= = 0,47 Ca 74 
2x f, 27 Ca 74 


Bien comprendre 


Dans cet exercice, comme dans le premier, on voit bien le lien avec le chapitre précédent, qu’on ne doit 
jamais perdre de vue pour comprendre la physique qui est étudiée par les filtres. Ici le circuit n’est pas un 
RLC série, la résonance de type passe-bande à lieu pour une tension, alors qu’elle correspond au com- 
portement en intensité dans le circuit série. Cependant, les propriétés des fonctions étant les mêmes, on 


PIN ? 


n’hésitera pas à exploiter des résultats déjà établis (il n’est pas interdit de s’entraîner à les retrouver !). 








Filtres passe-bas > énoncé p. 197 


© Le gain en décibel et donc le gain G = |H| sont constants, ce filtre n’atténue ni n’amplifie aucune fréquence, 
c’est un passe-tout. Par contre, il induit un déphasage qui dépend de la fréquence, c’est donc un déphaseur. 


: ee avec x = pour lequel IH] = 1 et arg(H) = -2 arctan x don- 


Un filtre de fonction de transfert Æ = L 
ni + jx ©, 


nerait un tel diagramme de Bode. 





© En utilisant x la variable sans dimension habituelle, on a : 


Î 


E|=-— et donc : G, =201og|H|=-201og V1+ x°" = —101log(1+ x°") avec : x=—— 


Le cahier des SR impose : 
Gyy(x — 0) =0 dB OT : G (x — 0) = —-10log(1) = 0 dB 
G (x =1) =-3 dB OT : G (x = 1) =-10log(2) = -3 dB 

Les deux premières conditions sont donc vérifiées. Pour vérifier la dernière, 1l faut : 
Gy(x=5)=-80 dB soit: G,(x=5)=-10log(1+5"")= -80 dB 


Le filtre étant un passe-bas, et compte tenu du niveau d’atténuation atteint, on peut considérer que 5?’ >>1. 
La condition exigée est donc telle que : 

4 
log 5 
Pour avoir au moins 80 dB d’atténuation avec n entier 1l faut majorer cette valeur, donc prendre n = 6. 


—101og(5"") = -80 SOIt : ICDICME EP RECEC EEE 


Tout le cahier des charges est alors validé. Notons que l’approximation revient à négliger 1 devant 10, ce 


qui est légitime. 
Partie 1 — Signaux EE 


Filtrage linéaire 








E1 Ordre d'un filtre passe-bas > énoncé p. 198 


© En transformant la fonction de transfert en équation différentielle, il apparaît que le plus haut terme de 
dérivation est d’ordre n correspondant au facteur (jo). Le filtre est donc d’ordre #. 
Aux basses fréquences : H(BF)=H, donc : G(BF)=H, et G;(BF)=20log H, 


L’asymptote BF est la droite horizontale : G&8(BF) = 20log H, 


H H H 
Aux hautes fréquences : H(HF)#= - donc: G(HF)5—" et G,,(HF)=20 vel — 
a x 











a, (Jx)" a, x" 
D'où : CO) 20lo te PDlos 4 20rlosr 


L’asymptote HF est la droite d’équation : |G,, = 20log 4H, —-20log a, — 20nlog x | de pente -20n dB/déc. 


L'étude asymptotique confirme la nature passe-bas du filtre. 


© On trace sur le diagramme de Bode (voir page suivante) l’asymptote hautes fréquences. On mesure sa 
pente sur une décade, on obtient —-60 dB, d’où l’on déduit que 20n = 60 soit n = 3. Le filtre est d’ordre 3. 


En traçant l’asymptote BF, on obtient une droite horizontale d’ordonnée 20 dB, d’où l’on déduit que : 
20 log H, = 20 d’où : log H,=1 soit : | H, = 10 
Le point I, intersection des asymptotes a pour abscisse log x qui vérifie : 


20log H, -20log a, —-20nlog x, = 20log FH, d’où : loga, =-nlogx, soit: 


On lit sur le diagramme : log x, = 0,33 soit x =10°*=2,14 et a, = 2,14* = 0,10 


log x 





1 décade 


_40 


60 dB 


—60 





Filtrage linéaire 


Bien comprendre 


s En l’absence de graduation de type logarithmique (type papier log), 1l faut se rappeler que l’échelle est 
linéaire en log x. De ce fait, on repère une position comme dans n’importe quel graphique, puis on obtient 
la variable à l’aide d’une puissance de 10 (comme dans un diagramme pH par exemple). Dans ce genre 
d'exploitation, 1l ne faut pas prétendre obtenir un résultat trop précis, car, d’une part le tracé de l’asymptote 
engendre des incertitudes et d’autre part, l’échelle logarithmique induit une forte incertitude lorsqu'on 
passe en puissance de 10. 


= On note par ailleurs ici un exemple où Hz 1, et le décalage vers le haut qui en résulte (voir remarque 
p. 190). 





EE Véhicule explosif > énoncé p. 198 


© En tenant compte des définitions des variables z et y (égales respectivement à z, et z, à une constante 
additive près), on obtient aisément l’équation différentielle demandée à partir de l’équation différentielle 
du sujet : 


M3 + Àz+kz=2ÿ+ky (E) 


Le véhicule est un oscillateur mécanique amorti soumis à une excitation sinusoïdale due au profl de la 
route, c’est un oscillateur forcé. La solution de l’équation différentielle est donc la somme d’une solution 
homogène qui s’amortit et d’une solution particulière. Une fois le régime transitoire terminé, 1l ne reste 
que la solution particulière. Il est pertinent de la rechercher sous la même forme que le second membre de 
l’équation différentielle, or ce dernier peut s’écrire : 
Àÿ + ky = -1Awsin(æf) + kA cos(wt) = Bcos(œt +W) 

Il est donc légitime de rechercher la solution particulière, autrement dit le régime permanent, sous la forme 
proposée : z(1) = z,,.cos(@t + @). Il s’agit bien d’un filtre, puisque la réponse z(r) du système va dépendre, 
en amplitude et en phase, de & la pulsation de l’excitation y. Par ailleurs ce filtre est linéaire, car l’équa- 
tion différentielle (E) est linéaire. 


© Les notations complexes associées à z et y sont respectivement : 


Dre one. et = at 


L’équation algébrique complexe associée à l’équation différentielle (E) est donc : 
M(jo) Z +Àj@Z +kZ = ÀjoY +kY soit (Mo + jo +k)Z =(A jo +k)Y 
D'où l’on tire la fonction de transfert : 





| À ae je 

H = Z Er Z = RCE = Aj@+k = one _—_ : &, 
CR EC REV OI DURE D'APPRENDRE 
y LÀ  -Mo+joitk 1 My, QA j_®, jo 
k k _®o Qo 


Où l’on identifie facilement, grâce au deuxième terme du dénominateur, puis du numérateur : 


et 





Le troisième terme du numérateur permet alors d’écrire : 


HER AI 
k  Qo, k Q 


Notons que la pulsation ©, n’est autre que la pulsation propre de l’oscillateur amorti. 





Partie 1 — Signaux ET 


Filtrage linéaire 





© La forme proposée par l’énoncé permet de faire apparaître deux fonctions de transfert classiques : 














=il 
1e) FN 
_—— D ue 
En RUE À ; 
®, 
Où : avec: X,= _ la variable sans dimension 
1 
(0) : : ; 
Et : avec : _X, =- — la variable sans dimension 


2 





La première fonction de transfert est celle d’un filtre passe-bas du second ordre F, tandis que la seconde 
est celle d’un filtre passe-bas du premier ordre F,. On donne le comportement asymptotique de F : 


LEE, RE > Gy=—20log/(1-x°} +x°/0° =-10log((1-x?) +x?/0°) 
(1-x? )+ x? /0° 
Îl 1 
(x? Y +x7/0°) = I = UG -HOREN(e") +509) 27 
(A2 +x7/0°) - x = Gm=-10log((-x}) +x//07) - —-40logx, 


X] 


On donne le comportement asymptotique de F, : 





Æ|=—— = G,= log J1+x =-I0log(l+ x) 
SES 

(1+x;) rl > Gy=-10log(1+x;) 0 

(+x) - x > Gy=-10log(1+x;) - —-20logx, 


Ces comportements asymptotiques confirment la nature de passe-bas des deux filtres. Le gain du filtre 
mécanique vérifie : 


= 201og|H,|-201log|H,| DO NU G,; = G 


dB1 ‘7dB2 


Gy =201log|H|=201log 2 
2 





Pour tracer correctement les diagrammes de Bode asymptotiques des filtres F, et F,, il convient de remar- 
quer que @, > @.. 


Bien comprendre 


L'emploi des variables sans dimension, qui aide à identifier les formes canoniques des filtres connus, 
doit être fait avec vigilance 1c1, car elles diffèrent pour les deux filtres et 11 est pertinent 1c1 de placer les 
pulsations sur l’axe des abscisses, au lieu de la pulsation réduite x pour éviter les confusions. On a mis en 
évidence cette différence sur le diagramme en positionnant les 0 en log x; pour chaque filtre. Pour mémoire 
le tracé complet des diagrammes de Bode des deux filtres figure dans les tableaux p. 191 et p. 192. 





© On obtient le diagramme asymptotique de H (en bleu sur le graphique ci-après) en « soustrayant les asymp- 
totes » de Æ, (en vert sur le graphique ci-après) à celles de Æ, (en rouge sur le graphique ci-après), soit : 


De 0 à @ : G =0-0=0 dB/déc 


dBasymptote 
De ©, à@,:  Gymympoe =— 40 dB/déc —0 = 40 dB/déc 
De ©, à +0: Gpasympioe — — 40 dB/déc —(— 20 dB/déc) =— 20 dB/déc 
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Filtrage linéaire 





Par ailleurs on peut noter que le facteur de qualité du filtre F est supérieur à 1/ \2 , la courbe de gain passe 
donc par un maximum à une fréquence de résonance proche de la fréquence propre (©, & ©, = &,) comme 
il a été démontré au chapitre précédent sur les oscillateurs forcés p. 162. Le diagramme de Bode du filtre 
peut alors être tracé correctement. 


log X,= 0 


log X,= 0 
©, = 10 rad/s 


©, = 25 rad/s 


Bien comprendre 


En l’absence de papier log ou d’outil informatique et pour un tracé rapide, 1l suffit de placer les pulsations 
caractéristiques sur un axe en décade, puis les asymptotes et l’allure de la courbe qui épouse le tracé 
asymptotique, en indiquant clairement un pic de résonance aux environs de ©. On note par ailleurs à 
nouveau le lien avec les calculs du chapitre précédent. 





Le gain est le module de la fonction de transfert soit : 





Autrement dit, G est le rapport de l’amplitude de la réponse (mouvement vertical du véhicule) à l’ampli- 
tude des oscillations de la route. On en déduit d’une part (et sans surprise) que l’amplitude des oscillations 
du véhicule est d’autant plus grande que celles de la route le sont aussi (plus la route est cabossée, plus 
on est secoué !). D'autre part, sachant que la vitesse de la voiture est proportionnelle à la pulsation impo- 
sée par l’ondulation de la route (27v = Lo), on déduit du diagramme de Bode qu'aux faibles vitesses, le 
véhicule oscille en suivant la route (G = 1 et z,,, = A), tandis qu’à grande vitesse l’amplitude tend vers 0, 
le véhicule ne suit plus les oscillations devenues trop rapides. Entre ces deux extrêmes, 1l existe une zone 
(résonance) où l’amplitude des oscillations du véhicule est importante (pic de résonance). 


© Dans la bande passante de la résonance, l’amplitude des oscillations du véhicule est élevée. Par conséquent 
la bande passante délimite l’intervalle de fréquence, donc l’intervalle de vitesse (qui lui est proportionnelle) 
qu’il faut éviter pour ne pas trop secouer la nitroglycérine. Les valeurs données dans le texte sont celles de 
la bande passante correspondant aux paramètres du véhicule transporteur d’explosifs!. 


1. La nitroglycérine a été stabilisée par Alfred Nobel (1833-1896) dans la dynamite où elle n’explose pas en cas de choc, 
mais seulement avec une mèche. Ce procédé de fabrication, découvert d’ailleurs par sérendipité, permit à Nobel, qui déposa 
plusieurs brevets, d’amasser une immense fortune. Afin de laisser son nom à la postérité par une image plus positive que celle 
d’un marchand d’armes, 1l légua tous ses biens à une fondation créée par testament, dans le but de récompenser des personnes 
ayant œuvré pour le bien de l’humanité, en particulier dans le domaine scientifique. 120 ans après sa mort, le comité Nobel 
continue à dispenser cette récompense, considérée par les scientifiques comme la plus prestigieuse de toutes. 


Partie 1 — Signaux 


Filtrage linéaire 








Succession de filtres détecteur pyroélectrique > énoncé p. 199 


© En associant respectivement à O(?), ® (r) et i(t) les complexes 0, @ etion obtient les équations suivantes 
en utilisant le fait que la dérivation se traduit en complexe par une multiplication d’un facteur jo : 


(1) > T,100 +0 =—-p Soit : (1)' 





2) => i = Spjw0 (2)' 


@ On utilise un diviseur de courant sur F, pour obtenir le courant i, qui circule dans R : 


OR eee LR ES TE 
DR TRES CO SR COMME TG) 


La fonction de transfert du détecteur Fe s’écrit donc : 


u  RI , H 
Hire TER ES soit sous forme canonique :|H, =-——%— |avec H. =R et x, = 7.0 = © 
. q 3 30 3 — 3 

Li  1+J7@ 1+ jx; ®, 


F, est donc un filtre passe bas du premier ordre. 








© On peut schématiser l’ensemble du système par la cascade suivante : 





Chaque filtre suit une équation différentielle linéaire, chaque filtre est donc linéaire, et par suite le filtre 
résultant de l’ensemble du dispositif est également linéaire. C’est pourquoi il donne, suite à une entrée 
sinusoïdale en @ (f), une sortie u(r) également sinusoïdale, de même fréquence, dont l’amplitude et la phase 
dépendent de la pulsation d’entrée. Ce qui légitime l’utilisation de la notation complexe. 


© On obtient la fonction de transfert de F., à l’aide de l’équation complexe (1) établie au : 


— et x =T,®=— 
C @, 





F, est un filtre passe-bas du premier ordre. 
© On obtient la fonction de transfert de F,, à l’aide de l’équation complexe (2)' établie au : 


F, est un filtre dérivateur. 





© La fonction de transfert du système total est le produit des fonctions de transfert des filtres en cascade : 


= Ouen tal : NT j@ 
HER CLONE jo 0 jo co (1+ jt, @\(1+ jT,@) 


u  RpS j@ RpS 1 
A —, ———Û————————- = : RER RARES 
OP, C 1+J7,@+j1,@+TT;(J@) c —+T IT. ITT.jO 
j@ 1e 05 103) 


Où l’on obtient la forme (A) en mettant en évidence le facteur (T + t.) : 








Filtrage linéaire 





La forme canonique est obtenue en faisant apparaître comme d’habitude le même coefficient devant © : 
1 … Ji H Le 


0 


fret) j x 7 © À. 1 ® _% iof-1 
(ne, ne se) _—. | 


RpS T NEA 
Avec : H,= 1 - 
C Ti+Tt TE, 


On identifie un filtre passe-bande par sa forme canonique, ce que confirme le diagramme de Bode. 








© On lit graphiquement les coordonnées du maximum : 
J, = 0,32 Hz et H, = 5000 V/AW = 5.10° VW” 
soit pour le flux d'amplitude imposée 9, = IuW:U,, =5mV 
Par le calcul on a obtenu des résultats qui sont cohérents avec les valeurs graphiques : 


1 RpS T, 
== =0,33 Hz : 
"2x TT: F — Pur 0 Pan Tnt 


=5,1.10 ° V=5,1mV 





© Le tracé des asymptotes montre que lorsque l’ordonnée varie d’un facteur 10, c’est-à-dire d’un écart loga- 
rithmique de 1 (soit 10 dB), l’abscisse varie aussi d’un facteur 10, donc d’une décade. $S1 l’on ramène ce 
comportement aux unités Bel, on obtient donc des pentes de 10 dB/déc. Le passe-bande en électrocinétique 
présente des asymptotes avec des pentes à 20 dB/déc, car en électricité on ramène les filtres aux tensions 
alors que l’atténuation traduit le rapport des puissances (carré des tensions), ce qui explique le facteur 20 
dans le gain en dB (G,, = 20 log IA, voir remarque p. 185). Ici ce n’est pas le cas, on lit directement le 
rapport des amplitudes des grandeurs sur le diagramme du constructeur et, si on veut le traduire en unité 
de type Bel, on doit utiliser le facteur 10 de la définition en décibel. Avec cette définition, le comportement 
asymptotique du filtre passe-bande est le suivant : 








H 2 1 
Ge Jo = 10108 ——— - 10log 4, —Slog 00 Er 
140 (x-1) 
\ ÿ 
2 | 1} Q° 
Or : 0 bar es — Ge = 10108 H, —10lo8Q +10logx 
x0 y x 
| ni) ? x? 101 1010gQ—101 
Et : 0 bar AC u — Cu 7. Olog À, —-10logQ —-101log x 


Les équations des asymptotes sont donc respectivement en basses et hautes fréquences : 

G ,,(BF) = 10 log x — 10 log (H /Q) et G ,,HF) = —-10 log x — 10 log (H/Q) 
Les deux asymptotes ont bien des pentes de +10 dB/déc. Par ailleurs, elles ont la même ordonnée à l’ori- 
gine — 10 log (4/0) (si on raisonne en abscisse log x) et ce point K est leur intersection. 


On lit sur le diagramme : GK) = 10log (9000) d’où : À = 9000 = 0,56 


2. 


Par le calcul on obtient : 





La valeur lue sur le graphique est deux fois plus élevée que celle attendue par le calcul (rien à voir avec 
le facteur 2 évoqué ci-dessus dans le gain en dB), mais reste du même ordre de grandeur. Il est probable 
qu’un certain nombre de phénomènes (comme des effets de bord sur le film ou des phénomènes dissipatifs) 
non pris en compte dans le modèle proposé sont responsables de cet écart. L’ensemble reste cependant 


cohérent avec l’étude menée. 
Partie 1 — Signaux ET 


Filtrage linéaire 





(log|H|) 





(log f) 
10000 
H/Q6,= 9000 


H,/6,= 5000 


1000 


10 dB 


\ 


1 bel 


Z 
> 
a 
&. 
e 


A— 


100 2 
0,001 0,01 0,1 F = 0.32 Hz 1 10 100 
s + 
log x = 0 1 décade 


Bien comprendre 


= Ici on lit directement les grandeurs sur l’échelle log, mais pour une valeur entre deux graduations comme 
J, il faut passer par une mesure linéaire et convertir en puissance de 10. D'une façon générale en physique, 
les arguments des fonctions logarithme ou exponentielle sont sans dimension. Ic1 on représente en échelle 
logarithmique des grandeurs dimensionnées, 1l faut donc être vigilant dans l’utilisation (un peu abusive, 
mais néanmoins commode) des gains en décibel. Pour se repérer, on a placé sur le graphe les valeurs des 
logarithmes des grandeurs ainsi que la position log x = 0, commode pour l’étude asymptotique. Un peu 
d’entraînement avec du papier log et avec une échelle linéaire à convertir suffit à maîtriser cette difficulté. 


s On note par ailleurs dans les deux derniers exercices, l’utilisation du formalisme des filtres dans des 
domaines très différents (mécanique, thermique, lumière...) et très loin de se limiter à l’électrocinétique, 
ainsi que la mise en cascade de systèmes très divers. 


À méditer 
L'étude approfondie de la nature est la source la plus féconde des découvertes mathématiques. 
JOSEPH FOURIER (1768-1830) 








Cinématique 





La mécanique est un vaste domaine de la physique qui étudie les relations matière-espace-temps. 
Seule la mécanique classique est abordée dans les chapitres qui suivent, c'est-à-dire limitée aux 
objets de dimensions grandes devant l'échelle atomique (contrairement à la mécanique quan- 
tique) et animés de vitesses faibles devant la célérité de la lumière (contrairement à la mécanique 
relativiste). Malgré cette restriction, la mécanique classique reste une théorie très générale, à 
l'image de ses postulats (l'espace est euclidien, le temps est absolu) et les concepts qu'elle aborde 
trouvent ensuite leur utilité dans bien d'autres domaines comme l'électromagnétisme ou la ther- 
modynamique. La cinématique concerne plus particulièrement l'étude des mouvements des sys- 
tèmes, sans se préoccuper des causes qui les ont engendrés. 


ms OUTILS MATHÉMATIQUES x 


= Norme d’un vecteur : Si un vecteur s'exprime par À = A,e, + A,e, + A,e, dans une base orthonormée 


directe (e,,e,,e,), alors sa norme vaut : JA| = JA? + A° + À? 


d(Jw)_ dr, ;dw , du_dudr 
du du du 7 dx dv dx 


« Dérivation : 








OI CRT ER EEE 


1. Référentiels 


Des atomes aux galaxies, tous les corps sont en mouvement les uns par rapport aux autres, donc la des- 
cription du mouvement d’un système ne peut se faire que par rapport à une référence, c’est-à-dire un 
objet physique rigide, choisi par l’observateur. 


Définition 


Un référentiel est un objet physique (donc non ponctuel) matérialisé par un point (noté souvent O) 


appartenant au système physique et par trois axes (notés souvent Ox, Oy, Oz) qui lui sont liés. Par 
nature l’objet physique servant de référentiel est fixe dans le référentiel. 





Le référentiel doit être assorti d’une horloge permettant de définir le temps. Un postulat de la mécanique 
classique suppose qu’il existe un temps absolu, indiquant de ce fait qu’une « super » horloge est acces- 
sible instantanément à tout observateur et mesurant ainsi un temps universel dans tous les référentiels. 
Pour cette raison on se préoccupera peu de cette question en mécanique classique, alors qu’en relativité, 
la notion de temps absolu disparaît totalement, et la définition d’un référentiel s’assortit nécessairement 
d’une horloge propre associée. 


= Le choix du référentiel est toujours la première étape d’un problème de mécanique. 
= L'objet physique servant à le définir a nécessairement trois dimensions, 1l n’est en aucun cas ponctuel ! 


= Le référentiel n’est pas forcément un véritable objet, 1l peut être l’association de plusieurs objets, ponc- 
tuels ou non, mais qui sont nécessairement fixes les uns par rapport aux autres (par exemple le référentiel 
géocentrique) et qui ont tous une réalité physique. 
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= Le choix du référentiel dépend fortement de la nature du problème étudié et de la situation de l’ob- 


servateur vis-à-vis de ce problème. Le caractère galiléen du référentiel conditionne aussi le choix (voir 
chapitre 13 p. 232). 


 Référentiels usuels 


Lié à la Terre, 1l peut se représenter | Ses axes tournent en même temps que la Terre. La Terre, 


Terrestre . d nn 
en un point quelconque de la planète. | le laboratoire, le sol... sont fixes dans ce référentiel. 


Lié au centre de la Terre et à 3 étoiles | L’objet physique définissant le référentiel n’est pas 
Géocentrique « fixes » (c’est-à-dire suffisamment la Terre qui tourne dans ce référentiel (seul son centre est 
(ou de Kepler) lointaines pour nous paraître fixes fixe), mais la structure formée du centre de la Terre et des 


sur la durée du problème). 3 étoiles. 


Le Soleil tourne dans le référentiel, seul son centre est fixe. 
Dans ce référentiel, la Terre tourne sur elle-même et son 
centre se déplace sur l’orbite terrestre. 


Lié au centre du Soleil et à 3 étoiles 


Héliocentrique  _ 
q « fixes » (voir ci-dessus). 


Lié au centre d’inertie C du système | Dans ce référentiel, le Soleil tourne sur lui-même et orbite 


De Copernic Un A x 
P solaire et à trois étoiles « fixes ». autour de C, de même que toutes les planètes. 








EX X E; 
Le référentiel 
géocentrique n'est 
Référentiel pas affecté par 
F7 D oneHtr QUE la rotation de la Terre. 


Référentiel terrestre 
Le référentiel 





terrestre suit E, 
AS Sr ds 4 
sa rotation. 
E; . E. 


Référentiel : 
de Copernic : 





Référentiel 
héliocentrique 


Ds + 
. 
. 
5# 
E er "s 5 


RE Li Référentiel 
LS > 
héliocentrique 


Le référentiel héliocentrique suit 
le Soleil dans sa révolution. 
Le référentiel de Copernic n’est affecté par 
aucun mouvement dans le système solaire. 
Mais il tourne dans la galaxie. 


Le référentiel géocentrique suit la Terre dans sa révolution. 
Le référentiel héliocentrique n’est pas affecté par 
les mouvements de la Terre ni par la rotation du Soleil. 


N. B. : Le Soleil représentant 99,9 % de la masse du système solaire, C est proche de S et se situe dans 
le Soleil, mais sur le schéma on l’a représenté à l'extérieur pour une meilleure compréhension. 
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2. Repères et systèmes de coordonnées 





Définitions 





Un repère est un objet mathématique constitué d’une base de vecteurs et d’une base de temps qui 
permettront de décrire le comportement des systèmes étudiés à l’aide des coordonnées spatiales et 


temporelles. On choisit par commodité une base orthonormée et par convention une base directe. 


= La base de temps est souvent implicite, car 1l suffit d’une origine des temps (souvent le début du mou- 
vement étudié) et une échelle de temps (la seconde par exemple). 


= L’espace qui nous est accessible ayant trois dimensions, trois coordonnées indépendantes sont néces- 
saires. Certaines sont des longueurs, d’autres des angles. On se ramène souvent à deux coordonnées 
pour les problèmes plans. On utilise essentiellement les trois systèmes de coordonnées définis ci-après. 


= Toutes les coordonnées et grandeurs dérivées sont des grandeurs généralement algébriques (= positives 
ou négatives), bien que les schémas représentent presque toujours les cas où elles sont positives. 


= La base de vecteurs est définie, comme on le voit dans le tableau ci-dessous, en cohérence avec le 
système de coordonnées, cohérence qui permet de mémoriser aisément les différents cas. 


(r, 0,2) (r, 6, p) 
(x; y, 2) * deux longueurs et un angle ° une longueur et deux angles 
Coordonnées | * trois longueurs ° r et z obtenus par projection de M | * r est la distance à l'origine 
de M * obtenues par projection de M | Sur le plan (Oxy) et sur l’axe (Oz) | Gest l’angle entre (Oz) et OM 
sur les axes du référentiel ° Oest l'angle | entre (Ox) et la pro- | + o est l’angle entre (Ox) et la 
jection de OM dans le plan (Oxy) | projection de OM dans le plan (Oxy). 


°e, dans la direction portant *e. dans la direction portant 
la coordonnée r la coordonnée r 


Définir __ |*e dans le plan (Oxy) où est + e, dans le plan où est défini @ (x). 
les vecteurs | aque vecteur dans la direction | défini 6, orthogonal à e, ; on orthogonal à e, ; on passe de e à e, 
de la base | POrtant la coordonnée passe de e, à e, en tournant dans | En tournant dans le sens positif de @ 
correspondante, donc suivant le sens positif de 

la direction des axes. 


(e,,e,,e,) 


°e, dans le plan (Oxy) où est 
*e, porté par (Oz) comme dans défini @ orienté en cohérence avec 
les coordonnées cartésiennes le sens positif de @. 


°e, doit être orthogonal à e, ete, 


| __—— r est parfois noté p et e notée donc au plan x. Il est donc aussi 
à .] F p N ; : 
Remarques | Identique à la base (, j,k) pour ne pas confondre avec orthogonal à (Oz) et appartient à (Oxy) 


utilisée au lycée les coordonnées sphériques ° Il est aussi orthogonal 


à (OP), ce qui le définit complètement. 


Schéma 


(Coordonnées, 
Vecteurs 
de la base 
associée) 
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= Le vecteur e, des coordonnées sphériques est identique au vecteur e, des coordonnées cylindriques. 


= Certains auteurs ou sujets utilisent U.. . plutôt que e... . pour les vecteurs unitaires. On trouve aussi la 
notation « chapeau » 7 signifiant e. 


s On parle parfois de système de coordonnées cylindro-polaires. En fait les coordonnées polaires sont 
les coordonnées cylindriques, dans le cas d’un problème plan. On place alors le problème dans le plan 
(Oxy), et les coordonnées du point seront donc (r, 6). Il suffit d’annuler tous les termes en z dans les 
expressions cylindriques. 


Rs POINT MÉTHODE 
Représenter les axes et la base d'un système de coordonnées 


= On évitera absolument de confondre axes et vecteurs unitaires, à la fois dans la représentation et dans la 


— 


notation : ne pas noter x ou r les axes ou les vecteurs unitaires, car ces notations signifient x = Xe, et r = re, 
et on schématisera par deux flèches différentes l’axe et le vecteur unitaire porté par cet axe sur le schéma. 


= Tous les vecteurs de base sont de norme 1, on essaiera donc de les représenter à peu près identiques. 
La base (comme tout vecteur) n’est pas liée à un point de l’espace, on la représente où l’on veut. 


= Une bonne vision en 3D et en perspective est indispensable 1c1. Il est également pertinent de faire des 
schémas en projection (voir exercices n° 2 et n° 3 p. 2235 par exemple). 


= Le système de coordonnées devra être cohérent avec la nature du problème, en particulier sa géométrie 
et ses symétries. Il n’est pas rare d’utiliser simultanément plusieurs bases dans un même problème. 


= [1 est également essentiel de préciser s1 la base utilisée est fixe ou mobile dans le référentiel afin de 
dériver correctement les différents vecteurs. 


3. Déplacement élémentaire dOM 


Définition 
Le déplacement élémentaire est un vecteur représentant un déplacement infinitésimal (aussi petit 
que l’on veut) du point M. On l’obtient en imaginant un déplacement de M très petit dans la direction 


de chacun des vecteurs de la base, vers un point M représenté sur les schémas d’où : 
dOM = OM" - OM = MM’ 





= Lorsque le déplacement est issu de la variation d’un angle, le petit arc de cercle obtenu peut être 
confondu avec un petit segment dans la direction du vecteur unitaire correspondant. 


= Le déplacement élémentaire peut être obtenu par le calcul en différentiant le vecteur position, ce qui 
suppose de connaître les dérivées des vecteurs des bases, qui sont données au paragraphe suivant. 


= Les différents éléments différentiels (déplacements et volumes) définis dans le tableau suivant sont des 
outils omniprésents en physique et doivent être totalement maîtrisés. 





s Le déplacement élémentaire est utile lorsqu’on doit intégrer une grandeur le long d’une courbe (par 
exemple : calcul d’un travail, d’un potentiel, d’une force de Laplace..….). 


Important : H faut savoir retrouver graphiquement les expressions des déplacements élémentaires (ce 
qui suppose de maîtriser parfaitement les systèmes de coordonnées et les bases associées), mais 1l faut 
aussi les savoir par cœur ! 





Eu 
AR ART & & PA 
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Cinématique 


Déplacement dOM = dre, + dye, + dre, dOM = dre, +rd6e, +dze. | dOM=dre, +rd0e, +rsinüdpe, 
élémentaire 6 ‘ 

dt = dxdydz dt = rdrd0dz dt = r‘drsin0d60dp 
élémentaire 


I ‘1 
A il À Fi 
, - sh | 
u ï : Le x 
Schéma 4 
o —> = 
| rsin0d@ 


x L'élément de volume dt permet de sommer, c’est-à-dire d’intégrer des grandeurs volumiques sur un 
système (calcul de la masse d’un solide non homogène, par exemple). 





= Tous les éléments de surface définis à partir de deux coordonnées du déplacement élémentaire (par 
exemple dS = rdrd6) sont susceptibles d’être utilisés pour intégrer des grandeurs surfaciques sur un 
système (par exemple : calcul d’une pression sur une paroi) 


4. Vecteurs cinématiques 


Définitions 

= Les vecteurs cinématiques permettent de décrire complètement le mouvement d’un point dans le 

référentiel choisi : le rayon vecteur ou vecteur position : OM(f) 

dOM 
dé 


et le vecteur accélération : a(f) = du 


le vecteur vitesse : (£) = dt 


= Les équations horaires sont les expressions des coordonnées de OM en fonction du temps. 


= La trajectoire est la courbe décrite par le point au cours du temps. On obtient son (ses) équation(s) 
en éliminant le temps entre les équations horaires. 





= VW est la dérivée par rapport au temps de OM, il décrit donc ses variations et 1l est tangent à la trajectoire. 
a a est la dérivée par rapport au temps de ax, il décrit donc ses variations. 


= Les vecteurs cinématiques, les équations horaires, la trajectoire et leurs propriétés dépendent évidem- 
ment du référentiel. 


= Dans un référentiel donné, les expressions des vecteurs cinématiques dépendent de la base de vecteurs 
utilisée, mais pas leurs propriétés (un vecteur constant le sera dans toute base). De même l’équation de la 
trajectoire varie selon le système mais pas sa nature m1 ses propriétés. Par exemple, l’équation du cercle 
de centre O et de rayon R s’écrit x? + y’ = R° en cartésienne et r = R en polaire. 
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% Nature d'un mouvement 






Définitions 





La nature d’un mouvement comporte deux aspects : la nature géométrique qui est liée à la forme 
de la trajectoire et la nature cinématique qui est liée à la façon dont cette trajectoire est parcourue 
au cours du temps. 


= La courbe qui porte la trajectoire n’est pas nécessairement parcourue dans sa totalité. N'importe quelle 
courbe peut servir à décrire un mouvement. La nature géométrique d’un mouvement peut donc être rec- 
üligne, circulaire, parabolique, elliptique, hélicoïdale..…., voire curviligne s1 la trajectoire est quelconque. 


= La nature cinématique est parfois délicate, voire peu utile à évoquer lorsqu'elle n’est pas simple. 


= Exemples de nature de mouvement : circulaire uniforme (extrémité de la trotteuse d’une pendule), 
rectiligne sinusoïdal (point matériel suspendu à un ressort). 









Définitions 


Un mouvement est uniforme si la valeur du vecteur vitesse demeure constante au cours du temps. 


= Qu'un mouvement soit uniforme NE SIGNIFIE PAS que le vecteur vitesse est constant, NI que l’ac- 
célération est nulle. 


= Lorsqu'un vecteur varie dans le temps, sa norme ET sa direction sont susceptibles d’être modifiées. 
Dans un mouvement uniforme, l’accélération est donc généralement non nulle et indique comment varie 
la direction de la vitesse. 


s SEUL le mouvement rectiligne uniforme pour lequel la norme ET la direction de la vitesse sont 
constantes a une accélération nulle. 


Expressions des vecteurs cinématiques 


Exprimer les vecteurs cinématiques suppose de dériver dans les différentes bases utilisées, donc de 
savoir si les vecteurs de base varient ou non dans le temps lors du mouvement du point, et, dans le 
premier cas, de connaître leur dérivée. On montre facilement que la dérivée d’un vecteur # de norme 
constante est soit nulle, soit orthogonale à #4. Les vecteurs des différentes bases étant de norme 1, 1ls 
vérifient donc cette propriété (voir bien comprendre p. 227). 


Coordonnées Cylindriques Sphériques 


Propriétés Tous les vecteurs sont fixes | Seul le dernier vecteur de la base est fixe | Tous les vecteurs sont mobiles 


. A titre indicatif 
Dérivées s e, = 0e, +@sinbe, 
des vecteurs 


de la base e, = 0e, +@cosbe, 


y = —(sin0e, +cos0e,) 


Vi = des + je, +8, V = Fe, + rÔes + 2e, Ve, +rÔes +rsin0@e, 
Accélération a = ïe. + ÿe, + ze. a=(i-r0? )e, + (2r0 + rô)e, + ze. 


* mais peut se calculer à titre d'entraînement (voir exercice n° 3 p. 225). 





On remarque aisément que le déplacement élémentaire et la vitesse ne diffèrent que d’un facteur df. 
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Mouvements particuliers d'un point 


1. Cas d'un mouvement à accélération constante 


Ici, le mouvement est défini par son vecteur accélération et par conséquent établir toutes ses propriétés 
supposera d'intégrer deux fois. Deux constantes d'intégration apparaîtront qui seront à déterminer à partir 
de la position initiale M, et de la vitesse initiale vw du point. La résolution qui suit est tout à fait proche 
de ce qui a été vu au lycée sur le tir parabolique, si ce n’est que l’on intègre l’équation vectorielle avant 
de projeter. L'intégration se fait dans une équation différentielle vectorielle, donc, très logiquement, les 
deux constantes d’intégration sont également vectorielles. 


— 


Par hypothèse : a = a, (E) 
Soit par intégration : We = at + 6) 

Oràt=0, vw =", d'où: V=at+v, (E,) 
Par intégration à nouveau : OM - 10 + vi À: é 

Or à1=0, M est en M, soit OM=OM, d’où : OM=1af +v,t+OM, (E,) 


On obtient ensuite les coordonnées des différents vecteurs cinématiques en projetant les équations (E) 
tout en tenant compte des particularités du mouvement et des conditions initiales. 


% Premier cas : l'accélération et la vitesse initiales sont colinéaires. 


On choisit alors de placer un axe (par exemple (Oz)) dans la direction définie par ay . D’après les équa- 
tions, le vecteur vitesse et le vecteur position restent aussi portés par l’axe (Oz). Le mouvement est donc 
rectiligne (par exemple : chute libre verticale, particule arrivant perpendiculairement aux plaques d’un 
condensateur...). Dans le cas général, on obtient un mouvement uniformément varié, et dans le cas par- 
tculier d’une accélération initiale nulle, un mouvement uniforme. 


HAATRELS 

= Mouvement à accélération constante avec : 
a=cste#0 et v,/la, 

— mouvement rectiligne uniformément varié 


accéléré (1) ou décéléré (2) 
en ze. : ae, 


—— 


A = Ze, =(at+1 )e, 


ne 2 = 
OM = ze =(Gat +v,t+2z,)e, 


s Mouvement à accélération constante nulle : 


—— —> 


ay =0 


— mouvement rectiligne uniforme 


a = Ze, =0 


VW = Ze, = Ve, 


OM = ze, = (ut +2,)e, 
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= Dans tous les cas, les grandeurs a,,w:, et z, sont algébriques (positives ou négatives) et l’on choisit 
souvent l’origine de sorte que z, = 0 (c’est le cas sur le schéma (2) de l’encadré précédent). 


= Le mouvement est accéléré s1 la vitesse et l’accélération sont de même sens, décéléré sinon. 


% Second cas : l'accélération et la vitesse initiale ne sont pas colinéaires. 


Les deux vecteurs définissent alors un plan (par exemple (Oxz), l’accélération étant portée par (Oz)). 
D’après les équations (E), la vitesse et le vecteur position restent dans ce plan. Les conditions 1in1- 


tiales générales sont : le mobile se trouve initialement en M, et la vitesse initiale vw, forme un angle & 
avec l’axe (Ox). 


Résultats 
Mouvement à accélération constante avec : 
a, = cste 0 et a, non colinéaire à », 


— Mouvement parabolique 


ee *= 
axe  +Ze, =ae, et L 


— À, 

—; Me “Er X = COS & 

Verve ze 0 - 
Z=at+V sin (ici a, < 0 et z, = 0) 


OM = xe, + ze, x =, (cos) + x, 


9) e 
z=1at" +, (sinœ)t +2, 





L’équation cartésienne z(x) de la trajectoire est obtenue en éliminant f entre les deux équations horaires 
x(r) et z(f). Soit : 
2 
_ GX —X;) 


2 


— +(tana)(x -x,)+2z 
25 cos” œ a 


L’équation cartésienne est celle d’une parabole d’axe (Oz) (direction de l’accélération). 
Les caractéristiques de cette trajectoire sont étudiées en détail dans les exercices du chapitre 13. 


= Dans tous les cas, les grandeurs a,,v., z, et x, sont algébriques (positives ou négatives) et l’on choisit 
souvent l’origine de sorte que z,= x,= 0 (c’est le cas sur le schéma). 


= La courbure de la parabole est donnée par le sens de l’accélération qui est nécessairement vers l’inté- 
rieur de la courbe. 


2. Cas d'un mouvement circulaire 


Dans cette situation, le mouvement est défini à partir de sa trajectoire. Cette dernière est portée par 
un cercle. La géométrie du mouvement conduit naturellement à utiliser les coordonnées polaires. Les 
expressions du vecteur position dans la base cartésienne sont également intéressantes, elles montrent 
que le mouvement circulaire est la composition de deux mouvements rectilignes sinusoïdaux dans des 
directions perpendiculaires. On obtient les vecteurs cinématiques en prenant r = R = constante dans les 
expressions générales du paragraphe [.3. On peut aussi les retrouver en partant de l’expression du rayon 
vecteur et en le dérivant directement. 
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Résultats 


Mouvement circulaire 
Equation de la trajectoire (centre O, rayon R) 


Cartésienne : NH J=UR 
Polaire : r=R 
Cas général Cas uniforme 6 = © = constante 
OM - Re. — Rcos de. + Rsin de, OM = Re. = Rcos(œ@t)e. — Rsin(@f)e, 
v = RG V = RÔE, = RO, 


Eos 6: Ne 2 ET à ———. NS 1 RE De 
a——R6"e + Rôe, =a, +a, a=-R0 e -R® e =a, 





= Le vecteur vitesse est donc naturellement tangent au cercle et Ô est la vitesse angulaire. Si 


0 = constante, alors le mouvement est uniforme, car la norme de la vitesse est constante, mais le vecteur 
vitesse change de direction, 1l n’est pas constant et l’accélération n’est pas nulle. 


= Le vecteur accélération possède deux composantes : 
 l’accélération tangentielle ar influe sur la valeur de la vitesse : le point va de plus en plus 
vite si l’accélération tangentielle et la vitesse sont de même sens, 1] va de moins en moins vite s’ils 
sont de sens contraire. 
 l’accélération normale ay influe sur la direction du vecteur vitesse : elle est nécessairement 
vers l’intérieur de la courbure, ce que traduit le signe toujours négatif de — RO°. De façon imagée, 
l’accélération normale « tire » sur le vecteur vitesse pour le faire tourner. 


= S1 le mouvement est uniforme, la valeur de la vitesse reste constante, donc l’accélération tangentielle 
est nulle et la valeur de l’accélération normale est constante, car la variation de la direction de la vitesse 
se fait identiquement tout au long du cercle. 


= Notons que ces expressions ont été vues en terminale sous une forme légèrement différente, l’accélé- 
ration ayant été parfois exprimée dans la base de Frenet (T, N ) : 


- durs ds — — 
ANT à QI N=4a, ra; avec: T=e 


di R : N=-e et  aw = RÔ 
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Hi] Mouvements particuliers d'un solide 


1. Nature du système étudié 


Le choix du système et la façon dont on le considère (ponctuel, solide...) doivent être énoncés clairement 
au début d’un problème de mécanique. 


Système matériel Point matériel 
ES PS M 
D 


Le système matériel est La notion de translation n’a pas 
; Le solide est un objet 
déformable, 1l ne peut donc pas | .. . | vraiment de sens pour un point, 
Remarques | rigide qui peut donc servir 
servir a priori à définir Eee a son mouvement se confond avec cette 
ee à définir un référentiel. | 
un référentiel. notion. 
_ © ! Le point matériel est un modèle 
Tout ce qui est matériel : ; . . | : 
2 Fe Boule de billard, dé, idéal qui n’existe pas réellement 
Exemple galaxie, éponge, élastique, , : 
- ne brique. mais qui permet une étude simple 
fluide, planète, véhicule. = 
des problèmes de mécanique. 


Beaucoup de systèmes ou de solides : 
Véhicule, planète. des particules atomiques 
aux étoiles. 


Souvent considéré 
comme tel 





2. Translation d'un solide 


Définition 

Un solide (S) est en translation, si, 
pour tout couple de points (A, B) 
du système, le vecteur AB n’est pas 
modifié au cours du mouvement : 


V(A,B)e(S) vVt AB(#)= AB=cste 


Trajectoire de B 


Conséquence cinématique : un 

solide (S) est en translation si à tout | 

instant tous ses points sont animés de Trajectoire de A > vC)= 0,6) 
la même vitesse : 


V(A,B)e(S) vé v,(t)=n, (t) 





= Attention, cela ne signifie pas que la vitesse est la même à chaque instant. 
= Tous les points du système en translation ont des trajectoires identiques (décalées entre elles). 


= On qualifie un mouvement de translation, comme on qualifie le mouvement d’un point : d’une part 
selon la nature géométrique de la trajectoire des points (puisqu'ils parcourent tous une courbe identique) 
et selon la nature cinématique (par exemple : uniforme). 
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Nature de la translation Translation rectiligne Translation circulaire Translation quelconque 


Trajectoires de deux . . Cercles de même Courbes quelconques 
À Droites parallèles (par exemple …. | 
points quelconques | . rayon mais de centres mais d’allure strictement 
; à la direction Ox) Les 
du solide différents identique 


| Fordss |" Fat 


Compartiment d’un train sur une Cabine d’un téléphérique 
voie en ligne droite, cube glissant : entre deux pylônes s1 elle 
+ nr Nacelle d’une grande PY 
Exemples sur un plan incliné, objet suspendu es ne se balance pas 
à un ressort, chariot de cartouches mais oscille verticalement 
d’une imprimante jet d'encre. par exemple 





3. Rotation d'un solide autour d'un axe fixe 


Le mouvement d’un point M quelconque d’un solide en rotation est décrit par les vecteurs cinématiques 
obtenus dans un mouvement circulaire. On a insisté 1c1 sur la dépendance des termes dans le cas de la 
rotation autour d’un axe fixe. Certains ne dépendent que du temps et pas du point, d’autres ne dépendent 
que du point et pas du temps, d’autres enfin varient à la fois dans le temps et avec le point. 
Définitions 
= Un solide est en rotation autour d’un axe fixe, s’1l existe une 
droite À qui demeure fixe à la fois par rapport au référentiel et par 
rapport au solide. La droite À s’appelle axe de rotation. SE 


Conséquence cinématique : tous les points du solide décrivent EL 
: . : k ; : NE . Trajectaire de B 

un cercle à la même vitesse angulaire @(t) appelée aussi vitesse | 

de rotation. Le cercle décrit par un point du solide a pour centre 


son projeté sur l’axe À et pour rayon sa distance à l’axe. 
v,(0) = r(AJÉ(De, (A) 


= Le vecteur rotation caractérise totalement la rotation : il est 
colinéaire à l’axe À, de valeur égale à la vitesse de rotation, orien- 
té conformément à la convention directe. On a donc, en choisis- 
sant de faire coïncider l’axe (Oz) avec l’axe A : 


Q(t) = O(t)e. À 





= L’axe n’appartient pas nécessairement physiquement au solide. 

= La définition et l’expression du vecteur rotation bien que fort utiles ne sont pas strictement au pro- 
gramme de physique, mais le vecteur rotation est défini et utilisé couramment en SI. 

= Attention, la vitesse angulaire est la même pour tous les points à un instant donné, mais peut varier 
dans le temps. 


= La géométrie du mouvement incite à utiliser les coordonnées cylindriques, l’axe À étant confondu 
avec l’axe (Oz). L’angle 6 qui définit la vitesse angulaire étant l’angle des coordonnées cylindriques par 
rapport une référence (Ox) choisie selon le problème. 6 (et donc les vecteurs e. et €) n’est pas forcément 
le même pour tous les points du solide, mais, les dérivées 0 et 0 sont les mêmes pour tous les points en 
raison de la rigidité du solide. 

= Puisque la nature géométrique des trajectoires est automatiquement définie du fait de la rotation, seul 
un qualificatif cinématique peut être ajouté (par exemple : uniforme). 
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= De nombreux solides sont en rotation avec un axe qui n’est pas fixe : bille qui roule, toupie, gyro- 
scope... et même la Terre, car l’orientation de l’axe des pôles varie lentement (précession des équinoxes). 


Résultats 


Solide en rotation autour de À = (Oz) un axe fixe, M un point du solide 
OM(M, 6) = r(Mje, (M, f) + z(Mje, 


v(M,6) = r(M)é(t)e, (M, 6) = Q À OM 
a(M,é) = -r(M)6” (te, (M8) + r(Mô(é)e, (M, 8) = a, (Mt) + a, (M,6) 





Ds VERS LA COLLE ces 


Questions de cours 

= Référentiel : définition, exemples, utilité. 

ms Système de coordonnées cylindriques : définition, base associée, déplacement élémentaire. 
sm Système de coordonnées sphériques : définition, base associée, déplacement élémentaire. 

sm Vecteurs cinématiques, équations horaires, trajectoire : définitions. Nature d’un mouvement. 
= Expression des vecteurs cinématiques en coordonnées cartésiennes et cylindriques. 


sm Mouvement à accélération constante : équations vectorielles du mouvement. Nature et propriétés des 
différentes trajectoires possibles. 


sm Mouvement circulaire : expression des vecteurs cinématiques dans la base la plus pertinente, proprié- 
tés des vecteurs cinématiques selon la nature cinématique du mouvement. 


= Solide en translation : définition, propriétés, exemples. 


= Solide en rotation autour d’un axe fixe : définition, propriétés, exemples. 


Erreurs à éviter 


# Ne pas dire que l’accélération d’un mouvement uniforme est nulle, c’est faux dans la quasi-totalité 
des cas. 


# Ne pas affirmer que tous les points d’un solide en rotation autour d’un axe fixe ont la même vitesse. Ils 
ont la même vitesse angulaire, mais leur vitesse est d’autant plus grande qu’ils sont éloignés de l’axe. 


# Ne pas dire que, si tous les points d’un solide décrivent un cercle, alors le solide est en rotation. En 
effet 1l peut être en translation circulaire (nacelle d’une grande roue par exemple). 


# Ne pas confondre les trois coordonnées du point M avec les coordonnées du vecteur position OM dans 
la base. 


s Une flèche arrondie indiquant la rotation autour d’un axe ne constitue pas le vecteur rotation... 


Quelques « trucs » utiles 


# On n’hésitera pas, en cas de difficulté, à se fabriquer le système d’axes en plantant des piques à bro- 
chettes dans un fruit par exemple, et en observant le dispositif sous différents angles ! En se déplaçant 
autour de cet assemblage, on visualise les projections planes qui sont toujours d’un grand secours pour 
visualiser les vecteurs du système. 


= [l est parfois commode d’écrire : 2r0 + rô = 1d (r°6) dans l’expression de l’accélération en coordon- 


- s r df 
nées cylindriques. 
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RS FE XERCICES 


Conseil 
On aura toujours intérêt à s’appuyer sur des schémas, en particulier des schémas plans. On pourra 


s’aider du point méthode p. 237 pour projeter les vecteurs. 





EI Mouvement de référentiels * — corrigé p. 225 


Qualifier le mouvement du référentiel terrestre dans le référentiel géocentrique, celui du référentiel 
géocentrique dans le référentiel héliocentrique et celui du référentiel héliocentrique dans le référentiel 
de Copernic. Que dire du mouvement du référentiel terrestre dans le référentiel de Copernic ? 


F1 Dérivées des vecteurs de la base cylindrique * — corrigé p. 225 


© Exprimer les vecteurs de la base cylindrique en fonction des vecteurs de la base cartésienne. 


© Calculer les dérivées temporelles de ces vecteurs à l’aide des expressions précédentes. En déduire 
l’expression de ces dérivées en fonction des vecteurs de la base cylindrique. 


13. Étude du système de coordonnées sphériques # * > corrigé p. 226 


© Quelles coordonnées utilise-t-on pour repérer la position d’un avion ? Quel est le lien entre ces coor- 
données et les coordonnées sphériques ? 


© Schématiser les plans (Oxy) et (Oz,OM) et y représenter les vecteurs de la base sphérique. 

© Exprimer ces vecteurs en fonction de la base cartésienne. 

© Calculer la dérivée du vecteur e. dans la base cartésienne, puis l’exprimer dans la base sphérique. 

© Retrouver l’expression de la vitesse, puis du déplacement élémentaire en coordonnées sphériques 
établies dans le cours. 


À titre d'entraînement de calcul, on peut aussi calculer les dérivées des autres vecteurs de la base 
sphérique et retrouver les expressions données p. 216 puis établir l’expression de l’accélération en 
coordonnées sphériques. 


E1 Mouvement hélicoïdal * * — corrigé p. 227 


Dans un référentiel R matérialisé par (Oxyz), un point M décrit un mouvement de telle sorte que le 

mouvement de P, son projeté dans le plan (Oxy), est circulaire uniforme et celui de H son projeté sur 

(Oz) est rectiligne uniforme. 

© Exprimer les vecteurs position, vitesse et accélération de ce mouvement, en coordonnées cylindriques 
et en coordonnées cartésiennes. 

© En étudiant les propriétés des vecteurs cinématiques, décrire le mouvement de M. Montrer en parti- 
culier qu’il est uniforme. 


si Mouvement d'un point d'une roue * * * > corrigé p. 228 


Une roue de vélo de rayon R roule sans glisser sur un plan horizontal. Le centre C de la roue décrit un 
mouvement rectiligne uniforme à la vitesse vw. On s’intéresse à un point P de la périphérie de la roue, 
initialement en contact avec le sol. On note T la période de révolution de P dans le référentiel du vélo. 
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© Etablir les équations horaires et les expressions des vecteurs cinématiques du mouvement de P dans 
le référentiel terrestre. Caractériser le mouvement. 


© En étudiant les valeurs des coordonnées du point et de sa vitesse aux instants multiples de 77/2, 
représenter l’allure de la trajectoire (appelée cycloïde) de P en déterminant les propriétés des points 
particuliers. 


16. La mission Rosetta (E3A MP 2015) * * > corrigé p. 230 


Rosetta est une mission de l’ Agence Spatiale Européenne (ESA) dont l’objectif principal est de recueillir 
des données sur la composition du noyau de la comète 67P/Churyumov-Gerasimenko et sur son com- 
portement à l’approche du Soleil. Le 12 novembre 2014, la sonde en orbite autour de la comète a lancé 
Philae, un petit atterrisseur sur la comète. On étudie la chute libre de Philae (noté P) dans un référentiel R 
dont l’origine C est centrée sur la comète et qui tourne avec elle. L’équation différentielle du mouvement 
de Philae a été traitée numériquement et l’évolution temporelle de sa coordonnée radiale CP = r{t), la 
distance de Philae à C, est schématisée sur le graphique de la figure 1. Différentes trajectoires de phase 
sont représentées sur la figure 2, en fonction des conditions initiales du largage. 


© En modélisant la comète par une sphère homogène exprimer et calculer son rayon. À quel référentiel 
décrit p. 212 R est-il comparable ? 


© Déterminer la durée T, de la chute de Philae, s’il est abandonné avec une vitesse verticale nulle ? La 
durée réelle de la chute de Philae est t = 7 h. En déduire la vitesse initiale verticale communiquée à 
l’atterrisseur. 


© Déterminer par lecture graphique, la vitesse atteinte par Philae au moment du contact avec le sol. 


Masse et masse volumique de la comète : m,. = 1,0.10° kg et u., = 400 kg.m” ; en — 22,5 km 


distance r (m) 


FIGURE 1 : 
Évolution 
temporelle 
de l'altitude 
pour différentes 
vitesses initiales 


ÿ ï ï ï 
O0 20 000 40 000 160 000 80 000 100 000 120 000140 000160 000 
temps (s) 


distance r (m) 
2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000 22 000 


FIGURE 2 : 
Trajectoires 
de phase pour 
différentes 
vitesses initiales 


vitesse verticale 
r(m:s"1) 
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RS CORRIGES 


Conseil 


En cas de difficulté pour projeter les vecteurs (écrire leurs expressions en fonction d’autres vec- 





teurs) on pourra consulter le point méthode p. 237, où cette technique est détaillée. 


EE Mouvements de référentiels > énoncé p. 223 


Notons h,. ne nus et R Les référentiels terrestre, géocentrique, héliocentrique et de Copernic. Les référentiels 
sont des objets physiques indéformables, donc des solides. Selon le cas, 1l peut être plus facile de se représenter 
le mouvement du solide définissant le référentiel ou des axes qui le symbolisent. On peut se référer aux schémas 
p. 212 pour visualiser les mouvements. R, est en rotation dans ‘À .- L'axe de rotation est celui des pôles qui est 
fixe dans le référentiel géocentrique. La durée d’une rotation étant égale à celle d’un jour sidéral!, et s’effectue à 
vitesse angulaire constante, ce mouvement est donc une rotation uniforme. Les axes de Rs sont à tout moment 
deux à deux parallèles avec ceux de R, "r il est donc en translation. Par ailleurs le centre T de la Terre (origine de 
R,. 2) décrit (en première approximation) un cercle qui est l'orbite de la Terre avec une période d’une année sidé- 
rale? à vitesse constante (toujours en première approximation). R, , Est donc en translation circulaire uniforme 
par rapport à ne . Par un raisonnement analogue, À, … et R, sont en translation circulaire uniforme dans R. 


hé [io 
Le mouvement GE R, dans R. est complexe, composé d’une translation circulaire et d’une rotation. 


Fi Dérivées des vecteurs de la base cylindrique — énoncé p. 223 


© Les vecteurs de la base cylindrique s’expriment dans 
la base cartésienne comme suit : 


e, =Cosbe, +sinbe, 


e, = —Sinôe, +cosûe, 


 —_— 





z z Plan (Oxy) 


© On dérive maintenant dans la base cartésienne qui est fixe dans le référentiel, donc seul 0 varie : 









£ =—Osin 0e. +Ocos6e, 


(far =dcos0 -6sin0z; So: 


Bien comprendre 


Il faut faire attention, car on ne dérive pas les vecteurs par rapport à 0 mais par rapport à f. Pour effectuer 
la dérivation, on peut faire appel à la dérivée d’une fonction composée ou faire apparaître, dans son calcul, 


la dérivée par rapport à la variable présente dans la fonction et on écrira : 
dcos0 


d0 
dcosO _ dcosO dO 


dt  dO dr 


Dérivée de cos 0 : — par rapport à 0 : = —sin0 


= (—sin 0)0 = Osin@ 


—> par rapport à f: 


1. La période sidérale est le temps au bout duquel le système se retrouve dans la même situation par rapport aux « étoiles 
fixes ». Le jour sidéral vaut 23 h 56 min 4 $s alors que le jour solaire (temps pour que le Soleil soit vu au même endroit 
dans le ciel) vaut 24 h, car la Terre se déplace sur son orbite pendant une rotation. 

2. Il en est de même pour l’année sidérale qui est cette fois plus longue de 20 minutes que l’année tropique. 
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EI Étude du système de coordonnées sphériques > énoncé p. 223 


© Pour repérer un avion, on utilise 3 coordonnées : la 
latitude À, la longitude L et l’altitude h. Ces coordon- 
nées sont largement utilisées en navigation, sur les 
GPS... Il s’agit en fait du système de coordonnées 
sphériques avec quelques conventions différentes : 
La longitude L est identique à l’angle o repéré à partir 
du méridien de Greenwich (choix historique) que l’on 
place dans le plan (Oxz). L’angle @ est paramétré de 0 
à 27 en coordonnées sphériques, sur Terre on préfère 
donner L de 0° à 180° Ouest et de 0° à 180° Est, ce 
qui revient à choisir @ de 7 à —T. 
L’angle 0 des coordonnées sphériques est parfois 
appelé la colatitude. En effet, 0 est repéré à partir de 
l’axe (Oz) (axe des pôles) tandis que la latitude est 
comptée depuis l’équateur. Soit 0 = -À + 7/2. On fait 
varier 0 de 0 à x, tandis que À varie de 0° à 90° Nord 
et de 0° à 90° Sud, soit de x/2 à —n/2. 
L’altitude est la distance depuis la surface de la Terre, 
et donc au rayon de la Terre À, près, c’est la coordon- 
née r des coordonnées sphériques : r = KR, + h. 





Bien comprendre 


En fait le système de coordonnées sphériques est celui qui est le plus familier ! Il n’y a pas de raison d’y 
voir une difficulté, car quelques schémas et quelques projections de vecteurs suffisent à maîtriser cet outil 
qui est l’un des plus utilisés de toute la physique, la géométrie la plus fréquente rencontrée dans l’étude des 
systèmes physiques étant justement la géométrie sphérique. Il est donc plus que conseillé de se familiariser 
avec ce système de coordonnées de façon à le maîtriser parfaitement, lorsque son utilisation deviendra 
indispensable, plutôt que de repousser la difficulté au moment où elle sera conjuguée à d’autres... On y 
gagnera de surcroît de l’aisance en calcul de dérivée, en projection vectorielle et en vision 3D ! 





@ On définit une direction (OP) où P est le projeté orthogonal de M dans le plan 
(Oxy). On note cette direction w, elle porte le vecteur unitaire e, (notons que ce 
vecteur n’est autre que le premier vecteur de la base cylindrique). Les schémas 
plans (le premier est appelé t dans le cours) permettent aisément d’écrire : 

e. = sin de. + cosde. 


e, = Cos0e, —-sinôe 
u & 





e, = Sie, +cospe, 


p 
e, =Cospe, +sinpe, 


Puis en utilisant l'expression de e, dans les deux premières égalités : 


e, =sinOcosqe, +sinO0sinpe, +cosôe, 


e, = CosO cospe, +cosôsinpe, —-sin6e, 





—— 


—sinpe, +cos@e, 












Cinématique 


© Dans la base cartésienne, les vecteurs sont fixes, ce qui permet de dériver les vecteurs sphériques : 





ES: nn _ — — 0 
na = Ocosôcospe, —-psinOGsinpe, +0cosôsmpe, +psnÜcospe, -Osinbe, 
de. ; — A nr — 
> = O(cosOcospe, +cosÜsinpe, —-sinde.)+psinb(sinpe, +cospe.) 


Bien comprendre 


La dérivée d’un vecteur de norme constante est nécessairement nulle ou orthogonale à ce vecteur (ci- 
dessous la démonstration). La dérivée d’un des vecteurs de la base s’exprime donc nécessairement unique- 
ment en fonction des deux autres, ce que l’on cherche à faire apparaître pour finaliser le calcul. 


du > _o; du _p — du _56 ou 


| * Der di 5 jy dx _ 25, 8 
dt dr dt dt 


u| =cste — [ul =uu—-=cste —> 





© On peut donc en déduire la vitesse en coordonnées sphériques : 


— dOM dre) — de — 2 .. — 
fe tn re, FPE + OSIN CE SOIt : 
dt dt oi roue o) 

S1 l’on écrit les dérivées en faisant apparaître explicitement les éléments différentiels, en multipliant l’expres- 


sion de la vitesse par df, on retrouve le déplacement élémentaire déterminé géométriquement dans le cours : 
—- AA — = An — Pré . =. . 7 
A _dOM _dr, eco) +rsin0—+e d’où : dOM = dre, + rd6e, +rsinôdope, 
RC | cime 


Bien comprendre 








Le théorème vu en mathématiques pour la dérivation d’un produit de fonctions (généralement retenu sous 

la forme (uv) = u'v + uv') est en fait plus général et s’utilise : 

%æ pour un produit de plus de 2 fonctions et 1l suffit alors de dériver une seule fonction à la fois et de 

recommencer autant de fois que nécessaire. Par exemple : (uvw)" = u'vw + uv'w + uvw”'. 

COTON PE 
df df 

%æ pour un produit scalaire ou vectoriel de deux vecteurs, détaillé et utilisé dans la suite du cours. 


de 


æ pour un produit d’une fonction par un vecteur comme utilisé ci-dessus : di 





Mouvement hélicoïdal > énoncé p. 223 





© La géométrie du problème conduit à travailler aisément 
en coordonnées cylindriques : 


avec Ô = D=cste et v = CSIe 





On a ici choisi de placer l’origine des axes de sorte que 
l’origine du mouvement se trouve en M, (r = R, 0=0, 
z = 0). En coordonnées cartésiennes : 


x = Rcos(œf) 


y = Rsin(@t) 





Z = Vut 
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Cinématique 





Qui correspond bien aux mêmes conditions initiales : M,(x=R,y=0,z= 0). Par dérivations successives. 
on en déduit les vecteurs cinématiques en coordonnées cylindriques (A) et cartésiennes (B). 


OM=re,+ze, OM = Re. +te, 

— OM =, = …_ a — — 
(A) ae à 10e are. Soit : À = ROE, + ve, 

= :; DE TRE > A a=-Ro°e 

a= . = (fe, —r0")e, +(2r0+r0)e, +%e. : 

OM= xe, + ye, +ze, OM = Rcos(œt)e, + Rsin(@f)e, + vite, 

CODE A eo — — =. 
(B) ne LC ee Soit : vw =-Rosin(@f)e, + R@cos(@f)e, +1w.,e, 


a = —RO° cos(œt)e, — R©° sin(@t)e, 





nee 
= D 2 je + je +re 


dt 


© On note que le vecteur accélération peut s’écrire (quel que soit le système de coordonnées) : 


La courbe décrite par le point M est une hélice (escalier en colimaçon) de pas constant. Le pas z, est la dis- 


tance entre deux positions successives entre lesquelles le point effectue un tour, ce qu’il réalise en un temps 
1, tel que : @f, = 27 soit la hauteur correspondante : z, = vf, = 2%v,/@ = constante 


D'où : lu] = (Ro) cos” (æt)+ (Ro) sin”(æ@f)+nx; =,/R°®" +; (en coordonnées cartésiennes) 
lu = ,JR°©° +15 en coordonnées cylindriques 


of à 2 2 : 
Dans tous les cas : lu] =, | R°@ +%, = cste |, le mouvement est donc uniforme. 


Bien comprendre 


On voit 1c1 que le choix de la base influe sur l’expression des vecteurs cinématiques, mais pas sur les pro- 
priétés du mouvement, n1 sur la trajectoire. 








Mouvement d'un point d'une roue > énoncé p. 223 


© On se place dans le référentiel terrestre, la roue se déplace dans un 
plan vertical, on peut donc ramener l’étude des mouvements à deux 
dimensions dans le plan (Oxy) vertical. L'origine O est choisie en P, la 
position de P, alors au contact du sol, à f = 0. S1 la roue ne glisse pas 
sur le sol, alors la distance OA est égale à l’arc de la roue décrit par 
le point P depuis le temps initial. À est le point de contact de la roue 
avec le sol ou, si l’on préfère, la projection de C sur le sol à l’instant f. 
Par ailleurs le mouvement de C est rectiligne uniforme. On en déduit : 





OA = RO et CCC) = vf Or:OA=C,C D'où : RO= nf 
On en déduit les expressions des équations horaires de P qui sont ses coordonnées (notations du schéma) : 
x, = OQ = OA —-QA = RO - Rsin6 At 
Neo Et) = 2; 
JS AC SC RP FCO R 


X, = R(6—-sin 0) = .,t-Rsin(@f) 
y? = R(1— cos 0) = R — R cos(@f) 









Cinématique 


Les vecteurs cinématiques peuvent s’écrire de différentes façons, de même que le calcul peut être mené 
de diverses manières. Notons que dans le référentiel de la roue, le point P est animé d’un mouvement cir- 
culaire uniforme de centre € et de rayon R à la vitesse angulaire &. La période de son mouvement est T. 
On donne 1c1 plusieurs expressions possibles des vecteurs cinématiques, selon que l’on veut exprimer les 
vecteurs en fonction du paramétrage du point (R, 0) ou du temps f : 


— 


OP=x,e.+y,e, 
SE — À, = R(0—6cos0) =.,[1-cos(œf)] 

ÿ, = ROsin6 =, sin(@f) 

.  _  _ |x, =R(6+6cos0 +06” sin0) = R6ô° sin0 = R©@° sin(@) 
a—Xpe, Type, e RM 22 22 

ÿ, = R(6Osin 0 +0” cos 0) = RO” cos 0 = R@° cos(c) 


On calcule la norme des vecteurs vitesse et accélération : 


RE e. e Fe 2 : Ot 
NE += it -cos(onf + sin (on) =, VAT cos (on =, /4sin? (2) 





Soit La valeur de la vitesse n’est pas constante, le mouvement n’est pas uniforme. 
la = 2 + ÿ2= [RE sin(ot)P +[R@° cos(wt) = [Ro F 
” ne? 
Soit : al] = R@° = R La norme de l’accélération est constante, mais pas sa direction. 





Lorsque P est en contact avec le sol (positions L), pour que la roue ne glisse pas, il est nécessairement 
2 5 5 ü D 5 = Fe mg D 
immobile par rapport au sol, ce que confirment les expressions cinématiques : w =0 et a=kR@e, 


Lorsque P est au plus haut sur la roue (positions J,) on obtient sans surprise une vitesse horizontale : 


vw =2vw,e. et a = —Ro°e, 
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16. La mission Rosetta > énoncé p. 224 


© Si la comète est une sphère homogène alors sa masse est liée à son volume par : 


4e 3 3m : 
Pipe = RAR TA 7 TU com H com fo com — Soit : 





Le référentiel est lié à la comète, 1l est comparable au référentiel terrestre. 


© La vitesse verticale (c’est-à-dire selon la direction CP) initiale nulle correspond à la courbe notée (a) la plus 
à droite du graphique. En reportant l’ordonnée r = r.,, = 1814 m correspondant à une position en surface 
de la comète, on lit en abscisse : Ty 145 000 s = 40 h. 
La chute est évidemment très lente (22 km en 40 h) car l'attraction de la comète est extrêmement faible 
(environ 20.000 fois plus faible que sur Terre). 
S1 la sonde ne met que t = 7 h = 25 200 s, alors on détermine la vitesse initiale en repérant sur quelle 
courbe se trouve le point de coordonnées (f = 25 200 s ; r = 1800 m). La plus proche courbe de ce point 
est la courbe f, dont on déduit que la vitesse initiale est 1, = -0,75 m.s”". La vitesse négative est conforme 
à l’orientation de l’axe vers le haut. 


© En étudiant le portrait de phase, on cherche d’abord la trajectoire de phase qui correspond aux conditions 
initiales (r, = 22 500 m ; ww, = -0,75 m.s |), ce point se trouve à l’extrémité de la courbe 4, qui constitue 
donc la trajectoire de phase suivie par Philae. On cherche sur cette courbe l’ordonnée du point d’abscisse : 
r=r.,,= 1814 met on trouve ww, =-1,1 m.s" 


Bien que cette vitesse soit très petite (environ 4 km/h), en raison de la faible gravité, l’atterrisseur a tout 
de même rebondi plusieurs fois sur le sol avant de se stabiliser. 

Avec le lancement de Rosetta le 2 mars 2004 la fusée Ariane V a effectué une mission inhabituelle et d’une 
immense portée scientifique. En effet, la mission de cette sonde est d'étudier de très près et pendant une 
longue période la comète Churyumov-Gerasimenko. Les comètes présentent un grand intérêt car leur 
composition a peu évolué depuis la formation du système solaire il y a 4,6 milliards d'années. Elles sont 
les témoins de la naissance de notre système solaire. Leur étude permettra sans doute de répondre à des 
questions fondamentales sur la formation du système solaire et peut-être même sur les origines de la vie 
sur Terre. Le nom de Rosetta fait référence à la pierre de Rosette qui permit de traduire les hiéroglyphes 
et de comprendre un lointain passé. La trajectoire de la sonde Rosetta est extrêmement sophistiquée". En 
effet, aucune fusée actuelle ne dispose de la puissance nécessaire pour la lancer avec une poussée suffi- 
sante pour atteindre directement la comète. Elle a donc profité de 4 phases d'assistance gravitationnelle 
(accélération grâce aux planètes Terre et Mars) qui lui ont permis, après un parcours de plus de 5 milliards 
de km, de se mettre en orbite autour de la comète et d’y lancer Philae. La fin de la mission consiste en plus 
de 6 mois d'observation au sol et depuis l’espace de la comète. 


Millie 


Apprendre va plus loin que connaître. 
PAUL LANGEVIN (1872-1946) 





1. On peut en voir des animations intéressantes sur les sites du CNES ou de l’ESA. 
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La cinématique du chapitre précédent traitait uniquement des mouvements des corps. L'objet de la 
dynamique est de relier les interactions entre les corps (causes) et les mouvements qui en résultent 
(conséquences). Si la cinématique a mis en place tous les outils de la mécanique, on aborde ici les lois 
physiques qui régissent les systèmes. On se limite à l'étude, dans un référentiel galiléen, du point 
matériel ou d'un système qui peut s'y ramener, à savoir le solide en translation. Ce chapitre est abso- 
lument essentiel et les chapitres 14, 15, 17 et dans une certaine mesure le chapitre 16, en sont des 
applications directes. L'étude plus générale des solides est proposée au chapitre 18. Si l'étude du cours 
peut sembler rapide et aisée, celle des exercices demandera plus de temps et ce travail est incontour- 
nable, tant du point de vue des savoirs, que des méthodes de résolution, car la maîtrise de l'ensemble 
de la mécanique et, plus largement, de la physique repose en grande partie sur ce chapitre. 


ss OUTILS MATHÉMATIQUES x 


= Calcul vectoriel : La projection d’un vecteur consiste à exprimer sa coordonnée sur la direction de 
projection. C’est une technique essentielle en mécanique, elle est détaillée et expliquée dans le point 
méthode p. 237. 


5 Équations différentielles (pour les exercices) où on note f{u) la fonction inconnue solution de l’équa- 
tion différentielle et u la variable dont dépend f (il faut savoir adapter à des fonctions x(?), y(x), O(r)...). 


* premier ordre linéaire à coefficients constants : 


RÉ =k = fU)= fisnogène 4) + Éorpar 0) = AE + f (A constante d'intégration, f,, = à) 
1 


du 

% second ordre linéaire à coefficients constants, dans deux cas simples : 

de | 

.. =a=ct = L =au+C = j(u)= sa TOUTE (Cet K des constantes d’intégration) 
u 

SE | >: ténrat: 

ae +@ f-=0 — f(u)=Acos(œu)+Bsin(œu) (A et B constantes d’intégration) 
u 





1 [Principe d'inertie 
1. Grandeurs cinétiques 


Définitions 
= L’inertie d’un système est sa « répugnance » à la modification de son mouvement, c’est-à-dire de 
son vecteur vitesse. L’inertie est caractérisée par la masse (unité le kilogramme, symbole kg). 


= La quantité de mouvement D est une grandeur qui lie la masse (inertie) et la vitesse du système 
(mouvement). 

æ point matériel de masse m et de vitesse ax : p=mv 

= système matériel de masse m, dont le centre d’inertie G est animé d’une vitesse 4, : p=mv, 


La valeur de la quantité de mouvement n’a pas d’unité spécifique et s’exprime en kg.m.s |. 
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La démonstration de l’expression de la quantité de mouvement d’un système est établie au chapitre 18 
p. 326. On admettra ce résultat dans un premier temps. 


2. Première loi de Newton ou principe d'inertie 


C’est Galilée qui le premier énonça ce principe sous une forme proche de la formulation moderne. 


Énoncé 


Principe d’inertie : La quantité de mouvement d’un système matériel isolé (= qui n’est soumis 
aucune interaction) ou pseudo-isolé (= toutes les interactions se compensent) est constante : 


dp = 
Ta a 





Référentiel galiléen 


Cet énoncé permet de définir la notion de référentiel galiléen. 






Définition 


Un référentiel galiléen est un référentiel dans lequel le principe d’inertie ci-dessus est valide. 


Propriété 





Tout référentiel en translation rectiligne uniforme par rapport à un référentiel galiléen est aussi galiléen. 


En conséquence, si on connaît un référentiel galiléen sn alors on en connaît une infinité, tous ceux en 
translation rectiligne uniforme par rapport à h. On rappelle que le référentiel R est en translation par 
rapport à J, si ses axes restent à tout instant parallèles deux à deux à ceux de N. La translation est 
rectiligne uniforme s1 tout point de R décrit une droite à vitesse constante par rapport à R _ 


Postulat 





Postulat de la mécanique classique : il existe un référentiel galiléen. 


D’après ce qui précède, 1l existe donc théoriquement une infinité de référentiels galiléens. Seule l’expé- 
rience (test de validité du principe d’inertie) permet de vérifier si un référentiel est galiléen. En pratique, 
dès que l’expérience est poursuivie pendant une durée suffisamment longue ou avec une précision suf- 
fisante, les écarts au principe d’inertie sont mis en évidence, en raison des mouvements (non rectilignes 
uniformes) des systèmes (donc des référentiels) les uns par rapport aux autres. Finalement, bien que le 
postulat semble permettre de trouver de nombreux référentiels galiléens, on n’en trouve... aucun ! Le 
postulat traduit en fait l’idée d’un espace absolu (comme une trame solide et invisible sur laquelle s’ap- 
puierait l’univers), de même qu’on a postulé l’existence d’un temps absolu. Mais ces deux concepts à 
la base de la mécanique classique se heurtent à la réalité qui les contredit et qui est prise en compte en 
mécanique relativiste, où temps et espace deviennent. relatifs ! La mécanique classique reste cependant 
une excellente approximation dans bien des domaines et à beaucoup d’échelles. 


Remarque : On reste admiratif devant l’esprit aiguisé de Galilée et sa vision pertinente du mouvement. 
400 ans plus tard, beaucoup pensent encore qu’il est nécessaire d’agir sur un système pour qu’il y ait 
mouvement. Cela est lié à l’omniprésence des frottements qui faussent le jugement. Il faut absolument 
réaliser que le mouvement rectiligne uniforme n’est justement possible, que parce que le système ne 
subit aucune interaction ou, ce qui de son point de vue est équivalent, que l’ensemble des interactions se 
compensent. C’est entre autres à Galilée que pense Newton quand 1l dit : « S1 j'ai vu plus loin que les 
autres hommes, c’est parce que je suis monté sur les épaules des géants ». 
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ns POINT MÉTHODE 
Choisir un référentiel galiléen 


= Ne pouvant trouver de référentiel réellement galiléen, on choisira donc un référentiel « suffisamment » 
galhiléen pour le problème traité. 


= Dans les exercices d’expériences simples, le référentiel terrestre conviendra, pour l’étude des satellites, 
le référentiel astrocentrique sera approprié. 


= On ne doit pas dire : « Je travaille dans un référentiel galiléen », mais « je travaille dans tel référentiel 
(terrestre, géocentrique..) que je considère galiléen ». 
———————————————___——_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_——————————_—— 


Remarque : La physique en référentiel non galiléen n’est plus au programme de première année, ce qui 
prive l’étudiant de comprendre pourquoi les professeurs s’acharnent à insister sur la notion de galiléen, 
puisque tout semble toujours l’être... Pourtant, on évolue souvent dans un référentiel non galiléen, dès 
que l’on prend sa voiture par exemple. Les référentiels non galiléens seront abordés en seconde année. 


Cas d'une masse constante 


S1 le système est de masse constante (comme presque toujours dans les cas évoqués à ce niveau), le 
principe d’inertie entraîne que le vecteur vitesse du centre d’inertie d’un système (pseudo-)isolé est un 
vecteur constant. On énoncera alors souvent le principe d’inertie sous une forme plus directe. 


Énoncé 


Dans un référentiel galiléen, le centre d’inertie d’un système isolé (ou pseudo-isolé) de masse 


constante est animé d’un mouvement rectiligne uniforme : 4, (système isolé) = cste 








[ Principe fondamental de la dynamique 


1. Interactions 
% Interactions fondamentales 


L'ensemble des interactions peut être décrit par quatre interactions fondamentales, déjà évoquées au 
lycée, dont on rappelle 1c1 l’essentiel. 


Particules ; Quarks Electrons, 
; Toutes Particules chargées . 
concernées (donc nucléons) | neutrinos, quarks 


Portée infinie infinie = 107 m 
| Partout : électricité, magnétisme : 

À Structures de l’univers . : . 8  . Cohésion des . —. 
Domaine . chimie, optique, élasticité, résistance | Radioactivité 
(étoiles, galaxies...) . noyaux atomiques 

des matériaux, biologie. 


% Interaction et force 









Définition 


Un système non isolé est soumis à des interactions qui sont caractérisées par un vecteur appelé force. 


# La notion de force a déjà été vue au lycée et sa représentation par un vecteur demeure assez intuitive, 
elle est toujours exercée par un système sur un autre système. 
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= On sera attentif à éviter les erreurs de représentation, en particulier, le point d’application de la force. 
Pour un solide en translation ramené à un point matériel, le problème ne se pose pas, mais 1l sera fonda- 
mental dans l’étude d’un système ou d’un solide, en particulier en rotation. 


= On distingue pour un système, les forces : 
æ extérieures = exercées par tout ce qui n’est pas le système sur le système ou partie du système. 
æ intérieures = exercées par une partie du système sur une autre partie du système. 


= Pour un point matériel la notion de force intérieure n’a pas de sens. 


2. Deuxième loi de Newton et Principe Fondamental de la Dynamique (PFD) 


La présence d’interactions modifie le mouvement du système, selon son inertie, c’est ce que traduit la 
deuxième loi de Newton, déjà utilisée au lycée. 


Énoncés 


= Dans un référentiel galiléen, la variation de la quantité de mouvement d’un système est liée à l’en- 
semble des forces extérieures qui s'exercent sur lui par : 


d — 
RD 


= Pour un système de masse constante on obtient aisément : 
du = = 
m Fe — d Fr ou ma = Dee 





= [1 faut bien comprendre à quel point cette loi est à la fois concise et fondamentale : elle permet en effet 
de déterminer les mouvements (vitesse = conséquences) en fonction des interactions (forces = causes) 
selon les propriétés du système (masse = inertie). 


= À cette loi sont attribués de nombreux noms : deuxième loi de Newton, principe fondamental de la 
dynamique (PFD), théorème ou loi de la résultante cinétique (ou de la résultante dynamique), théorème 
ou loi du centre d’inertie... Outre cette profusion de noms qui peut dérouter, le vocabulaire peut sembler 
ambigu, voire contradictoire. En effet, loi, principe ou postulat sont des points de départ d’une théorie 
qu’on ne cherche pas à démontrer. En revanche, un théorème est théoriquement issu d’une loi par une 
démonstration. Il est important de lever la confusion à ce sujet qu1 va au-delà d’une simple question de 
vocabulaire. 


Comment appeler cette loi ? 


L’apparente contradiction entre les noms utilisés peut s’expliquer si l’on comprend ce qu’est réellement 
le PEFD, comme indiqué sur le résumé qui suit : 


projection, du TRC (algébrique) 

TRC (vecteurs) <> «projection, du TRC (algébrique) 

PFD (torseurs) <> projection, du TRC (algébrique) 
projection, du TMC (algébrique) 

TMC (vecteurs) <> « projection, du TMC (algébrique) 

projection, du TMC (algébrique) 


PFD : Principe Fondamental de la Dynamique 
TRC : Théorème de la Résultante Cinétique 


TMC : Théorème du Moment cinétique 
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a 6 équations pour 6 degrés de liberté : le principe fondamental de la dynamique est un énoncé qui se 
présente sous forme d’égalité de deux torseurs (comme vu en SI'), égalité qui se décompose en deux 
égalités vectorielles, elles-mêmes équivalentes chacune à 3 égalités algébriques par projection sur les 
3 directions de l’espace. Le PFD contient finalement 6 équations, indispensables à la description du 
lien entre interactions et mouvement, puisque en toute généralité, un système matériel a 6 degrés de 
liberté (3 en translation et 3 en rotation). 


= Loi ou théorème : On peut alors voir les deux relations vectorielles soit comme des « sous-lois » 
du PFD, soit comme des théorèmes directement 1ssus de la loi (PFD). Pour un système quelconque, 
ces deux lois ou théorèmes vectoriels (TRC et TMC) sont indépendantes (et nécessaires) et ne se 
déduisent pas l’une de l’autre. Pour un point matériel (système à seulement 3 degrés de liberté), la 
seconde peut être ramenée à une conséquence de la première et le PED se limite alors finalement au 
TRC ou deuxième loi de Newton, d’où la confusion des noms pour un point ou un solide en translation 
qui peut s’y ramener. 


a Pour éviter les confusions qui en résultent, en particulier dans l’étude des systèmes, on utilisera 
dans tout ce qui suit, les dénominations Théorème de la Résultante Cinétique (en abrégé TRC) et 
Théorème du Moment Cinétique (en abrégé TMC), selon que l’on applique la première partie du 
PFD, étudiée dans ce chapitre, ou la seconde partie du PFD, étudiée au chapitre 16. On réservera 
le terme PFD à l’ensemble des deux, étudié au chapitre 18. La dénomination deuxième loi de Newton, 
évoquée c1-dessus pour faire le lien avec le lycée, ne sera plus utilisée. 


3. Troisième loi de Newton ou Théorème des actions réciproques 


Énoncés 


= Si un point À exerce sur un point B une force F,_.,, alors B exerce 


sur À une force égale et opposée et les forces sont nécessairement 
portées par la droite (AB) : 


RER, 


AB B—A 
= Plus généralement, la force exercée par un système S, sur un système $, est égale et opposée à celle 
exercée par S, Sur S  : 


SES 0 ne Ses 





Cette loi est connue sous le nom de théorème des actions réciproques, principe de l’action et de la 
réaction ou 3° loi de Newton. Elle est une conséquence du PFD en mécanique des systèmes et dans ce 
cadre constitue plutôt un théorème. S1 on se limite à la mécanique du point, elle sera une loi (postulat), 
car elle ne peut pas se démontrer dans ce cadre. 


1. Il ne s’agirait pas de penser que la SI utilise des lois différentes de la physique ! Seul le formalisme ou l’approche 
utilisés à ce niveau apparaissent comme différents. On pourrait utiliser les outils torseurs dans un cours de mécanique 
des systèmes en physique (et cela se fait). Néanmoins, comme à ce niveau on se limite à des systèmes simples (solide en 
translation ou en rotation autour d’un axe fixe), ce formalisme serait inutilement lourd. On préfère donc aborder d’une 
part le TRC approprié pour l'étude d'un solide en translation ou un point matériel et d’autre part le TMC approprié pour 
l'étude d'un solide en rotation autour d'un axe fixe. En SI on partira plutôt du PFD général sous forme d’égalité de torseurs, 
dont on déduira les deux lois. 
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Rs POINT MÉTHODE 
Résoudre un problème de mécanique 


= Contrairement à l’idée que s’en font les élèves, c’est extrêmement aisé, si l’on travaille avec méthode. 
Le but est presque toujours : établir l’équation différentielle, la résoudre et, parfois, obtenir la trajectoire 
et la nature du mouvement ou déterminer les forces « annexes » (réactions, frottements, tensions...). La 
méthode ci-dessous, explicitement mise en œuvre dans les corrigés, vient à bout de tous les exercices. 


1. Établir le cadre de travail. 
æ Choisir et préciser le référentiel d’étude, indiquer son caractère galiléen ou non. 
—æ Caractériser le(s) système(s) étudié(s). 
= Schématiser le problème : axes du référentiel, base(s) de vecteurs utilisée(s). 
= Préciser les hypothèses simplificatrices (absence de frottement, mouvement plan...). 


2. Préparer les outils. 
æ Cinématique : expression du vecteur position, de la vitesse et de l’accélération compte tenu du 
problème et du choix de coordonnées. (N. B. : Pour un système en rotation on exprimera aussi le 
vecteur rotation.) 
Bilan des forces : schématisation et expression dans la base de travail. 
 [ndiquer les conditions initiales. 


3. Choisir un point de départ : une loi physique. 
= TRC ou TMC (voire les deux) ou loi énergétique (voir chapitres 14, 16 et 16). 


4, Mettre « les mains dans le cambouis » et faire tourner « la moulinette à calcul ». 
= Projection des lois vectorielles. 
æ Mise en évidence des équations différentielles. 
æ Résolution des équations différentielles. 
= Détermination complète de solutions (constantes d’intégration). 
æ Résolution d'équations algébriques (trajectoire à partir des équations horaires..…). 


5. Analyser et critiquer son travail. 
æ Interprétation physique : nature des mouvements, des trajectoires. 
æ Confrontation à l’expérience, au sens physique, aux prévisions. 
æ Discussion des hypothèses simplificatrices (pertinence, remise en cause...) 
æ Ouvertures : généralisation, poursuite du problème dans un autre cadre. 





1. Forces à distances, forces de contact 


Une force traduit une interaction, elle est donc toujours exercée sur un système $S (étudié) par un autre 
système S,, parfois qualifié d'extérieur. 


Force à distance Forces de contact 
Position des systèmes S et S, en contact ou non S et S, sont nécessairement en contact 


Exemoles Poids, gravitation, Frottements, tension d’un fil, réaction d’un support, 
P forces électromagnétiques (Lorentz)... force de pression, force élastique. 


Point d’application Au(x) point(s) de contact 
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2. Forces courantes 


Force entre 2 masses 
ponctuelles, sur le schéma 
de M sur m 


Gravitation 
(voir chapitre 17) 


Force entre deux charges 
ponctuelles, sur le schéma 
de © sur g de même signe 


Électrique 
(voir chapitre 15) Force sur une particule dans un champ électrique 
Magnétique F0 À Ë Force de Lorentz sur une particule mobile dans un champ 
(voir chapitre 15) DA magnétique B 
L 


Élastique 
(voir exercices n° 3 
et n° 5) 


Électrostatique 
(voir chapitre 15) 


Force de rappel exercée par 
un ressort sur un objet 


Force exercée par un fluide (liquide ou gaz) sur un solide se déplaçant 
à vitesse A par rapport au fluide. (1) aux « faibles » vitesses 
(2) aux « grandes » vitesses, l’énoncé précisera l’expression à utiliser. 


Réaction | 
d’un support Force d’un support sur un système (voir 11.3) 
Poussée Æ … +. | 
IT =-p,,, Vumercé ; 
d’Archimède Force d’un fluide au repos sur un solide immergé (voir IIT.4) 


mms POINT MÉTHODE 
Projeter un vecteur 


Frottement fluide 
(voir exercice n° 6) 
















x Les théorèmes issus du PEFD sont vectoriels. On obtient des _  . . _!-----____- 


à : D : +Asin0 || La projection 
équations algébriques en les projetant sur les axes. | 


« coince » l’angle. 






= La projection d’un vecteur consiste à exprimer sa coordonnée 
selon un vecteur unitaire de l’axe sur lequel on projette. Il faut 


apprendre à exprimer rapidement les projections d’un vecteur, 
L . s ÿ . F ve . 
quelle que soit l’orientation du schéma ou des axes, sans revenir PC re 
" : ; * Ma. 14 La projection 
sans arrêt au triangle et aux expressions type « adjacent » ou "6 / ast dahs 
le sens de l’axe. 


« opposé » sur hypoténuse. On a toujours : 
+Bsino 


Projection = signe x norme du vecteur projeté x sin ou cos(angle) ,, FA 


est dans le sens 
Le signe se trouve en comparant le sens de la projection avec la  P95#à l'axe. 
direction de l’axe ou du vecteur de base, le choix du sinus ou cosinus à l’aide d’un petit moyen mné- 
motechnique : 


Si la projection « coince >» l’angle utile, on aura un cosinus, sinon un sinus (voir exercice n° 0 p. 242). 
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3. Forces de contact de deux solides 


Lorsque deux solides sont en contact, 1ls exercent une force l’un sur l’autre. On privilégie souvent un des 
systèmes (S = système étudié), par rapport au second qu’on qualifie de support. 


Définitions 


= On appelle réaction du support la force R exercée par le support sur le système, du fait de leur 
contact. Les caractéristiques de cette force dépendent des autres forces AHDQUES au système, de la 
nature du contact et des propriétés des solides en jeu. - 


Généralement le contact s’effectue sur une surface. En pratique on 
modélise souvent ce contact en un point unique de la surface de contact. 
La force de contact se décompose en deux composantes : 


= La réaction normale R,, qui, comme son nom l’indique, est ortho- 
gonale à la surface du contact. 


z La réaction tangentielle R,, qui est tangente à la surface de contact 
et qui constitue la force de frottement. 





= En l’absence de frottement (ou plus exactement si on peut considérer qu’ils sont négligeables), la 
réaction tangentielle est nulle, et la réaction du support se limite à la réaction normale. 


= La réaction n’existe qu’en présence de contact, on peut donc ainsi déterminer le moment ou le lieu où 
deux systèmes se séparent, en analysant l’expression de la réaction et en déterminant les conditions de 
son annulation (voir exemple du looping réussi p. 266). 


4. La poussée d'Archimède 


Lorsqu'un solide est en contact avec un fluide, ce dernier exerce une force de pression sur le solide. 
La notion de pression sera définie en thermodynamique (voir chapitre 19), mais 1l suffit 1c1 de savoir 
que pour un fluide au repos donné, les forces pressantes ne dépendent que de la forme de la surface du 
système immergé. 


Soit un corps solide Z totalement immergé dans un fluide au repos, la force Fr exercée par le fluide 
sur À est donc identique à celle que subirait n’importe quel système, de même forme, placé au même 
endroit, par exemple le système Z’ formé de fluide occupant strictement le même espace que X, et donc 
de même volume que 2 : 


PFrss=Fsss 


Ÿ 

| 
Il 
AL 


Or il est facile de calculer cette force dans le Ps Pie 
cas du système fluide Z’ de masse m', car 1l 
est immobile, en équilibre sous l’action de 
son poids et des forces de pression, et par 
conséquent leur résultante est nulle : 


_ 


Frs + mg =0 





d'où : F F m'e Équilibre des forces sur le fluide 2’ Poussée d'Archimède sur le solide Z 

. fi = fr —— 

Par ailleurs, par une application du théorème du moment cinétique à Z’ en équilibre, on peut montrer 
que cette force s’applique au centre d’inertie G’ du système fluide Z’. On notera alors € le point situé à 
l’identique dans ZX. 
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Théorème 


La poussée d’Archimède est la résultante des forces pressantes F;,5 exercée par un fluide au repos 


dans un référentiel galiléen sur un corps solide », totalement immergé dans le fluide, soumis à un 
champ de pesanteur £ uniforme. Elle est égale à l’opposé du poids du fluide déplacé (de masse m') 
et s’applique au centre de poussée C, qui est le centre d’inertie du fluide déplacé : 


——_— 


II =-m'£ 





= Ce théorème est valable que le fluide soit compressible ou incompressible, homogène ou inhomogène. 


= Le centre de poussée n’a aucune raison de coïncider avec le centre d’inertie du solide, ce sera cepen- 
dant le cas pour un solide homogène dans un fluide homogène. 


— 
= On peut généraliser à un système non solide. : dE 


= Un corps remontera dans le fluide si la poussée d’Ar- 
chimède l’emporte sur son poids et descendra sinon. 


S1 le système et le fluide sont homogènes, on aura inté- 
rêt à écrire les forces de pesanteur et de poussée à l’aide 
des masses volumiques : 


Poussée d’Archimède : II = 





_ _ 


mm . . : 10 _— —U . V ; 4 . 
fluide déplacé NO Système Z moins Système Z plus 


Poids du solide : P = mn 8 = LU, eV oide & dense que le fluide dense que le fluide 


Ainsi la résultante des forces sur le solide s’écrira : 


ie 


F _ P Be IT — LL oride Vsokide £ = U fluide Vsotide £ _ (Uorde En HU fluide DV ride £ 
qui explique qu’un corps plus dense qu’un liquide coule, tandis qu’un moins dense remonte à la surface”. 


Applications 


= Les bateaux, iceberss et autres objets flottants, surnagent grâce à la poussée d’Archimède. La poussée 
d’Archimède permet aussi aux montgolfières ou aérostats de s’élever. Le ballon est rempli d’un gaz plus 
léger que l’air environnant (soit de l’air chaud, soit de l’hélium*), de telle sorte que le poids du fluide 
déplacé (donc la poussée d’Archimède) soit supérieur au poids de la nacelle et du ballon. 


x La poussée d’Archimède est également responsable de la convection de l’air dans l’atmosphère : 
l’air chaud, moins dense donc, monte, l’air froid, plus dense, descend, ce qui engendre les mouvements 
atmosphériques. Le même phénomène se produit au sein de l’eau qui chauffe dans une casserole. 


2. Initialement C et G sont situés de façon a priori quelconque, mais alors poids et poussée d’Archimède exercent des 
moments, qui font tourner le solide dans une position d’équilibre stable du point de vue de la rotation, C et G sur la même 
verticale, C au-dessus de G, ce qui est schématisé. La suite du mouvement est alors limitée à une translation. La position 
G au-dessus de C est une position d'équilibre instable. Ces situations sont très faciles à vérifier dans une piscine ou .. sa 
baignoire, comme Archimède, dont la légende dit qu’il est sorti trempé et tout nu dans la rue en criant « eurêka ! » (j’ai 
trouvé) ! 

3. Les premiers dirigeables utilisaient de l’hydrogène (moins cher que l’hélium). Mais la nature hautement inflammable de 
ce gaz rendait l’aérostat très dangereux et, après la catastrophe du Zeppelin Hindenburg en 1937, ce gaz a été abandonné 
dans les ballons dirigeables. 


Partie 2 - Mécanique 239 









240 Physique-Chimie MPSI partagellvr 


Dynamique 


= La poussée d’Archimède fait également remon- 
ter les bulles d’une boisson gazeuse et le canard en 
plastique dans la baignoire. Dans l’application 
ci-contre appelée thermomètre de Galilée“, des 
ampoules de densités très légèrement différentes 
baignent dans un liquide dont la masse volumique 
varie avec la température (il devient moins dense 
en s’échauffant). Aînsi, plus la température aug- 
mente, plus la poussée d’Archimède faiblit et plus 
le nombre d’ampoules qui coulent augmente. Il 


n’y a plus qu’à les graduer en température, la plus Thermomètre de Galilée 
basse qui tend à flotter indique la température du | za poussée d'Archimède diminue 
liquide, donc de l’extérieur. La variation de densi- | 44ñd la température augmente, 


} . : . car la densité du fluide diminue. lens 
té du fluide environnant restant faible pour des T=20°C T=23°C T=26°C 
variations de quelques degrés, les masses des 
ampoules, qui ont toutes le même volume, dif- 


fèrent de quelques milligrammes seulement. 





Rs POINT MÉTHODE 
Exprimer la poussée d’Archimède 


= Les conditions d’application du théorème d’ Archimède doivent être comprises et mémorisées. Il est 
indispensable que le fluide soit immobile (au repos) et entoure entièrement le solide étudié pour utiliser 
la poussée d’Archimède. Par contre, le fluide peut tout à fait être compressible et/ou inhomogène : par 
exemple l’air et l’eau autour d’un corps flottant. 


= Lorsque le fluide est formé de deux zones homogènes claire- 
ment identifiées, comme l’eau et l’air autour d’un glaçon ou d’un 
canard en plastique par exemple, alors on pourra calculer la pous- 
sée exercée sur chaque partie séparément. Dans le cas eau/air, la 
poussée de l’air sera négligeable devant celle de l’eau (il est facile 
de se maintenir dans l’eau, alors qu’il est impossible de se mainte- 
nir dans l’air, tout simplement parce que la poussée d’Archimède 
de l’air est environ 1000 fois plus faible que celle de l’eau !). Le 
terme de volume de fluide déplacé est très parlant, 1l s’agira donc Veau déplacée © Vsotide immergé 
pour un corps totalement sous l’eau du volume du corps, mais 
pour un corps partiellement immergé, de la seule partie sous la 
surface de l’eau (voir exercice n° 4 p. 245) : 


— — — 











II nm [fluide déplacé 8 — —U fluide Vsotide immergé £ 


IMPORTANT : Les exercices I et 2 sont des applications directes du cours, à considérer comme partie 
intégrante du cours et donc à apprendre comme tel. La méthode de résolution détaillée au point méthode 
p. 236 y est utilisée et explicitement mise en évidence. On révisera également avec profit les chapitres 2 
et 9 qui traitent d’oscillateurs, lesquels sont étudiés en détail dans les exercices. On ne négligera pas 
non plus les méthodes et les conseils proposés au chapitre 1. 


4. En hommage à Galilée qui en a conçu le principe, même si la version moderne est plus sophistiquée. 
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ES VERS LA COLLE 


Questions de cours 


sm Quantité de mouvement, cas d’un point matériel, d’un système quelconque. Cas d’un système 1solé. 
ms Les lois de la dynamique. 
= Forces à distance, forces de contact : définitions, exemples et expressions. 


« Tir dans le champ de pesanteur sans frottement (voir exercice n° 2 p. 242) : position du problème, mise 
en équation, équations horaires, trajectoire, portée. 


= Étude du pendule simple (voir exercice n° 1 p. 242) : définition, mise en équation du mouvement, cas 
des petites oscillations, solutions, nature du mouvement, diagramme des phases. 


s Poussée d’Archimède : définition, expression, exemples. 


Erreurs à éviter 


s Ne pas dire « J’étudie le problème dans un référentiel galiléen » (voir remarque du point méthode 
p. 233). 


# Ne pas dire « Le pendule simple est une masse suspendue à un fil » (voir définition complète exercice 
n° 1 p. 242). 

s On peut comparer la résolution d’un exercice de mécanique (et même d’un exercice de physique en 
général) à la rénovation d’une pièce, qui suit en effet des étapes comparables à celles décrites au point 
méthode p. 236 : 1. Faire place nette, délimiter les zones à peindre, 2. Préparer les pinceaux, rouleaux 
et brosses, choisir les couleurs, disposer les pots de peinture (dont on évalue le volume nécessaire 
pour chaque couleur) 3. Démarrer par un mur. 4. Peindre méthodiquement mur après mur. 5. À la fin 
admirer, critiquer, fignoler et ranger. Dans la résolution d’un exercice, l’erreur la plus fréquente com- 
mise par les élèves est de commencer par la 3°, voire la 4° étape de la résolution. C’est un peu comme 
vouloir repeindre une pièce en commençant par saisir un rouleau, le premier pot de peinture trouvé, de 
fermer les yeux et d’attaquer un mur (ou une porte, une télé, un lit..….). Quels que soient l’énergie et le 
temps passé, le résultat sera décevant... ! 


Quelques « trucs » utiles 


= Dans un schéma en mécanique il faut choisir des axes, directions, sens de rotation qui respectent les 
conventions d’orientation (sens trigonométrique pour les angles, sens direct pour les bases) et tou- 
Jours se ramener à un système de coordonnées connu (même si les notations ou les directions dans les 
schémas peuvent être différentes). Par exemple dans l’exercice n° 1, on identifie l’axe (Ox) vertical 
vers le bas et l’axe (Oy) horizontal vers la droite et donc les coordonnées polaires habituelles. 


a On s’évitera bien des erreurs en schématisant les angles très différents de 45°, de façon à distinguer 
facilement un angle et son complémentaire sur le schéma. Refaire par exemple les schémas de l’exer- 
cice n° 0 p. 242 avec un angle 6 de 45° et chercher à le retrouver ailleurs dans le schéma (au niveau 
des forces). Recommencer avec un angle à 20° environ et comparer... 


sm Avant de résoudre une équation différentielle, toujours identifier la fonction inconnue et la variable 
dont elle dépend. 


s Une connaissance solide du cours de cinématique (voir chapitre 12) est indispensable pour résoudre 
les problèmes de dynamique. 


# La (re)lecture du IIT du chapitre 1 (voir p. 12-14) pourra s’avérer également très profitable. 
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Dynamique 
EXERCICES BR 


Conseils 


Les exercices n° I et n° 2 sont des questions de cours. Cependant ils sont volontairement posés sans 
schéma, de façon à encourager l’élève à poser lui-même le problème. Il est indispensable de savoir 


les résoudre totalement et sans aide. Les exercices n° 3, n° 4 et n° 5 sont classiques et doivent être 
également maütrisés. Les exercices n° 6 et n° 7 sont plus difficiles mais constituent d’excellents 
entrainements au calcul. 











Pour s'entraîner à la projection de vecteurs *% — corrigé p. 244 
” . Déterminer les projections des vecteurs G et > 
B SU EO W sur les axes (Ox) et (Oy) (schéma 1) ainsi F 
= Us ris sinus de F et mg selone ete, £ A ne 
SCHÉMA 1 SCHÉMA 2 
Pendule simple (cours) * — corrigé p. 244 





On considère un objet de masse m suspendu à un fil de longueur £ dont l’autre extrémité est fixe. On dira 
que ce système est un pendule simple si : 
æ Le fl est de masse négligeable On, < m) et inextensible. 
Les dimensions de l’objet sont petites devant la longueur du fil (d & £), de sorte qu’on le modé- 
lisera par un point matériel. 


© Établir l’équation différentielle du mouvement. 
© Linéariser cette équation dans le cas des petites oscillations (définir cette expression). 


© Résoudre l’équation dans ce cas. Exprimer la solution pour un pendule initialement écarté de sa posi- 
tion d'équilibre, puis abandonné sans vitesse initiale. Commenter. 


© Construire le diagramme des phases. 


F2) Tir dans le champ de pesanteur (cours) * — corrigé p. 246 


Un projectile de masse m, considéré comme ponctuel, est lancé dans le champ de pesanteur (uniforme) 
avec une vitesse initiale x. 


© Établir les équations différentielles du mouvement, puis les équations horaires et enfin l’équation de 
la trajectoire. 


© Définir et calculer la portée, la flèche du tir. Quels sont les paramètres qui influent sur ces valeurs ? 


© Quelles sont les deux moyens d’atteindre une distance donnée, la valeur de la vitesse initiale étant 
fixée ? 


El Pendule élastique horizontal * > corrigé p. 250 


On considère un solide de masse m pouvant glisser sans frottement sur un plan horizontal. Il est fixé à un 
ressort de raideur k et de longueur à vide {, dont l’autre extrémité est fixe. On suppose que l’ensemble 
reste aligné sur une direction horizontale. 


© Établir l'équation différentielle du mouvement et déterminer la réaction du support. 


© Résoudre l’équation et décrire le mouvement du système. Commenter. 
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E1 Du glaçon à l'iceberg * — corrigé p. 251 


© Un glaçon flotte dans un verre d’eau rempli à ras bord. Le verre va-t-il déborder lors de la fonte du 
glaçon ? 

@ Calculer la hauteur émergée h,. d’un iceberg, assimilé à un cube d’arête a, flottant sur l’océan à la 
même température 0 °C. Quelle est la proportion &, de volume immergé de l’iceberg ? 
Masses volumiques à 0 °C : de la glace p, = 920 kg.m * ; de l’eau de mer p,, =1025 kg.m * 


5 Pendule élastique vertical * * — corrigé p. 252 


On reprend le dispositif de l’exercice 3 mais on accroche le pendule élastique verticalement. On suppose 
que le mouvement reste rectiligne. 


© Établir, puis résoudre l’équation différentielle. 


© Déterminer complètement et schématiser la courbe de l’équation horaire du mouvement dans les trois 
cas suivants de conditions initiales : 
a) On écarte m d’une distance a vers le bas et on abandonne le système sans vitesse initiale. 
b) La masse m étant à sa position d'équilibre, on lui communique une vitesse 1, vers le haut. 
c) La masse m étant maintenue à une distance b au-dessus de sa position d’équilibre, on lui commu- 
nique une vitesse a, vers le bas. 


© Comment est modifiée l’équation différentielle si le système est soumis à une force de frottement 
fluide linéaire ? Comment est modifié le mouvement ? 


16. Tir avec frottement fluide *% *% * corrigé p. 254 


On reprend le tir de l’exercice 2. Cette fois, les frottements ne sont plus négligeables, la force de frotte- 
ment étant f =—-2w 


© Établir les équations différentielles du mouvement. 
@ Établir les équations horaires. On pourra introduire des paramètres commodes. 


© Sans chercher à écrire l’équation cartésienne de la trajectoire, maïs en étudiant les expressions des 
coordonnées de la vitesse et du vecteur position, déterminer son allure. Commenter. 


FA Parabole de sûreté * * * — corrigé p. 256 


On utilise 1c1 les résultats de l’exercice 2. On souhaite atteindre un point M de cordonnées (X,Y) quel- 
conque, la valeur de la vitesse étant fixée. 


© Établir l’équation du second degré vérifiée par tan(o) qui donne l’angle de tir pertinent pour atteindre M. 
© En déduire une condition sur le couple de valeurs (X,Y) pour qu’une solution de tir existe. 


© Quelle est l’équation de la parabole de sûreté, courbe délimitant la zone qui ne peut pas être atteinte 
par le projectile ? 


N. B. : Dans les corrigés, on note TRC le Théorème de la Résultante Cinétique (voir p. 234). 
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Conseils 


CORRIGÉS | 


On indique le plan de la méthode proposée p. 236 à l’aide des symboles %. Il est fortement recom- 


mandé de la mettre en œuvre dans tous les exercices. Lire aussi « Comment appeler cette loi» p. 234. 











Pour s'entraîner à la projection de vecteurs — énoncé p. 242 
” O G = GcosBe, —- Gsinfe, | 1 
B æ W =-Wsin0e,; —- Wcos0e, RERO 
; =" _ = 71 = fe F 
W 2 F = Fcos6e, — Fsin6e, Co AC) ME 
mg = —-mgsin0e; — mgcos0e, à 
SCHÉMA 1 SCHÉMA 2 
Pendule simple (cours) > énoncé p. 242 





Ow Cadre de travail 


Le système est le point matériel M étudié dans le référentiel terrestre R supposé galiléen. 


Le mouvement est étudié dans le plan vertical, on utilisera la base polaire. 


Hypothèses simplificatrices : 

— On néglige les frottements. 

— Le fil est de masse négligeable, inextensible et reste tendu. 

— Les dimensions du système permettent de l’assimiler à un point matériel°. 


= Outils 


Cinématique : 


Bilan des forces : 


Conditions initiales : 


Bien comprendre 


OM = /£; 
NX = L06; 
à =—L0 7e; +108, 
fee 


mg = mgcosOe, — mgsin0e, 


On écarte le système de l’équilibre 





et on l’abandonne sans vitesse initiale. 


s La position d'équilibre correspond à la position verticale du fil (résultante des forces nulles). 
On étudie toujours les oscillations d’un système autour de sa positon d’équilibre ce qui justifie le choix des 


coordonnées, l’expression de @(f) décrit totalement le mouvement. 
= Par ailleurs la base de projection doit être choisie de sorte que l’une des directions soit celle du mouve- 
ment, ainsi la projection du TRC sur cette direction (ici e,) aboutit à l’équation différentielle. 





Point de départ 


On applique le TRC au système S de masse constante dans le référentiel galiléen À : 
mä=> Fr. =mg+T (1) 


ext 


5. Cette précision est importante, on en comprendra la portée lors de l’étude du pendule pesant du chapitre 18 p. 334. 


244 Physique-Chimie MPSI 






Dynamique 


 Moulinette à calcul 

L’équation (1) est équivalente par projection sur la base au système suivant : 
_m{0? = mgcos0 -T (2) 
_ = -mgsin (3) 


L’équation différentielle du mouvement est donc : L0 + gsin0 = 0 


Bien comprendre 


Il suffit, puisque les vecteurs ont été explicités clairement au préalable, de suivre l’équation (1) en rem- 
plaçant par les coordonnées de chacun des vecteurs. Sans surprise l’équation (2) (projection sur e,) est 
l’équation différentielle, l’équation (3) permet de déterminer la tension, si nécessaire. 





© La présence d’une fonction trigonométrique rend l’équation différentielle non linéaire. On linéarise l’équa- 
tion en se plaçant dans le cas des « petites » oscillations, pour lesquelles sin0 = 6. 


L’équation différentielle se simplifie alors comme suit : 0+ LL = 0 


Bien comprendre 


On appelle petites oscillations, les oscillations qui permettent l’approximation sur le sinus. Il n’y a pas de 


limite proprement dite à cette approximation, car elle dépendra uniquement de la précision que l’on sou- 
haite. Par exemple, elle est acceptable à 1 % près pour des angles inférieurs à 15°. Attention, la précision 
du résultat de l’équation différentielle peut être moindre. 





© On retrouve alors l’équation différentielle de l’oscillateur harmonique dont la solution est : 


O(t) = Acos(@,f)+ Bsin(@,f) avec @, = : 


À et B sont des constantes d’intégration que l’on détermine avec les conditions initiales. On dérive 0 : 


O(t) = —AG, sin(@,f) + B&, cos(®,f) 


Àt=0: 8(0)=6, =A et (0) =0 = Bo, 


D'où l’expression de la solution : | O(f) = 6, cos(@, ft) 


Bien comprendre 


La solution générale de cette équation différentielle peut aussi s’écrire Acos(æf + @). S1 cette forme permet 
de mettre en évidence la phase à l’origine, elle est néanmoins beaucoup moins commode pour déterminer 
les conditions initiales (voir exercice n° 5). 





Analyse et conclusion 


Le mouvement est donc circulaire (hypothèse de départ, le fl reste tendu) et sinusoïdal, car la variable de 
description varie sinusoïdalement. La période des oscillations ne dépend que de la longueur du fil, et pas 
de la masse du système. Elle ne dépend pas non plus de l’amplitude du mouvement (toujours dans le cadre 
de notre approximation), c’est pourquoi on parle d’isochronisme des petites oscillations. 


© Le diagramme des phases se construit en plaçant en abscisse la variable décrivant le mouvement (ici 0) et 
en ordonnée, sa dérivée, ici 0 : 


0 =6, cos(@,f) d’où 6 =-6,&, sin(@,f) (3) 


dot: … = 0, sin(@,r) (4) 


0 
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Dynamique 


On élimine le temps en élevant les deux équations au carré et en les additionnant, (3}° + (4)° : 





Selon que l’on normalise la vitesse angulaire (choisir Homme ordonnée) ou non, on obtient un cercle 


0 
ou une ellipse comme diagramme des phases pour des petites oscillations : 





— Diagramme des phases pour une amplitude 6, 


— Diagramme des phases pour une amplitude inférieure à (C} 


Bien comprendre 


La normalisation permet d’obtenir des grandeurs de mêmes dimensions pour l’ordonnée et l’abscisse. 
Dans le premier cas en notant x et y les coordonnées, on identifie l’équation cartésienne d’un cercle de 
centre O et de rayon 6, dans le second cas, une ellipse dont les axes sont ceux du repère : 

0 


Diagramme normalisé : y” +x° = 0° avec x=0 et Le 
0 


2 2 
Diagramme standard : Fe 6, | 4) avec x=0 et = Ô) 


Le point indique le départ du système et la flèche le sens de parcours du diagramme, qui correspond bien 
à une diminution initiale de l’angle avec une vitesse négative (retour vers la verticale). 


Di Tir dans le champ de pesanteur (cours) — énoncé p. 242 


O = Cadre de travail 
Le système est le projectile M étudié dans le référentiel terrestre R supposé galiléen. 





On utilisera la base cartésienne. 

On privilégie le plan noté (Oxy) contenant le point de départ et défini par les vecteurs particuliers w, et £, 
(Oy) étant un axe vertical orienté vers le haut. 

Hypothèses simplificatrices : 

— Les dimensions du système permettent de l’assimiler à un point matériel*. 

— On néglige les frottements. 


6. Cette précision suppose en particulier que l’on ne tient pas compte de mouvements de rotation comme celui d’une balle 
de tennis liftée ou coupée par exemple. 
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% Outils 
Cinématique : OM = xe; +ye, +7€; 
W=xe; +ÿe, +276, 
a = Xe; +ÿe,; +2; 
Bilan des forces : mg =-mge, 


Conditions initiales : Le point est en O à la vitesse 1. 





Point de départ 


On applique le TRC au système M de masse constante dans le référentiel galiléen R : 
mä=XF. = mg (1) 


ext 


= Moulinette à calcul 
Méthode 1 : 


L’équation (1) s’écrit : a=£g (E) 
Soit par intégration : A =gt+0C, 

Oràr=0, à =, d’où : = gt+v (E,) 
Par intégration à nouveau : OM = 58 ++ ci 

Or àt=0,M est en O soit OM =0 d’où : OM = Sat +5 (E,) 


Remarque : avec un point de départ M, différent de l’origine on aurait : OM = ; gt +W1+OM, 


On obtient les coordonnées des vecteurs vitesse et position en projetant (E,) et (E,) : 


X = A, COS X—V cos(® )t 


ÉAy=-gt+v,sinœ et OM y=-7 gr +v,sin(@} 
Méthode 2 : 





Le ie 
Par projection de (E,) : : — 8 Soit, par intégration : = 0; 
oi ë=C? 
Piestere; À =, COS 
Àt=0 ; ='v sin ot =C, d’où les coordonnées de nf 4 ÿ =-gt +1. sin 
=0=C z=0 
É =, cos(œ)f +C, x=0=C, 
Par intégration à nouveau = . gt +, sin(a)r+C, àt=0 | »=ÛSC 
z=C" \z2=0=C" 


X =, Cos(® )é 


Soit finalement les coordonnées du vecteur position : À y — =, gt” + v., sin(œ)é 


z =Ù 


Remarque : Si le point de départ n’est pas l’origine mais un point M, (x, y,, 0), on aura C, = x, et C; = y, 
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Bien comprendre 


Dans la méthode 1 on intègre, puis on projette, tandis que dans la méthode 2 on projette, puis on intègre. 
Les deux méthodes sont également valables (et évidemment équivalentes), la première étant plus élégante. 
Notons que toutes les équations différentielles rencontrées dans les calculs précédents sont du même type. 
Elles s’intègrent donc toutes identiquement très simplement, qu’elles soient algébriques ou vectorielles. 
On notera qu’il apparaît une constante d’intégration à chaque étape, que l’on détermine par une condition 
initiale. On veillera simplement à ce que les constantes d’intégration et les conditions initiales soient vec- 
torielles si l’on utilise la première méthode, algébriques si l’on utilise la seconde. 





Les coordonnées du vecteur position constituent les équations horaires (expressions de x{f), y(t) et z(t)). 
On obtient l’équation de la trajectoire, en éliminant le temps entre les équations horaires : 


2 


2 > — +tan(œ)x 


y=- 
2v, cos” a 





KRernarque : Si le point de départ n’est pas O, on remplacera x par x — x, et y par y — y, dans l’équation ci-des- 
sus pour obtenir l’équation cartésienne. 


Analyse et conclusion 

Le mouvement est donc plan, dans le plan formé par les directions de la pesanteur et de la vitesse initiale 
contenant le point de départ. Il est de nature parabolique. S1 l’on s’intéresse aux composantes du mouvement 
(projections du mouvement sur chaque axe) on voit que le mouvement sur (Ox) est uniforme, et uniformément 
varié sur (Oy) (retardé pendant la montée, accéléré pendant la descente). 


Bien comprendre 


s Notons qu’il n’est pas nécessaire de préciser a priori que le mouvement est plan, ce résultat découle des 
équations. On aura cependant intérêt à choisir les axes de façon à privilégier le plan que l’on prévoit pour 


la trajectoire, 1c1 (Oxy). 
= Les résultats restent valables s1 le tir se fait vers le bas ou horizontalement (largage d’une bombe par 
exemple) en prenant @ négatif ou nul. 





© La portée est le point atteint par le projectile lorsqu’il retombe sur le sol. Ici le sol est matérialisé par l’axe 


(Ox). Le point P a donc pour coordonnées P (x,,0). Soit en remplaçant dans l’équation cartésienne : 
2 


D 6. 
pus COS” Œ “ 
X 
; + tan(æ) |=0 


e À 
HO i cost 


L’équation précédente a deux solutions, l’une x = 0 correspond au point de lancement, la seconde est celle 
recherchée : 


2 cos? x 2 ve? .sin20 

| _ 2W.C0S" Œ.tanœ _ 2W5.COSO.SMX jt : x, = 
P £ : £ 
La flèche est le point F le plus élevé atteint par le tir, c’est le sommet de la parabole. On peut déterminer 


les coordonnées de ce point par diverses méthodes, car 1l a de nombreuses propriétés : 


En F : = —0 (la courbe passe par un maximum) 
dy : 

ou Fou O (y passe par un maximum) 

ou ee = 0 (vitesse selon (Oy) s’annule) 
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Avec la première, on a directement l’abscisse de la flèche, avec les deux suivantes (équivalentes), on déter- 
mine d’abord l’instant de passage, puis les coordonnées. 


En dérivant l’équation cartésienne de la trajectoire par rapport à x : 


dy gx 
D ) 
dx af cos” a 
SOI : nr + tan(®) = 0 
A-6COS œ 


2 2 2 s 
V,.COS Œ.tanœ  W,.CosSœ.sIin & 


D'où : x 
d g g 





Où l’on retrouve une propriété classique de la parabole. On en déduit : 


2 2 Ÿ 2 2 
£ w,.coS ©.tan ®œ w,.coS ©.tan œ 
EE 
2, cos” £ £ 
2 2 
wf.cos” &.tan @ w.cos” ©. tan” © ve .sin’œ 
D ge = —© + —————— Soit: [Yr=—  — 
2g £ & 


On constate sans surprise que, pour un angle donné, les coordonnées de la flèche et de la portée sont d’au- 
tant plus grandes que la vitesse initiale est grande. L'influence de l’angle est plus subtile (voir question sui- 
vante), on peut déjà noter que la portée maximale est atteinte pour un tir à 45° (valeur maximale de sin2). 


© On retourne le problème en se demandant comment atteindre une portée x, donnée pour une vitesse initiale 
donnée. On obtient alors l’angle approprié par : 





x 
sin2o = ©? (A) 

0 
Tout d’abord, la valeur absolue d’un sinus étant inférieure à 1, si le point est trop loin, on ne pourra pas 


5 
l’atteindre. Il faut : —-1< 5 . il 


1 
0 2 2 
. me PR r À At at 

Seuls les points qui vérifient l’inégalité c1-dessous peuvent être atteints : Nr 4, = - 


En supposant cette condition vérifiée, l’équation possède deux solutions @& pour une valeur donnée de x,. 
On trouve donc deux valeurs possibles de l’angle, (&.. < &,.) symétriques par rapport à 45°. Cela signifie 
qu’on peut atteindre le point voulu soit par un tir d’angle inférieur à 45° (tir tendu), soit par un tir d’angle 
élevé (tir en cloche). Ce résultat est bien connu des canonniers et des joueurs de tennis ! 





45° 





2 9 
2; 
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On peut aussi remarquer que si on écrit l’équation (A) sous la forme : sin & cos œ = alors si © est la 


solution, cu © l’est aussi. 






Dynamique 





EI Pendule élastique horizontal > énoncé p. 242 


à vide 


l 


CR Per 
O X—/00000000 WE G 


y À Bilan des forces 


X 





en mouvement, 
position quelconque 


= Cadre de travail 


Étude dans le référentiel terrestre hR, considéré galiléen. On utilise la base cartésienne. 
Système S : le solide M accroché au ressort. 

Hypothèses simplificatrices : 

— On néglige les frottements. 

— Le système est en translation rectiligne donc assimilable à un point matériel. 


Outils 
Cinématique : OM = Le, Bilan des forces : mg = —mge, 
w = Le, He) 
ae, Rx = RE, 
Conditions initiales : non précisées 


O = Point de départ 

On applique le TRC au système S de masse constante dans le référentiel galiléen R : 
mi=ZF. =mS+T+R, 

 Moulinette à calcul 
mä=mg-k({-L,)e +R, 

On pose : {—£, = x, donc Ê= x et {=% 

d’où : mä = mg—kxe +R, 

On projette l’équation précédente sur les deux axes : 


. =_—kx (1) 
R,-mg=0 (2) 


De façon prévisible, (1) est l’équation différentielle du mouvement, (2) donne la réaction du support : 


mx + kx = 0 et K,-mg 


Bien comprendre 


Le PED (1c1 à travers le TRC) fournit toujours l’équation différentielle du mouvement. C’est pourquoi 1l est 


important de choisir une base de projection dont l’un des vecteurs est colinéaire au mouvement (ici e, ). 


Les autres projections permettent de calculer les forces de contact, ici la réaction du support. 












Dynamique 


L’équation différentielle s’écrit plus classiquement : 


® ae  lm-{E 


© L’équation (3) est celle d’un oscillateur harmonique dont on connaît la solution : 


x = Acos(@,t)+ Bsin(@,r) = a cos(@,t +@) 


où À et B (ou a et @ selon la forme choisie pour exprimer la solution) sont des constantes d’intégration que 
l’on détermine avec les conditions initiales (ic1 non précisées). 


Le mouvement est donc sinusoïdal (et rectiligne). La période des oscillations vaut : 





Analyse et conclusion 


Ce dispositif reste un modèle. En effet, on peut 1c1 se demander comment le système reste bien en ligne, 
car on imagine facilement que lors de la compression du ressort, ce dernier se torde. Le mouvement devient 
alors assez aléatoire et en tout cas non rectiligne. Pour retrouver le comportement ci-dessus, on peut imagi- 
ner un système sur un rail à soufflerie (pour limiter les frottements au maximum) qui maintient le système 
sur une droite. Même avec ce dispositif 1l est préférable de placer un ressort de chaque côté du système. On 
montre que cet ensemble est équivalent à un seul ressort dont la constante de raideur est la somme de celles 
des deux ressorts. Par ailleurs, même avec une soufflerie, le système réel finira par s’amortir en oscillant 
avec une amplitude décroissante, dans un mouvement pseudo-périodique (voir exercice n° 5). 





Du glaçon à l'iceberg > énoncé p. 243 
O Soit m la masse du glaçon et V son volume, avec V = V, + V, où V, RE  — V, 
et V, sont respectivement le volume émergé et le volume immergé. | | --"-- nn 
À l’équilibre, le glaçon est soumis à son poids et à la poussée d’Ar- V G 
chimède (— poids du volume d’eau déplacé, soit V,) qui se com- c _ 
pensent, soit en négligeant la masse d’air déplacée par le glaçon : pa LA 


HD Pre 0 VE RCQUENS LT OV) 
Lorsque le glaçon fond, toute la masse m devient liquide et occupe 
le volume V, tel que : 


= ii Peer + Vi) - PV = if 

P, P, P. 
Le volume d’eau liquide formé par le glaçon est égal au volume précédemment immergé !! Le niveau de 
l’eau ne changera pas lors de la fonte du glaçon (on ne tient pas compte de l’évaporation en cas de forte 


chaleur, n1 de la quantité d’eau bue par le lecteur..….). 





Glaçon dans un verre 


© Par le même raisonnement qu’au @ et avec les V 
mêmes notations, la masse m' de fluide déplacée 
par l’iceberg est égale à sa propre masse m soit : 

a Y/ — ! — 
m=p;V =m = p,V, 


Modélisation cubique 


Avec le modèle de forme cubique de l’icebersg : ms 
P;a” = Due (a— h;) 


de l’iceberg 








Partie 2 - Mécanique ES 






Dynamique 








5 Pendule élastique vertical > énoncé p. 243 


Bien comprendre 


On rappelle que la force exercée par un ressort est proportionnelle à son allongement, c’est-à-dire à la 
différence entre sa longueur et sa longueur à vide. Un oscillateur libre oscille toujours par rapport à sa 
position d’équilibre, 1l convient de la déterminer préalablement, mais 1l n’est pas nécessaire d’expliciter 
sa valeur, la condition d’équilibre suffit, elle permettra toujours de simplifier l’équation différentielle et 
met en évidence une variable donnant la position par rapport à l’équilibre. Pour le même oscillateur 
horizontal, la position d’équilibre coïncide avec la position à vide du ressort (voir exercice n° 3). 





© Avertissement : La mise en équation de la question @ est identique à celle de la question @ dans laquelle 
on annulerait le coefficient de frottement. On regroupe donc ici la résolution de ces les deux questions. On 
notera que la condition d’équilibre est indépendante de la présence ou de l’absence de frottements. 


Cadre de travail 
Étude dans le référentiel terrestre hR, considéré galiléen. Système : le solide M accroché au ressort. 
Hypothèses simplificatrices : 


— On néglige les frottements dans la question @. On considère des frottements fluides dans la question @. 
— Le système est en translation rectiligne donc assimilable à un point matériel. La base cartésienne est utilisée. 


% Outils 
Cinématique : OM = Le: Bilan des forces : mg =mge, 
ww ={e. LE AE 
GE f =-aù =-œ£e 
à vide à l’équilibre en mouvement 
\ N S 
e? 
= = ee 
1h ce) 
en 0 C2 = 
= nn = 
= 
= ce) NP D 
> Fe) 
coccnnccon bocococncce Ce) > 
Co) 





Le fluide exerce une force 
opposée à la vitesse (donc 
sur le schéma le solide 
descend). Le frottement 
est de type linéaire 
de coefficient «&. 





Point de départ 
On applique le TRC au système S de masse constante dans le référentiel galiléen R : 
mi=XE. =mg+T+f 
À l’équilibre : les frottements et l’accélération sont nuls. 
mg +T +0 soit:  mg-Kk(£, -L4,)e = 0 «+ condition d’équilibre 
En mouvement : 
mä=mg+T+f soit:  mä=mg-k(l{-4,)e -aw 
ma=még-k(l-1,,tl,-{)e -av 


ma=-k({—1,,)8; -aw (où l’on a utilisé la condition d’équilibre) 
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On pose : {—{,, = x, donc Î= à et {= x eton projette l’équation précédente : 
Analyse et conclusion 


En l’absence de frottements (question ©), l’équation différentielle est : 
Soit exactement la même équation que pour le système horizontal (voir exercice n° 2), dont la solution est : 


x = Acos(@,t)+ B sin(@,f) Et donc : X = — AG, cos, ft + B&, cost 


Le mouvement est donc sinusoïdal de période T = 2x. /" = Zi 


© 


0 
Bien comprendre 


Il est toujours aisé de faire apparaître la condition d’équilibre simplificatrice en introduisant artificielle- 


ment la longueur à l’équilibre sous la forme — Léa t Léa dans l’équation différentielle. La variable pertinente 
apparaît alors naturellement. Par ailleurs, dans la solution, la forme choisie 1c1 est toujours plus commode 
pour déterminer les constantes d’intégration. 





© Détermination de À et B selon les conditions initiales : 


a)a=A et 0=B@, solution : X = acos(@,f) 
: VU e ! TT ! Ve; 
b)0=A et —-w = Bo, solution : x=———sin(@,t)=a cos(@,t+) et a = — 
oO, 2 @ 
ü AVE e ASS ! 
c)-b=Ae vw, = Bo, solution : x = —-bcos(@,f) + o ‘in(@t) = a" cos(@, ft + D) 


0 
S1 l’on veut tracer la courbe, 1l est commode de disposer de l’amplitude. Dans le dernier cas, en dévelop- 
pant le dernier cosinus, 1l vient : 
, (te 
a"cosp=-b et a"sing=— 
O 
Soit en élevant au carré et en additionnant les deux expressions, l’amplitude a” du mouvement : 


= æ + b° 


© Si l’on tient compte des frottements on retrouve l’équation différentielle classique de l’oscillateur libre 
amorti (circuit RLC en électricité), qui à trois types de solution selon l’importance de l’amortissement, 
c’est-à-dire 1c1 selon l’importance des frottements (voir outils mathématiques p. 127). 


mX+ox+kx=0 ou: x+2Àx+0@,x=0 avec À=5 et @,= E 
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Résolution : Équation caractéristique _r° +2Ar +@ =0 Discriminant réduit : À’ = À° - 


0 


A" positif A" négatif 
on note ©, = VA on note ©, = VA 


Solutions 
de l’équation 
caractéristique 


Solution x(t) e *(Ach(@ pt) + Bsh(©@ ft) e *(Acos(@ pt) + Bsin(@,f)) 


(expressions | | e “(At+B) 
: —Àt 1 Of r Of —Àt 1 10, 110, 
possibles) é'(Ae”+Be *) e ‘’(A'e " +B'e ?’) 


Allure de x(t) 











Remarque : Le cas réel de ce pendule dans l’air correspond à de faibles frottements fluides, donc à des 
oscillations pseudo-périodiques, ce qu’on observe facilement. 





Tir avec frottement fluide > énoncé p. 243 


© On reprend ici exactement la même position du problème et le même paramétrage que dans l’exercice n° 2, 
en ajoutant simplement une force : 


f=-Av = Aie, —Aÿe, — ie, 
Le théorème de la résultante cinétique (TRC) appliqué au point matériel de masse constante dans le réfé- 
rentiel terrestre considéré galiléen s’écrit : 


Ë ne du + à— : HULL = 
mü = mg + soit:  _m——=mg-ÂÀw US:  ——+ nt = 
| D £ 2 \ = s Le m . dis 1 mr — 
où l’on introduit un paramètre homogène à un temps T = et finalement : da + A = g (ED) 


L’équation (ED) précédente est une équation différentielle du premier ordre, linéaire, à coefficients 
constants et second membre non nul... et vectorielle. La fonction inconnue à déterminer est A: (f). 


Bien comprendre 


On peut aussi exprimer les équations différentielles algébriques par projection de (ED) sur la base car- 
R = 
T 

telles et déterminer x(f), y(r) et z(f) ou plus élégamment (ce qui est fait ensuite) directement (ED). 


. PE: : 
tésienne : X+—=0 ; y+ 
T 


g 3; Zz=0. Pour résoudre, on pourra intégrer ces 3 équations différen- 





© La solution de (ED) s’obtient comme avec une équation algébrique (voir outils mathématiques en début de 
chapitre), en prenant garde aux constantes d’intégration qui doivent être vectorielles : 


AË = AËhom ogène + sol. part. 
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Où A romogène ESt la solution homogène, c’est-à-dire de l’équation différentielle sans second membre etA£ so, part. 
la solution particulière de l’équation complète. On cherche la solution particulière de la même forme que le 
second membre, donc constante (vectorielle). Par analogie avec l’équation habituelle algébrique, on a donc : 


Vo rec où À est une constante d'intégration, et A2 so1. par. = T& 
Finalement la solution générale de l’équation (ED) est : A7 =2 nomogène + V° sol. pan. = Â€ "* + T& 
Àt=0, = d'où: Vo=A+T£g soit:  A=Vo—T£ et finalement : 
ù = (uo-Té)e "+ Tg (D) 
On obtient le vecteur position par intégration directe de l’expression précédente : 
OM=-t(To—1g$)e "+ Tét+B où B est une constante d’intégration. 
Àt=0, OM=0 d'où: O0=-T(wo-T£)+B soit:  B=T(Wo-Tt£) et finalement : 
OM= To -17g)(1-e "")+ Tgt (2) 


On projette maintenant les équations (1) et (2) dans la base cartésienne : 


tIT 






17) 


X =, Cos(œ)e” X=TU, cos (1 —-e 


tÎT 


(DS v<iy=(v,sna+tghe "-17g (2) OM y=t(v,sinaœ+Ææ)(1-e 
z =0 z =0 


—tÎT 


) — Tet 


Le dernier système constitue les équations horaires du mouvement. On constate sans surprise que le mou- 
vement est dans le plan (Oxy), c’est-à-dire le plan formé par les vecteurs w0 et g. 


Bien comprendre 


Le lecteur est invité à vérifier que l’intégration des équations algébriques conduit évidemment au même 
résultat. L’une ou l’autre méthode est valable, la méthode vectorielle est plus rapide, plus élégante mais 
demande une bonne maîtrise des équations différentielles, la méthode algébrique est plus besogneuse et 
lente, mais plus facile. Il importe d’employer celle dans laquelle on se sent à l’aise avant tout, quitte à 
commencer par l’une pour finalement utiliser l’autre lorsqu’on a acquis de l’aisance. 





© L’équation cartésienne de la trajectoire n’a pas une forme classique évidente, son équation, compliquée, 
n’est guère intéressante. Il est plus commode d’étudier l’évolution de chaque coordonnée en fonction du 
temps grâce aux équations horaires. Les résultats sont rassemblés dans le tableau. 


ET SE 
PA ° —tIT . 


æ x tend vers une limite finie, et y vers une limite infinie, la trajectoire présente donc une asymptote 
verticale en x = x, . 
…æ La vitesse suivant (Ox) initialement positive décrofît jusqu’à s’annuler. 
æ La vitesse initialement positive suivant (Oy) décroît jusqu'à une valeur limite v., négative, elle 
passe donc par une valeur nulle (au sommet de la trajectoire). 
> La vitesse tend vers une vitesse limite verticale vers le bas : suivant (Ox), la limite est nulle et suivant 
(Oy) la limite est finie et négative. 
On obtient les courbes en bleu ci-dessous où l’on met en évidence les propriétés de la courbe (asymptotes, 
vitesse limite), puis où l’on effectue une comparaison entre les trajectoires, avec ou sans frottement, tous les 


autres paramètres (masse, vitesse initiale, angle de tir) étant identiques par ailleurs. L’allure de la trajectoire 
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est proche de celle d’un volant de badminton, pour lequel le frottement de l’air n’est pas du tout négligeable 
devant le poids. Le sol limite évidemment la trajectoire. 






Sans frottement 


Avec frottement 


KA Parabole de sûreté > énoncé p. 243 


© Pour une valeur de w, donnée, un point de coordonnées (X, Ÿ) est atteint si ses coordonnées vérifient l’équa- 
tion cartésienne de la trajectoire : 


Xe 
Y =— a + tan(@)X 
2, COS” 


Soit en plaçant tan comme inconnue d’une équation du second degré : 


Il 
—BX*tan/a + Xtana —-(BX°+Y)=0| avec: B=- e et ———=]+tan © 
cos” 


2, 








© Il existe une solution de tir si cette équation a une solution réelle (tan œ pouvant prendre n’importe quelle 
valeur réelle), soit si (X, Y) vérifie : 


A=X°-4BX°(Y+BX°)>0 


© L'espace est donc séparé en deux zones, selon que À est positif (cible possible) ou négatif (objectif impos- 
sible à atteindre). La limite entre les deux est la courbe d’équation : 


X°[1—-4B(Y +BX°)]=0 ÿ 


e e : Parabole 
Soit la courbe d’équation : de sûreté 


_ 1 _ Ry2 


(P) est l’équation d’une parabole, dite de 
sûreté, qui s’étend d’autant plus loin du point 
de tir que vw. est grand. 





EMilelitcte 


Il n’est pas moins difficile de poser un problème que de le résoudre. 
MAX PLANCK (1858-1947) 








Énergie en mécanique 





La notion d'énergie est essentielle et omniprésente en physique, et la conservation de l'énergie en 
est une des lois les plus fondamentales. De très nombreuses formes d'énergie sont utilisées pour 
décrire le fonctionnement des systèmes. On se limite dans ce chapitre à l'étude du point matériel. 
Des grandeurs équivalentes seront définies en mécanique du solide. Les théorèmes énergétiques 
sont des alternatives souvent très commodes aux lois de la dynamique, et l'étude simplement 
qualitative des comportements énergétiques permet souvent d'apporter des informations sur la 
nature des trajectoires des systèmes. Ces notions seront élargies dans le cours de thermodyna- 
mique. Par ailleurs, les enjeux énergétiques sont cruciaux pour le devenir de l'humanité, et les 
choix dans ce domaine devront s'appuyer sur la connaissance des lois physiques. 


ms OUTILS MATHÉMATIQUES x 
= Calcul vectoriel : projection d’un vecteur (voir point méthode p. 237) 
produit scalaire de deux vecteurs : À-B= |A]]B|cos(4, B)= AB, + A,B; + AB, 


OÙ 1, j, k correspondent soit à x, y, z, soit à p, 6, z, soit à r; 6, o selon le système de coordonnées!. 


= Gradient d’une fonction : La définition est implicite, car elle ne donne pas directement une expres- 
sion du gradient. Elle est valable quel que soit le système de coordonnées choisi. L’expression en coor- 
données cartésiennes ne constitue pas une définition du gradient. 
définition pour un point M de l’espace : dU = grad U(M).dOM 
; : —— QU — dU— dU—- 
æ expression en coordonnées cartésiennes : grad U(x,y,z)=—e, +—e + — 


e 
dy  dz 


ox 








OCT ETENTEE 
1. Travail — Puissance 
Définition 


= Le travail élémentaire d’une force f lors d’un déplacement élémentaire dOM de son point d’ap- 
plhication M vaut : 


ôW(f)= f.40M 


= Le travail de la force le long d’un déplacement de A à B de son point d’application vaut donc : 


W, = ['8w(p=["faoM 


= Le travail (ou transfert mécanique) est une grandeur énergétique, son unité est le Joule, symbole J. 





1. Il est évident que À et B doivent être exprimés avec les mêmes vecteurs de base (dans les bases cylindriques et sphé- 
riques, 1ls sont variables), ce qui est le cas dans tous les exercices 1c1. 
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= Le travail est une quantité d’énergie susceptible d’être échangée par le système avec l’extérieur du fait 
du déplacement des forces qui lui sont appliquées. Ce travail peut être moteur (travail positif), le système 
gagne de l’énergie, ou résistant (travail négatif), le système perd de l’énergie. 


= Le travail d’une force dépend généralement du chemin suivi et pas seulement de la position initiale et 
de la position finale. 


= Le travail d’une force dépend du référentiel d’étude. 


= Le travail d’une force constante a été défini en terminale et 1l ne faudrait pas considérer ce cas parti- 
culier comme une définition générale. On déduit en effet facilement de la définition ci-dessus, que si la 


force est constante, alors : W,s À = fonstante AB 


= Le travail n’est pas une fonction de l’état du système, c’est une quantité échangée lors d’un déplace- 
ment. Le travail élémentaire ne se note donc pas avec un d (comme une différentielle), mais avec un à. 


Définition 
= La puissance d’une force " appliquée en un point M animé d’une vitesse 1 vaut : 
PP = FE 


= Le travail et la puissance d’une force sont liés : 


W,D= [Pat où P(f) 


_ôW 
dé 
= La puissance est homogène à une énergie par unité de temps, son unité est le Watt, symbole W. 





= La puissance d’une force dépend du référentiel d’étude. 


% Cas d’une force conservative 






DIS ÉTelhtte)s 


= Une force est dite conservative si son travail entre deux points quelconques ne dépend pas du che- 


min suivi, mais uniquement de la position initiale et de la position finale. 


s Une force constante (en tout point et quel que soit le déplacement) est nécessairement conservative, 
mais une force conservative n’est pas nécessairement constante. 


s Une force constante uniquement sur un trajet (comme par exemple la force de frottement de contact 
solide) n’est pas conservative. 


= Une force non conservative est dite dissipative, comme toutes les forces de frottement. 


= Sont conservatives : les forces gravitationnelles, électrostatiques, élastiques (ressort), de pesanteur. 
2. Différentes formes d'énergie 


Définition 
L'énergie cinétique d’un système est l’énergie qu’il possède du fait de son inertie et de son mouve- 
ment. 


L'énergie cinétique de translation d’un système de masse m et de centre d’inertie G (et donc en 





— 2 1 
particulier celle d’un point matériel) vaut : Æ, =—mw. 
2 


= L'énergie cinétique totale d’un système est la somme des énergies cinétiques dues à ses mouvements 
de translation et de rotation, son expression générale dépasse le cadre du programme. 
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= L'énergie cinétique d’un solide due à sa rotation est définie au chapitre 18. 


= L'énergie cinétique n'existe qu’en présence de mouvement, elle n’est donc pas une forme d’énergie 
stockable. 


Définition 
Le travail d’une force conservative ne dépendant que de la position initiale et de la position finale, on 
peut définir une fonction appelée énergie potentielle de la force de sorte qu’entre 2 points A et B, on ait : 


e B = CS 
Ms ( fconservative) = [' fconservative. OM = E, (A) = E, (B) — AE, 





» L'énergie potentielle est l’énergie susceptible d’être libérée par le déplacement du point d’application 
de la force, elle est donc stockable. 


\ 


s Un système peut être soumis à plusieurs forces conservatives, son énergie potentielle est alors la 
somme des énergies potentielles de chaque force. 


= Des définitions qui précèdent, on tire l’expression suivante qui permet de calculer l’énergie potentielle 
d’une force conservative quelconque : 


E Pp en - JE Dors dOM +constante 





= Inversement on peut calculer l’expression d’une force dont on connaît l’énergie potentielle par : 
f —grad£E, 





po 


= L'énergie potentielle d’une force (conservative) est exprimée uniquement à partir de différences entre 
deux points, son expression est donc définie à une constante près, une référence que l’observateur choisit 
comme 1l veut, généralement de façon à simplifier les calculs en obtenant une constante nulle. 





Définition 


L'énergie mécanique d’un système est la somme de ses énergies cinétique et potentielle : 


E,=E +E, 


” Énergie potentielle de quelques forces courantes 


Expression de la force 


Expression de l’énergie potentielle 


Référence la plus commode 
(annule la constante) 


D EEE EEE ET 








Avertissement : Afin d’alléger les expressions, dans ce qui suit on adoptera les notations suivantes. 


L'énergie potentielle totale : E, = > E »(,) (les forces concernées sont nécessairement conservatives.) 


La somme des travaux de toutes les forces : W(f) = > W(f) 
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La somme des travaux de forces conservatives : W(f.)= D W(fc) 


L 


La somme des travaux de forces non conservatives : W(f\e) = > W(fxe) 


u 
Des notations équivalentes seront utilisées sur des déplacements élémentaires ou entre deux points iden- 
tifiés ainsi que dans les expressions des puissances des forces. 


1. Théorème de l'énergie cinétique — de la puissance cinétique 


L'énergie cinétique d’un point matériel de masse m constante, animé d’une vitesse 1 dans un référentiel 








- 1 E _- 
galiléen, soumis à une résultante de forces f est: Ec = LUS = 0 MN 
dE, 1  ,_ du du du _ = 
érivation : = ma + y)= mn = fax = P 
soit par dérivation : dt 2 ( 4 de ) 4 s (f) (TPC) 
d£Ee _; - >: dOM 
et : Cfa ff, 
dé f f dé 
d’où : dE, = f.dOM = ôW(f) 
et par intégration : AË, = E(B)- E.(A)= W,_{f) (TEC) 
Énoncés 


z Théorème de l’énergie cinétique (TEC) : dans un référentiel galiléen la variation de l’énergie 
cinétique d’un point matériel est égale à la somme des travaux de toutes les forces lors du déplace- 
ment : 


æ cas d’un déplacement élémentaire : dE, = ôW(f) 


æ cas d’un déplacement macroscopique : AE = W(f) 


æ soit sur un déplacement de À à B : E.(B)-E,.(A)=W, ,(f) 
z Théorème de la puissance cinétique (TPC) : dans un référentiel galiléen, la dérivée de l’énergie 


dE — 
7) 


cinétique est égale à la somme des puissances de toutes les forces : 
dé 





= La démonstration ci-dessus des théorèmes énergétiques s’appuie sur le théorème de la résultante 
cinétique (donc le PFD) utilisé à la deuxième ligne de la démonstration. En conséquence, les conditions 
d’application des théorèmes sont les mêmes, en particulier la nécessité d’un référentiel galiléen. 


= Le théorème de l’énergie cinétique est la forme intégrale du théorème de la puissance cinétique. 
2. Théorème de l'énergie mécanique 


Énoncé 
z Théorème de l’énergie mécanique (TEM) : dans un référentiel galiléen, la variation d’énergie 
mécanique d’un point matériel est la somme des travaux des forces non conservatives : 


AE, = W(fxe) ou dE, = SW(f\e) 


Soit sur un chemin AB : E,(B)-E,(A)=W, ; (0) 


= Dans un référentiel galiléen, l’énergie mécanique d’un point matériel soumis uniquement à des forces 
conservatives ou qui ne travaillent pas est constante (sa variation est nulle sur tout déplacement). 
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En utilisant la définition de l’énergie mécanique puis en appliquant le théorème de l’énergie cinétique et 
la définition de l’énergie potentielle, on démontre aisément le théorème de l’énergie mécanique : 


AE, = AE, +AE, =W(f)-W(f.)=W(fre) 


= Tous ces théorèmes énergétiques traduisent, sous des formes diverses, la conservation de l’énergie. 


Rs POINT MÉTHODE ms 
Résoudre un problème de mécanique à l’aide d’un théorème énergétique 


= L'ensemble de la méthode de résolution décrite p. 236 reste valable si l’on utilise une loi énergétique 
pour la résolution d’un problème de mécanique. 


= Lorsque l’énoncé demande une vitesse, 1l est souvent plus efficace d’utiliser un théorème énergétique. 


= Les théorèmes énergétiques conduisent à des équations différentielles d’ordre 1, théoriquement plus 
faciles à intégrer que les équations d’ordre 2 obtenues par le PFD. En pratique, 1l n’est pas rare qu’on 
dérive les équations du premier ordre en équations du second ordre pour faciliter la résolution. 


= Les théorèmes énergétiques ne font pas apparaître les forces qui ne travaillent pas, ce qui permet sou- 
vent d’obtenir l’équation différentielle qui régit le mouvement plus rapidement qu’avec le PFD. On ne 
pourra pas cependant se passer du PFD, lorsque ces forces sont à déterminer. 





[TT Équilibre d'un système à un degré de liberté 


1. Condition d'équilibre 








Définition 
Un système est à l’équilibre s’il est immobile dans le référentiel d’étude. Pour un point matériel, cela 
se traduit par une vitesse et une accélération nulles, donc : f = 0. 


Définition 


Un système est à un degré de liberté si l’évolution d’une seule variable (en fonction du temps) suffit 


à décrire son mouvement. 


Un solide assimilable à un point matériel fixé à un ressort (variable x(f)), une perle enfilée sur un anneau 
circulaire (variable 6(t)) sont des exemples de systèmes à un seul degré de liberté. 


Pour comprendre les propriétés des équilibres, on décrira le système par un mouvement rectiligne sur 
un axe d’abscisse x, soumis à une résultante de forces conservative, qui ne dépend que de x et dirigée 


suivant l’axe du mouvement. La résultante des forces s’écrit alors É 1 (x)e, et la définition de l’énergie 


potentielle f=-grad£, conduisent à: f(x) =- _. 0) 





En exercice, on généralisera le résultat à des cas plus complexes, en transposant ce qui suit sur une tra- 
jectoire non rectiligne, avec une variable différente et une résultante de force tangente à la trajectoire. 


Avertissement : Dans tout ce qui suit, on utilise exceptionnellement et pour alléger la notation familière 
en mathématique ” pour la dérivée et ” pour la dérivée seconde par rapport à x, la variable de description 
du système à un degré de liberté. Par ailleurs on notera x, une position d'équilibre plus habituelle que 
x, dans les développements limités. 
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HEUILELS 
= À l'équilibre, la résultante des forces est nulle : (x) = 0 





= À l'équilibre l’énergie potentielle passe par un extremum, car sa dérivée est nulle : E' PX) = 0 


2. Stabilité de l'équilibre 





Définitions 





Un équilibre est dit stable si le point matériel écarté « légèrement » de cette position y revient spon- 
tanément. Inversement, si l’écart du point le conduit à s’éloigner de la position d’équilibre, alors cette 


dernière est instable. 


= Le point matériel revient à l’équilibre ou s’en écarte, du fait de la résultante des forces qu’il subit hors 
équilibre. 
= Le point revient à l’équihibre stable généralement en oscillant autour de cette position. 
m « légèrement » signifie sur des variations petites de la variable de description (ici x) au regard des 
grandeurs caractéristiques du système. 

Comportement à proximité de l'équilibre 


Pour étudier la stabilité, on effectue un développement limité au premier ordre de la valeur algébrique de 
la force En X» la position d'équilibre, développement justifié par l’étude d’un « léger » écart par rapport 
à l'équilibre (x — x 1 x,). On écrit alors (voir p. 265) : 


J(x) = OETES =(x—x)f (x) car f{x,) = 0 


On obtient alors deux situations possibles, selon le signe de la dérivée de la force en x,. 


1* cas : Si f’(x,) > 0, les forces tendent à éloigner le point de sa position d’équilibre, 
f'(&,) > 0 = L'équilibre est INSTABLE. 


fx 4) 





2" cas : Si f’(x,) < 0, les forces tendent à ramener le point vers sa position d’équilibre, 
f'(x,) <0 = L'équilibre est STABLE. 
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Or la dérivée de la force est l’opposée de la dérivée seconde de l’énergie potentielle : 
fO)=-E,Q) =  f(x)=-E, (x) 


et le signe de la dérivée seconde d’une fonction (dérivée de la dérivée) indique le sens de variation de la 
dérivée de la fonction. Une dérivée seconde positive indique une dérivée croissante, donc une tangente 
dont la pente augmente autour du point considéré (passage par un minimum). Inversement, une dérivée 
seconde négative indique une dérivée décroissante, donc une tangente dont la pente diminue autour du 
point considéré (passage par un maximum), ce que résument le schéma et le tableau ci-dessous : 


EXTREMA 
tangente horizontale 


| ; Ù 
MAXIMUM Ep'(x1) = 0 Ep'(x2) = 0 


La pente de la 
tangente diminue 


"(+ 
ROUE MINIMUM 


La pente de la 
tangente augmente 
Ep”(x)) > 0 


Allure de la fonction E,(x) 


x ÿ X2 
position d’équilibre instable position d’équilibre stable 


Pente de la tangente autour 
de l’équilibre 


Variation de E’(x) = — f(x) 
D OS RE 


Ep"(x) =-f"x) 





En résumé 


CE ER EC 
| ÉQUILIBREENX, | extremum en ES 


STABLE | minimum | 0 | + | rames, | 0) 
INSTABLE maxime | 0] 7 Gvigmeaes, | 0 | + 


3. Notion de barrière et de puits de potentiel 





L'énergie cinétique d’un point matériel est nécessairement positive. L'énergie mécanique est la somme 
des énergies potentielle et cinétique, elle est donc nécessairement supérieure à l’énergie potentielle : 
E =E .+E, et E.20 it E >E, 

Un système soumis uniquement à des forces conservatives a une énergie mécanique constante. Si l’on 
trace sur un même graphe la courbe E,(x) et l’énergie mécanique (qui est une droite horizontale), la 
condition précédente impose que les seules positions acceptables du système correspondent aux cas où 
la droite est au-dessus de la courbe. En fonction de sa position initiale, seuls certains domaines restent 
accessibles à la particule : 


partagelivr 
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E (x) Barrières de potentiel 47 Positions possibles É,, 2E, 
p 


Le Z122, Positions impossibles E,, <E, 
E TN 


m 







Puits de potentiel 


#1 #2 X3 
état lié état libre 
le système est piégé entre deux positions. le système peut aller vers l’infini. 


Définitions 
= Puits de potentiel : Si le point est initialement entre x, et x,, alors son énergie totale ne lui permet 


que d’évoluer entre ces deux positions. Le système est « piégé » dans un puits de potentiel, on dit 
qu'il est dans un état lié. 


= Barrière de potentiel : Si le point est initialement entre x, et x,, il ne peut franchir les barrières de 
potentiel situées en ces points. 


= Si le point est initialement entre x, et l'infini, il peut évoluer de x, à une position de plus en plus 
éloignée. Un système dans cette situation est dans un état libre (ou de diffusion). 





N. B. : En x, se trouve aussi une barrière de potentiel, empêchant le système initialement au-delà de x, 
d’évoluer vers des positions inférieures. 


= Une barrière de potentiel ne peut être franchie en mécanique classique que si l’on apporte au système 
une énergie supplémentaire, suffisante pour que son énergie mécanique deviennent supérieure au som- 
met de la barrière. En mécanique quantique, l’effet tunnel permet de franchir ce genre de barrière. 


Mouvement dans un puits 


Le minimum d’un puits de potentiel est une position d'équilibre stable. S1 le point est légèrement écarté 
de cette position, on peut lui appliquer le TRC : 


ma = f soit par projection mX = f(x) 


Soit, avec le développement limité de la force vu ci-dessus, dans lequel on a vu que f'(x,) est négatif 
(position stable) : 


mi = (x x,)f" x) 


sa . (x 
d’où : X + © X =0 avec X=x-x et O, = I" 0) 
m 


= Cette équation différentielle est celle de l’oscillateur harmonique, le point oscille donc sinusoïdale- 
ment autour de l’équilibre, l’amplitude des oscillations étant d’autant plus grande que l’on a éloigné le 
point de l’équilibre. 

= L’équation différentielle obtenue c1-dessus n’est qu’une approximation au premier ordre, en réalité des 
effets non linéaires sont susceptibles d’intervenir aux ordres supérieurs et les oscillations ne seront pas 
strictement sinusoïdales. 
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Questions de cours 

s Travail d’une force : définition (déplacement élémentaire, déplacement quelconque), signe du travail. 
Cas particulier d’une force constante, cas d’une force conservative. Puissance d’une force, définition. 

s Différentes formes d’énergie en mécanique : définitions, expressions, propriétés. 

s Théorèmes de l’énergie cinétique et de la puissance cinétique, énoncés, démonstration. 

sm Théorème de l’énergie mécanique, énoncé, démonstration. 

= Conditions d'équilibre d’un point matériel, conditions de stabilité de l’équilibre (un degré de liberté). 

= Montrer comment la courbe d’énergie potentielle permet de déterminer les positions d’équilibre et leur 
stabilité pour un système à un degré de liberté. 

= Montrer qu’un point dans un puits de potentiel décrit des mouvements d’oscillations harmoniques en 
première approximation. 


= État libre, état lié d’une particule : définitions, détermination à l’aide de l’énergie potentielle. 


Erreurs à éviter 


m Le travail n’est généralement pas le produit scalaire de la force par le déplacement (cas particulier 
d’une force constante), formule qui ne servira en aucun cas à définir le travail. 


= Toute la mise en place d’une résolution (référentiel, système, forces...) est souvent omise sous prétexte 
que l’on utilise un théorème énergétique, ce qui est une erreur. La même rigueur est nécessaire. 


# On ne doit pas dire « je choisis une constante nulle pour l’énergie potentielle ». On choisit une valeur 
de référence de l’énergie potentielle qui détermine la valeur de la constante (souvent pour qu’elle soit 
nulle, mais pas nécessairement, voir exercice n° 5 p. 267 par exemple). 


= L'énergie potentielle est indépendante de la trajectoire pour calculer E,, le déplacement élémentaire 
dOM doit être exprimé sous sa forme générale, 1l ne faut surtout pas se ns dans un cas particulier 
de mouvement ou de trajectoire. 


s Le signe de l’énergie potentielle de pesanteur est lié au sens choisi pour l’axe vertical (Oz). S’il est 
vers le haut Ep = mgz (choix ici) et Ep = -mgz si l’axe est vers le bas. 


Quelques « trucs » utiles 
s La définition de l’énergie potentielle provient du travail de la force conservative, mais cette étape n’est 


plus nécessaire ensuite pour déterminer l’énergie potentielle. L'expression FE, (f) =— Î f.dOM +C peut 
être utilisée directement pour calculer rapidement l’énergie potentielle d’une force. Attention à ne pas 
oublier la constante ! 


s L'étude de l’équilibre peut se faire soit à partir de l’expression de l’énergie potentielle, soit à partir de 
l'expression de la résultante des forces selon la direction du mouvement. Si cette dernière est acces- 
sible, inutile de passer par l’énergie potentielle, l’étude de f (équilibre) et f” (stabilité) suffit. L'énergie 
potentielle est déterminée en intégrant la force, puis l’équilibre en dérivant une fois, la stabilité en 
dérivant deux fois, donc finalement en intégrant pour dériver ensuite, ce qui est inutile. On privilégiera 
l’utilisation de l’énergie lorsque l’énoncé amène à la déterminer, souvent l’étude de l’équilibre à l’aide 
de la force est cependant plus rapide. 


# Lorsqu'on écrit un développement limité en physique, on fixe toujours l’ordre auquel on se limite et on 
néglige tous les termes d’ordre supérieur, raison pour laquelle on n’écrit pas le «o» en fin de somme. 
Ainsi on écrit par exemple au premier ordre : 


JG) = JXx,) + (x — x )f” (x,) et (l+E) =l+ne 
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EXERCICES BR 


Conseils 


Les théorèmes énergétiques sont des alternatives aux théorèmes de la résultante cinétique et du 
moment cinétique. L'exercice n° 2 met en évidence cette situation. On profitera de ces exercices 


pour vérifier que l’on sait présenter avec rigueur un exercice de mécanique, selon la méthode déjà 
mise en pratique au chapitre précédent. 





El Skieur * — corrigé p. 268 


Un skieur de masse m = 75 kg, assimilable à un point matériel, glisse en ligne droite sur une pente recti- 
ligne verglacée (piste de vitesse dite de kilomètre lancé), sur une dénivellation h = 500 m, la pente étant 
de 30%. Parti sans vitesse initiale du point O, il arrive en A avec une vitesse 

A.N. : on pourra prendre g = 10 m.s ?. 


© Exprimer, puis calculer v.,, dans l’hypothèse de frottements négligeables. 


© En réalité, le skieur arrive avec une vitesse de 220 km/h. en déduire la valeur de la force de frottement 
exercée par la piste, dans l’hypothèse où elle est constante pendant tout le mouvement. Quelle force, 
sans doute importante, a-t-elle été négligée 1c1 ? 


FA Utiliser les théorèmes énergétiques * > corrigé p. 269 


© Reprendre l’énoncé de l’exercice n° 1 p. 242 et établir l’équation différentielle du mouvement à l’aide 
du théorème de l’énergie mécanique. 


© Reprendre l’énoncé de l’exercice n° 3 p. 242 et établir l’équation différentielle du mouvement à l’aide 
du théorème de l’énergie mécanique, puis à l’aide du théorème de la puissance cinétique. 


© Reprendre l’énoncé de l’exercice n° 5 p. 243 dans le cas où le système est soumis à un frottement 
fluide et établir l’équation différentielle du mouvement à l’aide du théorème de la puissance cinétique. 


Conclusion : quel est l’intérêt des théorèmes énergétiques ? Quelle est leur limite ? 


El Looping réussi ? % % > corrigé p. 270 


Un objet assimilable à un point matériel glisse sans frotte- 
ment le long d’une rampe pour aller ensuite dans une gout- 
üère circulaire de rayon À. On le lâche sans vitesse initiale 
d’un point A situé à une hauteur h, du niveau le plus bas 
de la gouttière B. Le repérage de la position du point sur la 
gouttière est indiqué sur le schéma. 


© Déterminer l’expression de la vitesse de l’objet en un point 
M quelconque de la gouttière. On pourra se contenter 
d’une expression reliant la vitesse angulaire à l’angle 0. 





© À partir de quelle valeur À , = h, l’objet peut-il effectuer 
un looping réussi ? 
© En dessous de quelle valeur h, = h, l’objet effectue-t-il des oscillations dans la gouttière ? 


@ Que se passe-t-il si la valeur de h, est comprise entre h, et h, ? 
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E Pendule rigide * * — corrigé p. 271 


Un pendule rigide, formé d’une tige de masse négligeable et d’une masselotte de masse m, est mobile à 

l’aide d’une liaison parfaite (pas de frottements) autour d’un axe horizontal. 

© À l’aide du théorème de l’énergie mécanique, établir l’équation différentielle du mouvement de la 
masselotte. 

© Le système est à un seul degré de liberté : préciser la variable pertinente et la direction du mouvement. 
En déduire l’expression de la composante de la force dans la direction du mouvement. 

© Déterminer les positions d’équilibre et étudier leur stabilité à l’aide de l’expression obtenue à la 
question précédente. Schématiser ces positions et la résultante des forces qui s’applique au système 
lorsqu'on l’écarte légèrement de l’équilibre. Ces schémas confirment-ils les résultats précédents ? 


© Tracer la courbe d’énergie potentielle du système et retrouver les résultats précédents. 


pol Ressort assujetti à une tige (d'après CCP TSI 2000 )* * * > corrigé p. 272 


On s'intéresse au système mécanique suivant : un point matériel M de masse m est fixé à l’extrémité d’un 
ressort de longueur à vide /, et de raideur k. La masse m peut coulisser sans frottement horizontalement 
sur une tige. On repère la position de M sur la tige par son abscisse x, O étant situé à la verticale du point 
d’attache R du ressort. La distance entre la tige et le point d’attache est OR = £. 


© Déterminer qualitativement les positions d’équilibre du système, ainsi que leur stabilité, selon que 
HERO 


© Exprimer l’énergie potentielle élastique de M dans une position quelconque en fonction de x, /, /, et 
k. On choisira E, (x = 0) = 0. 

© Déterminer par le calcul les abscisses des positions d’équilibre et la stabilité de chacune, selon que 
{<{, ou £{ > {,. Comparer avec la question @. 


© Tracer sur un même graphe la courbe donnant les abscisses des positions d’équilibres en fonction de /. 
Tracer avec des couleurs différentes la courbe des positions stables et celle des positions instables. 


y 


y 
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4 Skieur > énoncé p. 266 


O = Cadre de travail 
Le système est le skieur dont on étudie le mouvement dans le référentiel terrestre À supposé galiléen, 
qu’on matérialise par un système d’axes, dont l’un suivant la ligne de plus grande pente (direction du 
mouvement). On utilise la base cartésienne. 





Hypothèses simplificatrices : 


— On néglige d’abord les frottements, donc la réaction 
du sol est normale au support. 


— On assimile le skieur à un point matériel”. 


= Outils h 
Cinématique : OM=xe = ie. 
Bilan des forces : R = 1e, 





mg = mgsin 0€; —mgcos 0€, 
Conditions initiales : système en O sans vitesse initiale. 


Point de départ 
On applique le théorème de l’énergie cinétique entre O et A dans le référentiel À : 
AE. =E(A)-E(O)=W,,(mg)+W,,(R) 


= Moulinette à calcul 


La réaction reste toujours orthogonale au déplacement, son travail est donc nul, et le poids est une force 
constante, d’où : 


— | . : h 
Emi -hmus = mg. OA soit +mvwi =mgLsin®œ avec tee 21020 (soit à = 17°) 


D'où : |&, =/2gLsin@ = ,/2gh =100 m.s "= 360 km/h 


On pourrait aussi utiliser le théorème de l'énergie mécanique : E (A) = E (0) 





© La présence de frottements conduit à tenir compte d’une force supplémentaire f à déterminer. Le théo- 
rème de l’énergie cinétique s’écrit : 


AE: = EQ(A)-E.(O) = Wen) enr (R)+W,,(f) 


. 2 = 0 DS 
Soit: +mu, =mgLsinœ-fL d’où 





Analyse et conclusion 


Dans ce mouvement, l’énergie potentielle de pesanteur est convertie en énergie cinétique. La vitesse 
atteinte avec frottements est (sans surprise) inférieure à celle du mouvement sans frottement, le travail du 
frottement est résistant. À cette vitesse les frottements de l’air ne sont pas négligeables et la force de 
frottement du sol est certainement plus faible. (pour information : Le record est de plus de 250 km/h !) 


2. Une brève expérience sur des skis suffit à comprendre que cette simplification ne correspond pas à une situation réelle 
dans laquelle les moments des forces, la mise en rotation du système (et sa déformabilité !) rendent le mouvement réel 
beaucoup plus complexe que dans cet exercice académique. 
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PA Utiliser les théorèmes énergétiques > énoncé p. 266 


Les parties « cadre de travail » et « outils » déjà indiquées dans le chapitre précédent ne sont pas reprises. 


© Pendule simple (position du problème p. 244) : on détermine l’expression 
des énergies utiles : 


E_ =imu" = Lm(L0Y 
E, = mgz, +cste = mg{(1—cosô) où l’on choisit E,(A) = 0 
Point de départ 
On applique le théorème de l’énergie mécanique (référentiel R galiléen) 
au système $, le poids est conservatif et la tension ne travaille pas, d’où : 
E, =E,+E, = constante 
 Moulinette à calcul 


1 ml°0° + mgË(l—cos0) = cste 


En dérivant l’expression précédente par rapport au temps, 1l vient : 
m{?00 + mgL0 sin 0 = 0 


Soit en simplifiant : /0+ gsin0 =0, puis {0+g0=0 pour les petites 
oscillations. On retrouve la même équation différentielle que p. 245. 





© Pendule élastique horizontal (position du problème p. 250) : On peut utiliser le même changement de 
variable x = { — {, dès le début ou à la fin lorsqu'on obtient l'équation différentielle. On détermine l’ex- 
pression des énergies utiles : 


ait Enr 
E,=;mv =;ml 


E = |-K(4-0,)e dOM+C= | k-4)de+C=LkU 2 +0 


P, élastique 


On choisit E ({=4,)=0, soit C = 0. 


P, élastique 
> 7 . . . » . . 
L'énergie potentielle de pesanteur ne varie pas, le mouvement étant horizontal, on choisit donc de placer 


la référence de l’énergie potentielle de pesanteur dans le plan du mouvement, elle est donc nulle pendant 
tout le mouvement et l’énergie potentielle totale se limite à l’expression ci-dessus. 


Point de départ (TPC) Point de départ (TEM) 
On applique le théorème de la puissance ciné- On applique le théorème de l’énergie mécanique (réfé- 
tique (référentiel À galiléen) au système S, rentiel À galiléen) au système S, la force élastique est 
d’où : conservative et la réaction et le poids ne travaillent 
dE RD ADR D 0 20 pas, d’où : 
dt = F4 Lmg)+ TEE G E,=E.+E, = constante 
 Moulinette à calcul  Moulinette à calcul 
méi=-k({—1{,)e le. Lmb? +Lk({— 4 Ÿ =cste 
Soit : mÉl+kP({— 7) En dérivant par rapport au temps, il vient : 
Soit en simplifiant: m£+k({—£,)=0, la m£ê+kÊ(L-L,)=0 


même équation différentielle que précédem- = 
ment i é Soit en simplifiant : Im{+k({—41,)=0 
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© Pendule élastique vertical avec frottement (position du problème p. 252) 


£ . . vie , — À 2 1 "2 
Energie cinétique : |E, = mn = 5m 


On applique le théorème de la puissance cinétique (référentiel h,, galiléen) au système $S, d’où : 

dE Re nn 

= Per) + Pme) + PP) =T 5 + m8 5 ont 

[ 

ml =-k(t- pes Le +mge, le. —ale. le. 
Soit: ml=-k(l 1 re 02 après simplification par l qui n’est pas identiquement nul. 
Là encore pour obtenir l’équation différentielle la plus pertinente, 1l faut la condition d’équilibre. En ce 
point, en l’absence de mouvement, les théorèmes énergétiques sont inopérants. Il faut théoriquement uti- 
hser le TRC pour obtenir la condition d'équilibre. Cependant l’équation différentielle obtenue ci-dessus 
n'étant autre que le TRC, on peut l’utiliser pour obtenir la condition d’équilibre en prenant une valeur nulle 


pour / et /, puis, comme dans le chapitre précédent, utiliser cette condition dans l’équation précédente 
à l’aide du changement de variable x = 4 — Le On obtient alors l’équation classique mi + ou + kx = 0] 


Bien comprendre 


Conclusion : Les théorèmes énergétiques sont très commodes pour obtenir rapidement une équation dif- 
férentielle ou une vitesse en un point particulier de la trajectoire. Les forces qui ne travaillent pas n’inter- 
viennent pas dans la mise en équation, qui est donc plus simple. Néanmoins, ils ne permettent pas toujours 
de résoudre complètement le problème, en particulier quand certaines forces utiles ne travaillent pas, quand 
le système n’est pas en mouvement... Par ailleurs ils ne permettent pas non plus de déterminer les réactions 
des supports ou les tensions des fils. Notons qu’on peut toujours simplifier l’équation différentielle par £ 
ou à ou Ô qui n’est pas identiquement nul (solution triviale sans intérêt). 


El Looping réussi ? > énoncé p. 266 


© On travaille dans le référentiel terrestre supposé galiléen, le système est l’objet assimilé à un point matériel. 
On utilise les coordonnées polaires (proposées par l’énoncé) dans la gouttière pour exprimer les vecteurs 
cinématiques et l’énergie cinétique en M : 
OM=Re, ; = Rôe, no = -RÔ?e + Rôe, D = = ee 
En utilisant le théorème de l’énergie cinétique (ce choix de théorème s'impose puisqu'on cherche une 
vitesse) entre le point de départ A et la position M quelconque, le point n’étant soumis qu’à son poids et à 
la réaction du support (qui est nécessairement dirigée vers l’intérieur du cercle) : 
E-(M)-E-(A)=Wn(mg)+Wu(N) = imR°6° -0=mg(h, -h,)+0 
car, en l’absence de frottements, la réaction est normale au déplacement et donc ne travaille pas. 


R°6° = 2g[h, - R(1-cos0)] (1) 





© Le looping est réussi si le point reste en contact avec la gouttière pendant tout son trajet, donc à condition 
que la réaction ne s’annule pas. Or seul le PFD permet de déterminer la réaction, puisqu'elle ne travaille pas : 

-mRO” =mgcosO-N (2) 

mRÔ = -mg sin 0 (3) 

On remarque sans surprise que l’équation différentielle du mouvement (3) pourrait aussi être obtenue en 

dérivant le TEC (1). L’équation (2) permet d’exprimer la réaction de la gouttière : 


mä = mg + N soit par projection dans la base polaire : 


: He h 
N = mg cos0 + mR0° | = RO ses 2; 


L'expression précédente est minimale en 0 = x (c’est-à-dire évidemment en haut du cercle, au point D), il 
suffit donc que N reste positive et ne s’annule pas en cette position pour réussir le looping : 
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N(O = x) >0 soit @“E-3-2)>0 finalement h,>2R=h, 


Il ne suffit pas que la vitesse ne s’annule pas pour que le looping soit réussi ! Pour le comprendre, suppo- 
sons que l’on impose seulement que la vitesse ne s’annule pas (dans ce cas il suffit que la hauteur h, soit 
supérieure à 2R), alors, c’est au point le plus haut que la limite d’une vitesse nulle est atteinte. Il est facile 
de comprendre qu’arriver en haut de la gouttière avec une vitesse nulle entraîne une chute verticale ! En 
réalité, avec cette limite, la réaction s’annule bien avant (en 6 tel que cosO = —2/3). 


Bien comprendre 


On retiendra que le contact entre un système et son support cesse, quand la réaction normale du support 
de ce dernier sur le système s’annule. 





© Pour que le système effectue des oscillations, il doit rester en contact avec la gouttière. Donc il faut que 
lorsque la vitesse s’annule, 1l rebrousse chemin en restant en contact avec la gouttière, c’est-à dire que la 
réaction ne doit pas s’annuler. Pour une valeur quelconque de h,, la vitesse s’annule en 6, et la réaction 
en 6, tels que : 


2 h 
cos, =1- "4 et So — 


La fonction cosinus étant décroissante entre 0 et x. la vitesse s’annule avant la réaction si : 


cos®, >cos®,, soitsi : |h, <R=h, 


On vérifie facilement que si h, < K, la vitesse s’annule avant la réaction, permettant les oscillations. Dans 
le cas contraire, la réaction s’annule avant la vitesse, ce qu1 conforte le raisonnement de la question précé- 
dente. (Lorsque h, = R = h,, on est dans le cas limite où vitesse et réaction s’annulent en €, les oscillations 
sont encore possibles.) 


© Si la hauteur h, est comprise dans l'intervalle [h,, h,], alors le système n’a pas assez d’énergie pour effec- 
tuer le looping, mais suffisamment pour dépasser la position 0 = x/2. Dans ce cas il remonte sur la gouttière 
entre C et D, mais la réaction s’annule en un point P (alors que la vitesse est toujours non nulle), avant 
d'atteindre le sommet et le système tombe alors selon une trajectoire parabolique (soumis uniquement 
à son poids) dont la vitesse initiale est tangente au cercle en P. 


E1 Pendule rigide > énoncé p. 267 


O = Cadre de travail 
Étude dans le référentiel terrestre R, considéré galiléen du système masselotte au bout de la tige. 


Hypothèses simplificatrices : la masse de la tige est négligeable et la masselotte est assimilée à un point 
matériel. Le schéma est identique à celui du pendule simple p. 269. 


” Outils 
Cinématique : OM = Le, Bilan des forces : mg = mgcos6e, —mgsinôe, 
wi = (ôe, T=-Te. 
Expression des énergies utiles : 
E. =imu =Im({ôY ; E, =mgez, +C=mg{(1-cos@) où l’on a choisi E,(A)=0 
Point de départ 


On applique le théorème de l’énergie mécanique (référentiel À galiléen) au système S, le poids est conser- 
vatif et la tension ne travaille pas, d’où : 


E,=E,.+E,=cste 
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= Moulinette à calcul 


00 20? + mgl(1 —cos0) = cste En dérivant, 1l vient : mt°00 + mg Osin0 =0 


Soit en simplifiant | {0 + g sin 0 = 0 | dans laquelle on ne fait pas d’approximation sur l’angle puisqu’on va 


étudier toutes les possibilités de position (cette équation s'obtient encore plus rapidement par le TRC). 


@% Analyse et conclusion 
L'ensemble du mouvement peut être décrit à l’aide de la seule variable 6, il s’agit donc d’un mouvement 
à un seul degré de liberté. Le déplacement se fait dans la direction du vecteur e. La composante de force 
pertinente pour l’étude de l’équilibre est donc celle suivant e, : f(0)=-mgsin0 


© Positions d’équilibre : f(0)=-—-mgsin0 = 0 soit  0=0ou0=7x 
Stabilité : 1(0)= “ = —-mgcosO d’où : f'(0 = 0) = -mg < 0 et _f'(0=7x) = mg>0 


La position d’équilibre basse en 0 = 0 est stable tandis que la position haute en 0 = x est instable. 
Ce résultat est tout à fait intuitif et se vérifie aisément sur un schéma où l’on représente les forces qui 
s’exercent lorsqu'on écarte le système de l’équilibre (ci-dessous). 


© La courbe d’énergie potentielle donne les mêmes résultats, en effet la fonction E,,(0) = mg{£(1—cos@) passe 
par un minimum en 0 (E,(0) = 0) et par un maximum en x (E,(x) = 2mgt). On retrouve ensuite l’alternance 
des positions stables (multiples pairs de x) en bas et instables en haut (multiples impairs de x), lorsque 
le système effectue plusieurs tours dans un sens ou un autre. 


0 [N Ep 


O=7 7 De Max: 
instable / \ as 
/ \ \ 


instable 









| | réaction 
\ | poids 
/ 


\ Minima 


/ 
0:=0 à ù = T “0 ÿ 
able = stable 
LU —2T —T 0 T 27 (] 
Position d'équilibre et stabilité Courbe d'énergie potentielle 


Bien comprendre 


Dans cet exemple on voit facilement que l’étude de la force permet rapidement d’étudier l’équilibre. 
On constate sans surprise que la dérivée de l’énergie potentielle suivant 0 est l’opposé de la force (au 
facteur £ près). 


5 Ressort assujetti à une tige — énoncé p. 267 


© On étudie la masse m dans le référentiel terrestre supposé galiléen. Elle se déplace uniquement sur l’axe 
horizontal, son mouvement est à un seul degré de liberté x. Elle est soumise à 3 forces : son poids vertical 
vers le bas, la réaction du support qui, en l’absence de frottement, est verticale (orthogonale au déplace- 
ment), la force de rappel du ressort qui est dans l’alignement du ressort, vers le ressort si celui-c1 est tendu 
(de longueur supérieure à £,) et en sens contraire si le ressort est comprimé (longueur inférieure à /,). 

N. B. : La réaction peut être vers le haut ou vers le bas, selon l'importance de la force de rappel par rapport 

au poids du système. Sur les schémas elle est représentée vers le haut, les conclusions ne changent pas dans 

le cas contraire. 
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Le système ne peut être à l’équilibre que dans des positions qui permettent une résultante de forces nulle. 
On voit clairement sur le schéma 1 que seules deux possibilités sont à considérer : la force de rappel est 
verticale ou la force de rappel est nulle. Dans tous les autres cas la force de rappel ne peut être compensée 
par les autres forces qui sont toutes verticales. 


Schéma 1 : Forces qui s'exercent sur Schéma 2 : Effet de la force lorsqu'on écarte la masse 
la masse selon la situation du ressort de l'équilibre, seule la composante horizontale agit 
sur le mouvement (les autres forces ne sont pas représentées, 
elles n'influent pas sur le mouvement) 


cas£{> {0 


Si le ressort Si le ressort 
est comprimé est étiré cas { < £p 


poids ie pd D ed 
stable instable stable 


force élastique 
réaction de la tige V4 Fi \ 
4 Te 





Cas où £ > £, : le ressort est toujours tendu et la force de rappel ne peut jamais s’annuler, donc la seule 
position d’équilibre est en x = 0. Si on écarte le système de cette position, les forces tendent à le ramener 
vers O, donc la position est stable. 

Cas où £ < 1 : le ressort est soit comprimé, soit tendu, 1l existe donc une position où le ressort a la lon- 
gueur #,. Pour cette position la tension est nulle et l’équilibre est possible pour une valeur de x telle que 
TA 2 (Soit deux positions symétriques de part et d’autre de O). On voit clairement que si le 
point est éloigné de cette position d’équilibre, les forces tendent à le ramener, l’équilibre est stable. La 
position O est toujours une position d’équilibre, mais cette fois le ressort y est comprimé, donc si l’on 
s’écarte de ce point les forces tendent à éloigner le système de O, cette position est donc instable. 


© L'énergie potentielle élastique est proportionnelle au carré de l’allongement : 
E, (x) = Lk(L(x)—£1,) +C 


où L(x) est la longueur du ressort quand le point est en x, soit L(x) = V/° +x°. 
On choisit d'annuler l’énergie potentielle en O, ce qui impose le choix de la constante : 


E,(x=0)=2Lk(L(0)-4,)+C=0 soit:  C=-LKk({-0,ÿ 


D'où: |E,(x)=1k(V£+x7 -4,) -1k(L—4,) 





© Les positions d’équilibre correspondent aux extrema de la fonction E,(x), qu’il convient donc de dériver : 





dE, _k : l . { 
EE, =—2=— IL" +x") 4 | = 2x +3) =kx|1=-—— 
P = [( 7 : ( ) | | 


Le calcul de la dérivée a été détaillé, on utilise 1c1 deux fois (une première fois pour le terme entre crochets, 
une seconde fois pour la racine) le résultat mathématique de la dérivée de la puissance d’une fonction : 
dés QE 
dx dx 
Les valeurs de x qui annulent la dérivée et qui sont donc des positions d’équilibre sont : 


> x = 0, qui existe quelle que soit la valeur de £. 
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> x solution de : V£° +x° =4, 


soit x, , = +\/£  — £° solutions (2 positions symétriques par rapport à O) qui n’existent que si £/ < 7. 


Pour étudier la stabilité de ces positions d’équilibre, 11 convient de dériver à nouveau pour obtenir la dérivée 
seconde de l’énergie potentielle : 


A {- HAN) RC) F ee La i- NE | 
"dx Ve + x? (2 +x?) We) (4 +x?) 


Dont les signes aux positions d'équilibre vérifient : 








2 
EAU 1 lof : L k ET qui est positif si { > £, et négatif si £ < £, 
| to Ê 
; LE 11 » + — 
2 (= %,) == 7 ri = £ D qui est positif car ces positions n’existent que pour Ÿ < 1e 
D 0 


En conclusion on trouve une seule position stable (x = 0) si / > {,, mais deux positions stables (x, et x.) 
et une position instable (x = 0) si / < {,, ce qui confirme l’étude qualitative de la question ©. 


© La courbe x. 


équilibre 


(2) (dite en fourche) est la suivante : 


x équilibre 









; Positions d’équilibre stables 
1 


Positions d’équilibre instables 


L>41,—= 1 position {0} 


X2 


L< {,=3 positions {x, 0, x,} 


EMilelitcte 


Comprendre un problème physique, c’est être capable d’en voir la solution sans résoudre d’équation. 
PAUL DIRAC (1902-1984) 
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L'étude des mouvements des particules chargées dans les champs électromagnétiques, dont les 
applications pratiques sont nombreuses, est un problème de mécanique du point matériel où 
sont mis en œuvre les résultats de cinématique et les théorèmes de dynamique étudiés dans les 
trois chapitres précédents. On se limitera ici à des champs uniformes et stationnaires. Par ailleurs 
on ne traitera que le cas des vitesses classiques (très faibles devant celle de la lumière). On pourra 
cependant constater dans un exercice que, dans les grands accélérateurs et collisionneurs, le trai- 
tement relativiste est indispensable. 


ms OUTILS MATHÉMATIQUES 





= Trièdre direct : de même que le sens trigonométrique est choisi par 
convention comme sens positif pour orienter le plan, l’orientation de l’es- 
pace fait l’objet d’une convention. Il existe de nombreux moyens mnémo- 
techniques (peu élégants) utilisant les doigts d’une main pour le visualiser. 
On retiendra plutôt que si le trièdre (A,B,C) est direct, alors lorsque la 
rotation de À vers B est vue dans le sens trigonométrique, C pointe vers 
soi. Les bases des systèmes de coordonnées sont toujours directes, la vision familière du trièdre de la 
base cartésienne (e,,6 ,6,) suffit donc à visualiser le sens direct. Par ailleurs toute permutation circulaire 
dans un trièdre direct est aussi directe ((e,,6,,6,) par exemple). 


— 
ex 





A, B, AB —-AB 
= Produit vectoriel: À À B = À, AI B, [=| AB, -A.B. |= LA] fsin(À. By 
A B. AB, — AB, 


z 





Le produit vectoriel À A B est orthogonal aux deux vecteurs À et B et le trièdre (À, BAA B) est direct. 








[Ol Position du problème 


1. Notion de champ 

Les physiciens utilisent le concept de champ pour créer un intermédiaire entre les causes et les effets 
des interactions. Par exemple deux objets massiques A et B exercent l’un sur l’autre une interaction 
gravitationnelle. On peut s’intéresser à la force exercée par l’objet A sur l’objet B, 1l est souvent plus 
commode de décrire d’une part le rôle de A et d’autre part l’effet subi par B. On utilise alors la notion 
de champ gravitationnel. Ainsi on peut déterminer le champ gravitationnel créé par À, indépendamment 
de tout effet sur un autre objet. On peut aussi étudier le comportement d’un système B placé dans un 
champ gravitationnel sans se préoccuper du système qui l’a engendré. Le champ est alors un objet 
mathématique qui décrit les propriétés de l’espace en tout point, du fait de la présence de la source (dans 
notre exemple A). Dans ce chapitre, on étudie les effets des champs électriques et magnétiques sans se 
préoccuper de leur origine. Les valeurs prises par un champ vectoriel ou scalaire en un point de l’espace 
dépendent en général de la position du point et du temps (et évidemment de la source de champ). 
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Définitions 


a Un champ uniforme est un champ dont les caractéristiques sont les mêmes en tout point de l’es- 


pace considéré : V(M,P) E espace considéré et VT : CM.r) _ C(P,f) 
a Un champ stationnaire est un champ dont les caractéristiques sont indépendantes du temps : 


VM € espace considéré et V(r,1”) : CM.) = C(M.r') 





a On ne confondra pas ces deux notions et on évitera le terme champ constant qui prête à confusion pour 
une grandeur qui dépend de plusieurs variables. 


= Pour un champ vectoriel, les caractéristiques s’entendent comme direction, sens et norme. 


= Le champ électrique noté E est engendré par des charges électriques, son expression en fonction des 
sources et ses propriétés seront étudiées en deuxième année. Sa valeur E s’exprime en V.m!. 


= Le champ magnétique noté B est généré par des charges électriques en mouvement (dans des circuits 
ou dans des aimants). Sa valeur B s’exprime en Tesla (T). Il est abordé en fin de première année (voir 
chapitre 25) et étudié plus en profondeur en seconde année. 


a Un champ électrique uniforme et stationnaire peut être créé entre les plaques d’un condensateur plan 
soumis à une tension constante. Un champ magnétique uniforme et stationnaire peut être généré dans un 
solénoïde infini (longue bobine de fil conducteur) parcouru par un courant d’intensité constante ou dans 
l’entrefer d’un aimant de géométrie appropriée (voir p. 465 et 467). 


2. La force de Lorentz 
Définition 


Une particule de charge g, se déplaçant à la vitesse à dans un référentiel R, placée dans un champ 


électrique E etun champ magnétique B , subit une force dite force de Lorentz qui vaut : 
F=q(E +1 AB) 





= La force de Lorentz se répartit en deux termes dus respectivement à chacun des champs. Si la parti- 
cule n’est soumise qu’à un champ électrique, seul le premier terme intervient : F = QE ; de même si la 
particule n’est soumise qu’à un champ magnétique : F = qu. A B. 

= La force électrique est colinéaire au champ électrique, tandis que la force magnétique est orthogonale 
au champ magnétique. 


= Le poids (a fortiori l'interaction gravitationnelle entre charges) est toujours négligeable devant la force 
de Lorentz (voir exercice n° I p. 281). 


La puissance de la force de Lorentz exercée sur une particule en mouvement vaut : 
P =Fr = q(E HAL À B)A = QE. +0 car la force magnétique est orthogonale à la vitesse. 
HAUILELS 


= Seul un champ électrique peut fournir de l’énergie à une particule, car la force magnétique, toujours 
orthogonale au mouvement, ne travaille pas. 


= La force électrique peut mettre en mouvement une particule au repos, mais pas la force magnétique 
qui est nulle si la vitesse est nulle. 


z La force magnétique peut dévier une trajectoire donc modifier la direction de la vitesse, mais ne 
peut modifier l’énergie cinétique de la particule, donc la valeur de sa vitesse. 
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[ Particule chargée dans un champ électrique 


1. Trajectoire 
Soit une charge ponctuelle g de masse m constante, animée d’une vitesse 1, qui pénètre dans une zone 


où règne un champ électrique uniforme et stationnaire E . On étudie son mouvement dans le référentiel 
du laboratoire supposé galiléen. On applique le théorème de la résultante cinétique (TRC) à la particule : 


ma =F=qE d’où : a=TE=cste 
m 
Le mouvement d’un point d'accélération constante a été décrit au chapitre 12 (voir p. 217-218). On 


peut donc distinguer deux types de trajectoires selon les conditions initiales (voir calcul détaillé dans 
l’exercice n° 2 p. 281). 


Résultats 


Une particule chargée qui pénètre dans un champ électrique uniforme et stationnaire peut adopter 
deux types de mouvements : 


= S1 la particule est initialement au repos ou si sa vitesse initiale est colinéaire au champ, alors le 
mouvement sera rectiligne uniformément varié. Le mouvement pourra être : 
— Accéléré si : — la charge est initialement au repos; 
— la charge est positive avec une vitesse initiale dans le même sens que le champ; 
— la charge est négative avec une vitesse initiale en sens contraire du champ. 
= Déceléré si : — la charge est négative avec une vitesse initiale dans le même sens que le champ; 
— la charge est positive avec une vitesse initiale en sens contraire du champ. 


= S1 la vitesse de la particule n’est pas colinéaire au champ, alors le mouvement sera parabolique 
avec des équations comparables à celle du tir dans le champ de pesanteur. Le sens de la courbure 
de la tragectoire dépend du signe de la charge et de l’orientation de la vitesse initiale par rapport au 
champ électrique. 





2. Aspect énergétique 
En appliquant à la particule le théorème de l’énergie cinétique entre deux points À et B de sa trajectoire, 


1l vient : 


Il Il _ Ba _— 
Aa = Ec(B)-Ec(A)= mi mi =W(F)= 4 J{Ed0M 
NEA = q(V, —_) = qU y 


On admettra 1c1 l’expression du potentiel électrique V exprimé à partir du champ électrique, qui sera 
défini en seconde année. On a déjà utilisé au lycée ce résultat dans un cas particulier : la tension aux 
bornes d’un condensateur plan est liée au champ électrique dans l’espace interconducteur (de largeur 
d) par U = Ed. On retiendra que la variation d’énergie cinétique de la particule est proportionnelle à la 
tension appliquée sur son trajet. Cette expression permet de définir l’électron-Volt. 


Définition 


Un électron-Volt est l’énergie acquise par un électron qui subit une différence de potentiel de 1 Volt : 


1eV=e.U=1,6.10! x 1=1,6.10° J 
En physique des particules on utilise les multiples keV (10° eV), MeV (10f eV), GeV (10° eV)... 
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ns POINT MÉTHODE 
Étudier le mouvement d’une particule dans un champ électrique 


= L'étude du mouvement d’une particule dans un champ électrique uniforme répond aux mêmes exi- 
gences que tout exercice de dynamique et donc se construira selon la méthode générale développée 
p. 236. En particulier on précisera le référentiel, le système, on choisira avec pertinence les axes (en 
fonction de la direction du champ et de la direction de la vitesse initiale), on ne négligera pas le schéma. 


= La schématisation de la trajectoire obtenue par le calcul après résolution sera un moyen de vérifier la 
cohérence avec le mouvement attendu (en particulier le sens de courbure de la trajectoire) et donc de 
détecter d'éventuelles erreurs de signe. 


3. Applications 


= Dans les tubes cathodiques des oscilloscopes analogiques, des électrons (donc des particules de 
charges négatives) subissent un premier champ électrique pour être accélérés et focalisés afin de créer 
le faisceau. Ensuite ces particules passent entre deux séries de plaques parallèles (horizontales et ver- 
ticales), entre lesquelles on applique des tensions, généralement variables dans le temps. Même s1 ces 
oscilloscopes sont remplacés de plus en plus par des oscilloscopes numériques, 1l est important d’avoir 
compris le principe de l’oscilloscope cathodique (ce que propose l’exercice n° 2 p. 281) pour savoir 
manipuler le modèle numérique, puisque ce dernier reproduit son fonctionnement avec de l’électronique. 
Faute de connaître ce principe, on risque une interprétation erronée dans la lecture de l’écran numérique. 


s L’accélération des particules dans les accélérateurs (du type de ceux exploités au CERN par exemple) 
résulte de l’effet de champs électriques. S1 les plus anciens fonctionnent avec des hautes tensions entre 
des plaques comme dans le tube cathodique, les énergies considérables que les expériences actuelles ex1- 
gent sont maintenant obtenues avec des procédés plus sophistiqués, mais dont le principe reste le même : 
augmenter l’énergie des particules, donc les accélérer à l’aide d’un champ électrique. Les accélérateurs 
sont exploités pour la recherche scientifique (comme lors de la découverte du boson de Higgs en juillet 
2012 au CERN), mais aussi pour des applications pratiques par exemple dans le domaine médical. 





[TT Particule chargée dans un champ magnétique 


1. Propriétés du mouvement dans un cas simple 
Soit une particule de charge g considérée ponctuelle de masse m constante qui pénètre dans une zone 


de l’espace où règne un champ magnétique uniforme et stationnaire B , avec une vitesse initiale ortho- 
gonale au champ et de norme vw. On admet ici que le mouvement est circulaire uniforme dans le plan 
orthogonal au champ contenant le point d’entrée de la particule. On note RÀ le rayon de la trajectoire. 


Dans ce cas particulier et avec cette supposition, la vitesse, qui est nécessairement tangente au cercle 
trajectoire, reste toujours orthogonale au champ. La force de Lorentz est orthogonale au champ et à la 
vitesse, elle est donc normale au cercle, nécessairement vers l’intérieur de la courbure et sa valeur se cal- 
cule aisément. L’accélération n’a qu’une composante normale (voir chapitre 12 p. 219). Le théorème de 
la résultante cinétique (TRC) appliqué à la particule dans le référentiel du laboratoire supposé galiléen, 
se traduit par une seule projection sur la direction radiale : 





— — => — 2 — 
F=quAB-ma— af |8-m— soit RÀ — IE avec lu | =, = cste 
q 
PIE Physique-Chimie MPSI partagelivrescpge.blogsot.com 





Particules chargées dans un champ 


qu AB=q(v,e,) A Be. qu AB=q{u,e,) A Be. 


= -quBe, = —| viBe, = qv,Be, =-lalviBe, 





Le sens de la trajectoire circulaire dépend du signe de la charge. Les charges positives tourneront dans le 
sens horaire autour du champ alors que les charges négatives tourneront dans le sens trigonométrique. 


2. Trajectoire dans le cas général! 


Résultats 
= La force magnétique ne travaillant pas, le mouvement d’une par- 
ticule dans un champ magnétique est nécessairement uniforme. 


s Le mouvement d’une particule chargée dans un champ 
magnétique uniforme et stationnaire est la composition d’un 
mouvement rectiligne uniforme dans la direction du champ et 


d’un mouvement circulaire uniforme dans un plan orthogonal au 
champ. Ce mouvement est donc hélicoïdal uniforme, l’orienta- 
ton de l’hélice dépend des orientations respectives de la vitesse 
initiale par rapport au champ et du signe de la charge. 





On retiendra deux cas particuliers intéressants : 


æ 91 la vitesse initiale est colinéaire au champ, le mouvement est rectiligne uniforme suivant B. 
 S1 la vitesse initiale est orthogonale au champ, le mouvement est circulaire uniforme dans un plan 
orthogonal au champ contenant la position initiale de la particule (cas du paragraphe précédent). 


3. Applications 


= Dans les anciennes télévisions à tube cathodique (aujourd’hui remplacées par des écrans plats), si le 
faisceau d’électrons était produit et accéléré par un champ électrique, 1l était en revanche dévié pour 
former les images par différents champs magnétiques. 


= Le spectromètre de masse est un dispositif qui permet de séparer des particules de rapport g/m différents. 
Injectées dans un domaine où règne un champ magnétique uniforme et orthogonal à leur vitesse initiale, 
elles décrivent toutes des cercles dont le rayon est proportionnel à ce rapport g/m. Après un demi-cercle, 
les particules émergent selon des trajectoires séparées. Les atomes ou molécules étudiés doivent évidem- 
ment être préalablement 1onisés (des particules neutres sont insensibles au champ) et leur vitesse calibrée. 
Ce procédé peut être utilisé pour séparer des isotopes qui auront été chargés identiquement, mais dont les 
masses sont différentes. On donne également ce nom à un appareil plus complet qui intègre en sortie du 


1. Voir avertissement exercice n° 3 p. 282. 
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séparateur, des dispositifs qui analysent les différentes espèces qui ont été séparées. Cet outil d’analyse 
sophistiqué est connu du public par son utilisation intempestive dans les séries policières. 


= Les effets des champs magnétiques sur les particules sont aussi exploités dans les accélérateurs et colli- 
sionneurs de particules. Les champs magnétiques font circuler les faisceaux de particules dans de grands 
anneaux. Ces dispositifs permettent de stocker des particules en attente de collision, de les faire passer 
de façon répétée dans les zones d’accélération pour augmenter leur énergie ou de finaliser l’expérience 
en générant des collisions de faisceaux parfaitement focalisés et orientés. 


= La nature hélicoïdale de la trajectoire dans un champ uniforme et stationnaire se généralise pour un 
champ non uniforme. On peut montrer que les particules s’enroulent en hélices autour des lignes de champ 
(notion vue au lycée). C’est ainsi que les particules du rayonnement cosmique qui sont dangereuses pour 
la vie, sont déviées par le champ magnétique terrestre et canalisées vers les pôles (voir p. 464), où elles 
interagissent avec la haute atmosphère formant les aurores boréales ou australes (voir photo p. 285). 


ns VERS LA COLLE cm 


Questions de cours 
= Force de Lorentz : expression, propriété, ordre de grandeur. 


m Aspect énergétique du mouvement d’une particule chargée dans un champ électrique ou magnétique, 
définition de l’électron-Volt. 


x Tragectoire d’une particule chargée dans un champ électrique uniforme et stationnaire : position du 
problème, équations horaires, nature de la trajectoire selon les conditions initiales. 


x Propriétés du mouvement d’une particule dans un champ magnétique uniforme et stationnaire, rayon 
de la trajectoire circulaire d’un mouvement uniforme de vitesse initiale orthogonale au champ. 


= Applications dans différents domaines. 


Erreurs à éviter 


= Les principales erreurs sont généralement des erreurs de signes, en particulier à cause de celui de la 
charge et dans le calcul des produits vectoriels. 


# Ne pas confondre les représentations de la tension (scalaire) et du champ électrique (vectoriel) qui est 
orienté vers les potentiels décroissants. Donc pour une tension positive, la flèche de la tension et celle 
du vecteur champ électrique sont de sens contraire. 


Quelques « trucs » utiles 


# La représentation en 3D n’est pas toujours la plus lisible, surtout quand € dE —> D 
un plan est privilégié comme par exemple le plan orthogonal au champ 
magnétique. On préférera alors une représentation plane et on utilisera la C9 (°) 
convention c1-contre, liée à la façon dont l’œ1l voit le vecteur, pour sché- 
matiser les vecteurs orthogonaux au plan de figure : à gauche le vecteur pointe vers la feuille, à droite 
le vecteur pointe vers le lecteur. Attention cette représentation n’a pas de sens en 3D ! 


x Les vis sont en général des systèmes qui traduisent une orientation directe de l’espace : lorsque l’on 
dévisse, on tourne dans le sens trigonométrique et la vis vient vers soi, inversement, lorsque l’on visse, 
on tourne dans le sens inverse du sens trigonométrique et la vis s’enfonce vers la feuille. On peut rai- 
sonner de même avec un tire-bouchon, des robinets... 


a L'utilisation des énergies en eV (et multiples) sera privilégiée, en particulier dans les exemples concer- 
nant les accélérateurs. 
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Conseils 


Les trois premiers exercices sont presque des questions de cours sur les mouvements de particules. 
L'exercice n° 2 utilise le support de l’oscilloscope pour concrétiser le problème, mais l’étude des 
trajectoires se transpose aisément dans n'importe quel système de champ électrique stationnaire 
uniforme et la résolution doit en être parfaitement maîtrisée. Si le calcul de la trajectoire hélicoïdale 
de l’exercice n° 3 n’est plus au programme des compétences exigibles, il reste accessible et présente 
l’intérêt de mettre en œuvre une technique de résolution classique et fort utile à connaître. Par ail- 
leurs il apportera aux étudiants exigeants la satisfaction intellectuelle de la démonstration et donc 
de la compréhension. Les exercices suivants mettent en œuvre diverses applications pratiques des 
mouvements de particules dans les champs et les limites classiques des dispositifs. 





Avertissement : Les valeurs des caractéristiques des particules et des constantes fondamentales sont à 
chercher dans la base de données (ou, mieux, à connaître par cœur.….). 


BE Ordres de grandeur * > corrigé p. 286 


Calculer la force électrique exercée sur un électron dans un condensateur plan de 5 cm d’épaisseur soumis à 
une tension de 5 V et la force magnétique exercée par le champ magnétique terrestre (de l’ordre de 4.10 T) 
s’il est animé d’une vitesse d’un millième de la vitesse de la lumière. Comparer ces forces au poids. Conclure. 


PA L'oscilloscope cathodique * * > corrigé p. 286 


Schéma simplifié du tube à vide d'un oscilloscope cathodique 


Plaques Plaques 
horizontales verticales 
cathode 


(©) 





On donne un schéma simplifié ci-dessus du tube cathodique d’un oscilloscope analogique, les électrons 
sont émis par un métal chauffé appelé cathode (C), avec une vitesse assez faible pour être négligée. Les 
électrons sont soumis en sortie de cathode à un champ électrique suivant (Oz) généré par la différence 
de potentiel entre la cathode et l’anode (grille G). Les électrons traversent la grille et passent alors entre 
les plaques horizontales, puis entre les plaques verticales, qui peuvent être soumises à différents types de 
tensions. Ils subissent de ce fait des déviations, puis vont terminer leur trajectoire en un point de l’écran 
Où 1ls interagissent avec un matériau fluorescent qui s’illumine lors du choc. On négligera tous les effets 
de bord. On note U/, U, et U, les tensions appliquées et d,, d, et d, les distances entre les divers systèmes 
de plaques. Le vide règne dans l’ensemble du tube. 


© Préciser l’orientation des champs électriques qui règnent dans les différentes zones du tube et expli- 
P ques q £ P 
quer qualitativement les différents mouvements de l’électron depuis la cathode jusqu’à l’écran. 
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© Établir les équations du mouvement de l’électron entre € et G et calculer la valeur de sa vitesse après 
la grille. En l’absence de tension entre les plaques suivantes, où se situe l’impact de l’électron ? 


© Une tension constante est appliquée entre les plaques horizontales. Établir les équations horaires du 
mouvement de l’électron, puis l’équation de sa trajectoire pendant qu’il se trouve entre les plaques et 
déterminer la nature du mouvement. S1 l’électron continue jusqu’à l’écran sans subir d’autre champ, 
montrer que la déviation du faisceau par rapport à l’impact déterminé en @ est proportionnelle à la 
tension entre les plaques. On pourra admettre ou vérifier que la tangente à la trajectoire au point de 
sortie passe par le centre des plaques. 


© Une tension en dents de scie est généralement appliquée entre les 
plaques verticales. En supposant dans un premier temps la tension nulle 
entre les plaques horizontales, expliquer qualitativement le mouvement 
du faisceau sur l’écran et en déduire que cela permet de générer une base 
de temps. Expliquer comment l’oscilloscope permet de visualiser les 
variations des tensions en fonction du temps. 


U 


B 





Mouvement dans un champ magnétique * * * —> corrigé p. 288 


Avertissement : Le programme n'exige pas l'étude du mouvement général d’une particule dans un 
champ magnétique, ni même son résultat. Seule est demandée la détermination du rayon de la trajectoire 
pour une vitesse initiale orthogonale au champ et en faisant l'hypothèse d’un mouvement circulaire 
uniforme, ce qui est présenté dans le paragraphe IIL I. du cours. 


Cette exigence minimaliste n'interdit pas d’aller plus loin ! En effet la détermination rigoureuse de la 
trajectoire et de la nature du mouvement est tout à fait accessible et n'utilise que des outils mathéma- 
tiques connus. Par ailleurs elle présente l'intérêt de mettre en pratique un calcul de produit vectoriel, de 
manipuler des équations différentielles basiques et surtout d'utiliser une technique de résolution par les 
complexes qui est à la fois élégante et très utile en physique. De surcroît, elle met en œuvre la méthode 
de résolution générale d’un problème de mécanique du point, déjà travaillée dans les chapitres précé- 
dents. Pour ces raisons, elle fait l’objet de cet exercice, les résultats ayant été résumés au II.2. du cours. 


Une particule de masse m et de charge g (que l’on pourra dans 
un premier temps supposer positive sans nuire à la généralité 
de la démonstration) pénètre en un point O, avec une vitesse 


"a , dans une zone où règne un champ magnétique uniforme 
et stationnaire. On se place dans le référentiel du laboratoire, 
l’orientation de la vitesse et du champ sont quelconques, on 
choisit donc de placer une direction (Oz) suivant le champ et 
l’axe (Ox), de sorte que la vitesse initiale se trouve dans le plan 
(Oxz). L'orientation de la vitesse initiale joue un rôle important 


———— > 


dans la trajectoire, on notera 1 





0, Sa composante colinéaire au 
champ et w,, sa composante orthogonale, comme indiqué sur 


le schéma. 
© Établir les équations différentielles du mouvement. 


© Résoudre celle qui permet d’établir l’équation horaire z(f) et conclure. 


Les deux autres équations forment un système couplé S. La résolution de ce système peut se faire de 
diverses façons, une méthode très efficace et très classique en physique utilise une variable complexe 


282 Physique-Chimie MPSI 


Particules chargées dans un champ 





définie par? : ê = x + iy. On pourra noter C = Ë = X +iÿ, qui est également une fonction complexe du 
temps. 


© À l’aide d’une combinaison linéaire (complexe) des équations du système S, établir une équation dif- 
férentielle du premier ordre à coefficient constant et second membre nul vérifiée par €. Résoudre cette 
équation (/a résolution est identique à celle de l’équation différentielle réelle, à la différence que les 
constantes utilisées sont complexes) et exprimer la solution complète à l’aide des conditions initiales. 


© En déduire une expression des coordonnées de la vitesse, puis les équations horaires du mouvement. 
Comment doit-on modifier le résultat avec une charge négative ? 


© Montrer que la projection du mouvement dans le plan (Oxy) est circulaire uniforme et décrire le 
mouvement complet. Justifier l’allure des trajectoires proposées p. 279. Comment est la trajectoire par 
rapport aux lignes de champ ? Vérifier aussi les trajectoires pour les deux cas particuliers d’orientation 
de la vitesse initiale par rapport au champ. 





Expérience de Thomson * —> corrigé p. 289 


En 1897 J.J. Thomson voulait mesurer le rapport e/m pour l’électron. La déviation par un champ magné- 
tique ou électrique dépend de ce rapport, mais également de la vitesse initiale des particules qui n’est pas 
forcément connue. Il imagina alors le dispositif suivant : un faisceau d’électrons que l’on suppose mono- 
cinétique de vitesse vw, (inconnue) arrive dans une zone où règnent simultanément un champ électrique 
et un champ magnétique. On fixe la valeur du champ magnétique et on fait varier le champ électrique 
jusqu’à ce qu'il n’y ait pas de déviation du faisceau. Schématiser les directions des champs pour que 
ce résultat soit possible et montrer que l’on peut alors en déduire la valeur de la vitesse des particules. 





Principe du cyclotron * * — corrigé p. 290 


Données numériques 
dans les accélérateurs 
de type cyclotron et dérivés 

Champ : (applications médicales) 


magnétique 


Schéma d'un cyclotron Vue de dessus du cyclotron 


Champ électrique . U= 1KkV 
changeant SR 

alternativement £ LL 

de sens 1 à 30 MeV 


Source : site de l’université du Mans 


Entre les dés, le champ électrique change 
de sens à chaque passage de la particule. 





Le cyclotron est un accélérateur circulaire de particules inventé par Lawrence en 1931. Dans une enceinte 
où règne un vide poussé, on place deux cavités métalliques en forme de demi-cylindres (en raison de leur 
forme on les appelle des Dés) séparées par un petit intervalle. Un champ magnétique uniforme est appli- 


2. De même qu’une équation vectorielle équivaut à 3 équations scalaires (coordonnées du vecteur), l’utilisation d’une 
inconnue complexe permet de transformer un système de deux équations à deux inconnues réelles en une équation à une 
inconnue complexe. Ici les deux inconnues sont la partie réelle et la partie imaginaire, en électrocinétique les inconnues 
seront plutôt le module (amplitude du signal) et l’argument (phase du signal) de l’inconnue complexe. 
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qué dans les Dés, perpendiculairement au plan du dispositif. Un canon permet d’injecter au voisinage 
du centre du dispositif des ions de charge q, de masse m (en général des protons). Une tension U est 
appliquée entre les Dés, de façon à générer un champ électrique uniforme, toujours dans le même sens 
que la vitesse d’arrivée de la particule (la tension change de sens après chaque demi-cercle parcouru dans 
un Dé). À chaque demi-tour, le rayon de rotation augmente et la particule décrit finalement une sorte de 
spirale. Après un grand nombre de tours, la particule sort du cyclotron. Les successeurs du cyclotron, le 
synchrocyclotron et le synchrotron permettent de prendre en compte les effets relativistes des particules 
lorsqu'elles atteignent des énergies qui dépassent le cadre classique. 


© Exprimer l’énergie acquise par le proton en un tour. Combien de tours doit effectuer le proton pour 
acquérir les énergies de sortie attendues ? 


© Exprimer le rayon de la trajectoire de la particule dans un Dé, en fonction de sa vitesse d’entrée dans 
le Dé. Justifier l’allure de la trajectoire en spirale. 


© Déterminer le temps mis par la particule pour effectuer un demi-cercle dans un Dé. En supposant 
que le temps de traversée du champ électrique est négligeable devant cette valeur, en déduire que les 
variations du champ électrique doivent être périodiques et préciser cette période pour des protons. 


© Quelle est la vitesse de sortie des protons dans l’hypothèse classique ? Conclure. 





Spectrographe de masse (extrait CCP PSI 2012) * * — corrigé p. 291 


Une source émet des ions de même charge +g mais de masses m diffé- 

rentes. Les ions n’ont pas tous la même vitesse. Ces ions pénètrent en À ) 
dans une zone où règne un champ magnétique uniforme comme repré- 
senté sur la figure. Le champ magnétique dévie la trajectoire des 1ons et d 
ces 1ons viennent percuter une plaque d’enregistrement (symbolisée par 

le trait épais) au point M situé à une distance d du point A. 


© Exprimer la distance d en fonction de la masse m de l’ion, de la 
charge g, de la norme du champ magnétique B et de la vitesse V de 
l’ion. Montrer qu’il est impossible de trier les particules selon leur masse uniquement. 


Pour palier ce problème, la source est constituée d’un four 1onisant duquel sortent des ions de même 
charge +g à des vitesses quasi nulles. Puis, on accélère les 1ons à l’aide d’un dispositif formé de deux 
grilles parallèles entre lesquelles on applique une tension U > 0 placée dans le bon sens. 


© Exprimer la vitesse des ions en sortie de ce dispositif. 


© Calculer alors le rapport d// d, pour deux ions de masses respectives m, et m,. 





Aspects relativistes % * —> corrigé p. 291 


© Déterminer la masse du proton en unités SI d’après les données ci-dessous. 


© Comparer la vitesse obtenue par un calcul classique et par un calcul relativiste pour un proton dans le 
Linac 2 et compléter le tableau du document 2 (voir page suivante). 


© Que vaut l’énergie totale d’une particule ? Commenter la progression linéaire approximative obser- 
vable sur la courbe de Livingston. En imaginant des progrès technologiques qui se poursuivraient 
avec la même progression, quand pourra-t-on construire des accélérateurs où la vitesse des particules 
atteindrait c ? 


© Exprimer le rayon de la trajectoire d’une particule classique dans un champ magnétique en fonction 
de sa quantité de mouvement. Lorsque la particule est relativiste, on montre que cette expression reste 
valable mais avec une définition relativiste de la quantité de mouvement : p = ym"v. Expliquer alors 
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qualitativement pourquoi la variation du champ électrique dans le cyclotron ne peut plus être pério- 
dique s1 le champ magnétique reste stationnaire (voir résultat de l’exercice n° 5 p. 283). 


DOCUMENT 1 DocuMENT 2 : Relation entre l'énergie cinétique 


et la vitesse d'un proton dans les accélérateurs 
du CERN 


La masse au repos du proton est 0,938 GeV/c°. 


CRE. 


Le rapport newtonien classique entre vitesse et 
énergie cinétique (E. = mv/2) ne fonctionne 
que pour des vitesses largement inférieures 
à celles de la lumière. Pour des particules se 
déplaçant à une vitesse proche de celle de la 
lumière, 1l convient d’utiliser l’équation de la 
relativité restreinte d’'Einstein £ = (7-1 )mc° où 
c représente la vitesse de la lumière, m la masse 
de la particule au repos et où y est reliée à la 


avec (5 = — 


1— 6° c 


vitesse par : y = 


DocuMEnT 3 : Diagramme de Livinston 


Ce diagramme indique l’énergie atteinte par 
les faisceaux de particules dans les accéléra- 
teurs au fil des ans. 


Sources : documents I et 2 : guide du LHC édité par le CERN 
— http://multimedia-gallery.web.cern.ch/multimedia-gallery/ 
Brochures.aspx ; 

document 3 : Pour la science Dossier hors série « Cent ans de 
particules. Où va la physique ? >» n° 85 octobre-décembre 2014. 
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Les aurores boréales résultent de l’interaction entre la haute 
atmosphère et les particules chargées du rayonnement cos- 
mique, piégées par le champ magnétique terrestre. 


Avec l’aimable autorisation de M. O. Couture 
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Particules chargées dans un champ , 
CORRIGÉS | 


Conseils 


Ces exercices sont des applications des chapitres de mécanique précédents. On y retrouve donc les 
méthodes de résolution déjà étudiées. Si la présentation est moins détaillée que dans les chapitres 


précédents, on y retrouve toutes les règles que le lecteur est invité à mettre en œuvre avec rigueur et 
clarté (schémas, définitions du référentiel, du système, des conditions initiales, énoncé des lois utili- 
sés, résolutions des équations différentielles, analyse des résultats..…). 


1 Ordres de grandeur > énoncé p. 281 


Les forces électrique et magnétiques valent respectivement : 


DAPCRIURESS ; 
D ms NB OO NI NID PAIN 


Le poids de l’électron vaut : P =mg=9.10 * x9,8=9.10  N 





Même dans des champs faibles à des vitesses faibles, les forces électromagnétiques sont très largement 
supérieures au poids des particules qui sera toujours négligé dans les calculs de trajectoires. 


2 L'oscilloscope cathodique > énoncé p. 281 


On suppose que le champ est uniforme entre chaque dispositif de plaques et qu’il s’annule brutalement en 
dehors, ce qui revient à négliger les effets de bord. À chaque système de plaques, on étudie le mouvement 
de l’électron dans le référentiel du laboratoire supposé galiléen, on utilisera les coordonnées cartésiennes. Il 
n’est soumis qu’à la force électrique (poids négligeable). Les notations utilisées sont indiquées sur le schéma 
c1-dessous où ne figure pas le dernier système de plaques. 





© Entre la cathode et l’anode, règne un champ électrique orienté suivant (Oz) et de sens négatif, pour accélé- 
rer des électrons de charge négative. La tension U, définie par le schéma de l’énoncé est donc nécessaire- 
ment positive (le champ est orienté vers les potentiels décroissants). Entre les plaques, le champ est ortho- 
gonal aux plaques, donc suivant l’axe y entre les plaques horizontales et suivant l’axe x entre les plaques 
verticales. Pour des tensions positives U, et U, les champs sont en sens contraires des axes. L’électron est 
de charge négative, 1l subit une force opposée aux champs. Il est donc accéléré sur une trajectoire rectiligne 
entre l’anode et la cathode, puis 1l est dévié verticalement (vers le haut pour une tension positive) suivant 
l’axe y entre les plaques horizontales. L’électron pénètre entre les plaques verticales avec une vitesse coli- 
néaire aux plaques (les précédents champs ne l’ayant pas dévié suivant l’axe x) Il est alors dévié hor1zon- 
talement suivant l’axe x (dans ce sens si la tension U, est positive) entre les plaques verticales. Entre deux 
systèmes de plaques, l’électron n’est soumis à aucune force, 1l est donc animé d’un mouvement rectiligne 
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uniforme dans la direction de sa vitesse de sortie du système de plaques précédent. 


© On applique le théorème de la résultante cinétique à l’électron (PFD) : 














F=qE=ma 
Soit, par projection sur (Oz) et en tenant compte du signe de la charge (g = — e) et du sens du champ : 
7 . CE CE) 
eË = mZz puis eV; 
m md, 
eU eU eU eU 
En intégrant: Z2=—1+2, = —T1 puis z=— #0 +7, = — 6 
md, md, 2md, 2md, 


Équation horaire d’un mouvement rectiligne uniformément accéléré suivant l’axe (O2). 
On applique le théorème de l’énergie cinétique entre O et G : 


AE, =E,(G)-E,(O)= SM =W, .(gE)=qE.OG = eEd, 


2eE 2 
Soit : Ve = ent d  _ 
m m 


N. B : On peut aussi utiliser les équations horaires et éliminer t entre z et sa dérivée. 





En l’absence d’autres champs, l’électron va impacter l’écran en son centre C. 


© On choisit une nouvelle origine des temps : l’instant où l’électron arrive en A. On applique le théorème de 
la résultante cinétique (PED) : 








F=qE=ma 
soit par projection sur (Oyz) en tenant compte du signe de la charge et du sens du champ : 
Ch seb 
eE=my À 
: d’où : 0 NO ii 
0 =mz 
z =0 
U U 
(=: . pe _ 
en intégrant : d,m et 2d,m où l’on a tenu compte des conditions initiales. 
in z=u,t+OA 


On en déduit l’équation de la trajectoire en éliminant le temps entre les équations horaires : 


cb 2 
= ——“—(7-OA 
24 ,mv£ 
qui est celle d’une parabole de sommet A et dont la courbure est précisée sur le schéma. 


L’'électron sort des plaques au point A’, tel que : 


: eU [° 
z,= OA +i, d’où : ty, = —< et D = 
24 ,mv£ 
Le mouvement ultérieur est rectiligne uniforme dans une direction qui fait un angle © avec l’horizontale. 
On vérifie aisément l’indication de l’énoncé (propriété générale d’une parabole) : 
2 2yy _ (A) EUR. Eve 


tana= == — = SOIt 
RECU DE 








qui montre que, £ ne dépendant que de paramètres internes de l’oscilloscope, la déviation Y, sur l’écran 
est proportionnelle à la tension appliquée aux plaques. 
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© On a vu qu'entre les plaques horizontales, la déviation dans une direction orthogonale est proportionnelle 
à la tension. On obtiendra le même résultat avec la déviation horizontale par rapport à la tension entre les 
plaques verticales. S1 la tension varie comme celle de l’énoncé, alors la déviation augmentera de façon 
proportionnelle au temps et reviendra ensuite brutalement à la valeur minimale puis recommencera. Cela se 
traduira par un mouvement régulier à vitesse constante du faisceau horizontalement sur l’écran suivi d’un 
retour rapide au début de l’écran. Si on combine les deux systèmes de plaques on aura alors à l’écran 
l’étalement des valeurs de la tension U, en fonction du temps. On peut ensuite jouer sur les différents 
paramètres pour obtenir divers fonctionnalités : amplification de la tension U, pour dilater la déviation 
verticale, augmentation de la période de la tension en dents de scie pour un balayage plus rapide, temps de 
latence entre les dents de scie pour la synchronisation. 


El Mouvement dans un champ magnétique — énoncé p. 282 


© On applique le théorème de la résultante cinétique (PFD) à la particule dans le référentiel du laboratoire 
supposé galiléen (/a position du problème est faite dans l’énoncé) : 
f=qv AB = ma 
On exprime aisément les coordonnées des vecteurs vitesse et accélération en cartésiennes, et on écrit 
l’expression précédente sous une forme commode de représentation des vecteurs par leurs coordonnées : 
À 0 . 


qwnB=q PANTIN SE TN 7e 


Z b Z 
[aBÿ x 
. — | qB 
D'où : —qbX = my soit : avec _@ = — 
: m 
DU = 





© Il s’agit d’un système de 3 équations différentielles dont les inconnues sont x(#), y(r) et z(r) les équations 
horaires du mouvement. Les équations (1) et (2) sont couplées, car les deux inconnues x et y figurent dans 


(1) et (2). L’équation (3) se résout aisément, indépendamment des deux premières. 
z=cste=Z(t-0)=ù,, puis z=Vyt+z = Vyyt (à f=0, la particule est en O) 


Le mouvement selon (O2) est donc un mouvement rectiligne uniforme. 


© Le système S, (1) et (2), est alors équivalent à l’équation suivante obtenue en additionnant (1) et (2) : 
X + iÿ + (EX — ÿ) = 0 SOIt : X+iÿ+i@(x+iy)=0 (on rappelle 5? =-]) 
Finalement en utilisant les variables complexes proposées par l’énoncé : 
É +16 =0 soit C + io =0 
Équation différentielle du premier ordre à coefficients constants (complexes) dont on connaît bien la solu- 
tion (que l’on peut retrouver par séparation des variables) : 


a — Ce 
avec C une constante d’intégration (a priori complexe) que l’on détermine par les conditions initiales : 
À = Ce = =C 
D'où : Cr Fa = A, [cos(-@f)+isin(—-f)]= 2, [cos(@f) —isin(@f)] = x +iy 
© Puis: : À =, COS(@f) et ÿ =—w,, sin(@f) 


Vo 


; Fe k . ARE Ur 
3. On pourrait poursuivre en complexe : £=£ =, e ® d'où Ë=-—Le +K=i Le 4+K=i (ee 1) car 








iC . a) 
&(1=0) = 0, qui donne finalement : Ë=x+iy=i Voi [cos(-ær)+isin(-œt)—-1]=—L{[sin(ær)+i(cos(æt)—1)] 
on) on) 
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Qui s’intègre aisément en : 
de 17 
x =—=sin(ot)+K, et y=—%cos(ær)+K, 
© © 
Où K', et K, sont des constantes d'intégration, que l’on détermine avec les conditions initiales (à f = 0, on 
a x = y = Ü). Les équations horaires sont donc : 


x = Rsin(@f) 
y = R(cos(@f)— 1) avec De UE EU où g>0 





gl B 


S1 la charge est négative, tout ce qui précède reste valable à condition de poser © = —— et de remplacer 
m 


© par —-@ et R par —-R dans les équations horaires obtenues ci-dessus, on obtient alors : 


| x = Rsin(@f) 
Vos _ MVo1 
Z = ont 


© Dans les équations horaires précédentes il est facile de reconnaître un mouvement circulaire uniforme 
dans le plan (Oxy) : 


Sig >0: x°+(y+R) = R’sin(œ@t)+R° cos” (æf) 

Soit : x” +(y+R) =R° l'équation cartésienne d’un cercle de centre P (0,-R) et de rayon R 
S1 g <0 : x” +(y—R) = R°sin”(œr)+ R° cos” (œf) 

Soit : x” +(y—R) = R° l'équation cartésienne d’un cercle de centre N (0,R) et de rayon R 


On vérifie aisément par ailleurs que, quel que soit le signe de g : 





Le mouvement est donc uniforme comme l’étude énergétique le prévoit. Le mouvement complet est la 
composition d’un mouvement rectiligne uniforme selon l’axe du champ et circulaire uniforme dans un plan 
perpendiculaire. Il s’agit donc du mouvement hélicoïdal uniforme schématisé p. 279 pour les deux signes 
possibles de la charge. Les lignes de champ sont des droites parallèles à (Oz) et la trajectoire s’enroule 
autour de ces lignes. On retrouve par ailleurs les cas particuliers vus dans le cours : 

a) si la vitesse initiale est colinéaire au champ, alors w,, = 0 et x(f) = y(r) = 0, le mouvement est rectiligne 
uniforme suivant (Oz) à la vitesse à, =, 

b) s1 la vitesse initiale est orthogonale au champ, alors a, = 0 et 7, =, le mouvement est circulaire 
uniforme et on retrouve dans les équations ci-dessus les deux trajectoires circulaires qui diffèrent selon le 
signe de la charge, comme indiqué sur le schéma p. 279. 


Bien comprendre 


Outre l’aspect technique de cette démonstration, qu’il est utile de maîtriser, on notera aussi son intérêt 
physique dans la mise en évidence rigoureuse de la trajectoire hélicoïdale, qui permet une généralisation 
de mouvement autour de lignes de champs complexes (dans la magnétosphère terrestre par exemple). 


Mi Expérience de Thomson > énoncé p. 283 


La déviation, lorsqu'elle existe, est due soit à la force magnétique, 
soit à la force électrique, soit 1c1 à la résultante des deux. Pour 
qu'il n’y ait pas de déviation, 1l faut que la résultante des forces 
soit nulle, donc que la force électrique compense la force magné- 
tique. Les deux forces doivent donc être colinéaires et opposées. 

La force magnétique étant orthogonale au déplacement, 1l doit en © 














> > > > > 
_ F=quAB=-evAB 
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être de même pour la force électrique, ce qui fixe la direction des champs. La résultante des forces est nulle, le 
mouvement est donc rectiligne uniforme ww =. Compte tenu des orientations, 1l vient facilement : 


eE=ev,B soit: 


Remarquons que, puisque la vitesse à l’issue de la zone des champs est identique à celle de l’entrée, si un 
faisceau d’électrons non monocinétique (dans un faisceau monocinétique, toutes les particules ont la même 
vitesse) arrive sur la zone de champ, seuls ceux ayant la vitesse E/B auront une trajectoire rectiligne, tous 
les autres seront déviés. Wien en 1898 utilisa ce principe pour filtrer des électrons et sélectionner ceux d’une 
vitesse donnée. On notera au passage la dimension du rapport E/B, homogène à une vitesse. 


El Principe du cyclotron > énoncé p. 283 


© Seul le champ électrique peut communiquer de l’énergie, le champ magnétique ne peut que dévier la par- 
ticule sans lui communiquer d’énergie, car la force magnétique, orthogonale au déplacement, ne travaille 
pas. Lorsque la particule passe dans la zone de champ électrique, celui-ci est toujours orienté dans un sens 
qui la fait accélérer (voir schéma), elle acquiert une énergie liée à la tension sur son trajet, et ce, deux fois 
en un tour. La tension étant constante, l’énergie acquise en un tour vaut : 





E, =2qU =2eU soit : E, = 2keV 
L'énergie de sortie E est donnée dans le document entre 1 et 30 MeV, soit un nombre de tours ñ qui vaut 
E 
n = = soit : 500 tours < 7 < 15 000 tours 


Bien comprendre 


On a ic1 intérêt, comme souvent, à utiliser l’électron- Volt comme unité d’énergie, d’autant plus pratique 
que le proton a la charge élémentaire. La valeur de la tension accélératrice (ici 1 KV) donne donc directe- 
ment l’énergie acquise lors d’un passage dans le champ électrique. 





© Le rayon d’un demi-cercle est celui de la trajectoire circulaire uniforme d’une particule arrivant avec une 
vitesse orthogonale (de norme x.) à un champ magnétique uniforme et stationnaire établie p. 279 (ou plus 
généralement dans l’exercice n° 3) : 


B 
(Notons que © = = est appelée pulsation cyclotron.) 
m 





Ce rayon est proportionnel à la vitesse d’entrée dans le Dé, or à chaque passage dans la zone entre les Dés 
la vitesse augmente grâce au champ électrique, donc le rayon augmente à chaque passage. On peut noter 
par ailleurs, que l’orientation du champ entraîne bien une force cohérente avec la courbure dans le sens 
indiqué sur le schéma à chaque arrivée dans un Dé. La particule subit donc une succession de mouvements 
rectilignes uniformément accélérés entre les Dés (accélération par le champ électrique) alternés avec des 
mouvements circulaires uniformes sur des demi-cercles de rayons croissants. La trajectoire a donc une 
forme en spirale. 


© Le mouvement étant uniforme, le temps de parcours se calcule à l’aide du périmètre du demi-cercle et de 
la vitesse de parcours : 
CTK, TM, Tim 





Ve. : qgBv: | qB 


On note que ce temps ne dépend pas de la vitesse, donc tous les demi-cercles sont parcourus en un temps 
identique. On voit donc que, si on néglige le temps de parcours entre les Dés, 1l suffit d’alterner le champ 
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électrique suivant une demi-période égale à f.. Soit une période du champ électrique : 


= 6,6.10 * s—66 ns 





Soit un temps pour une spirale complète des protons les plus énergétiques (15000 tours) d'environ 1 ms. 


© On obtient les vitesses des protons à l’aide de la définition classique de l’énergie cinétique : 


B(S)= Le d'où: w,—, Peur _ 2eËcçv) soit : 1,4.107 m.s"! < a, <7,6.107 m.s” 
2 m m 
La valeur inférieure reste classique en première approximation (inférieure au dixième de c), mais la valeur 
maximale est clairement relativiste et nécessite de prendre en compte ces effets dans l’accélérateur, d’où 
les versions ultérieures des cyclotrons (voir exercice n° 7). 


16. Spectrographe de masse — énoncé p. 284 


© La trajectoire est celle d’une charge pénétrant dans un champ magnétique uniforme et stationnaire avec 
une vitesse orthogonale au champ. On a montré dans ce cas (voir exercice n° 3) que la trajectoire est circu- 
laire uniforme (c’est également cette démonstration qui est demandée préalablement dans le sujet dont est 
extrait cet exercice). Par construction M et A sont diamétralement opposés, d est donc le diamètre du cercle 
dont on a établi l’expression du rayon dans l’exercice n° 3 (ou dans le cours en admettant le mouvement 
circulaire uniforme) : 





On peut avoir des 1ons de masses différentes qui arrivent au même point (par exemple un 1on 1 et un ion 2 
deux fois plus massique mais deux fois plus lent). On ne peut donc pas les séparer. 


© On applique le théorème de l’énergie cinétique entre la sortie du four et la sortie du dispositif accélérant : 


il — =  — 
AE. =E-(A)-E,.(F)= ZM = (GE) Gb AB =GEI= QU 


F 


Soit : 





© La distance d vaut donc : 


Jp AE 2mU où 
gB\ m b q 


Cette fois la distance d ne dépend que de constantes, les ions ayant tous la même charge, et, bien que les 
ions n'aient pas tous la même vitesse, on peut les séparer. Les 1ons les plus lourds arriveront plus bas sur 
le détecteur. 








Aspects relativistes — énoncé p. 284 


©@ La masse du proton est donnée sous forme d’énergie par c’, ce qui signifie que son énergie de masse vaut 
0,938 GeV. On retrouve la valeur connue de la masse du proton : 


ESC MIO US OBS) 
CHE (3,00.10°)° 





E=me? d'où my, = = 1,67.10 7 kg 
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© Considérons que la particule reste classique si sa vitesse ne dépasse pas un dixième de celle de la lumière. 
S1 l’on adopte un calcul classique pour les protons du Linac 2 on obtient : 


2E 


CCD 


Mzg) 





valeur qui sort du cadre classique. On doit donc calculer la vitesse avec l’expression relativiste du doc.I : 
2E 


CDS 


= avec le rapport de la vitesse à celle de la lumière f : 
MC = B° 
(kg) 


Y=1- 


m 








C(eV) 





mere 
(eV/c?) 


La valeur manquante du tableau est donc 31,4 %. L'écart entre les calculs relativiste et classique est 
d’environ 4 %, suffisant pour justifier un traitement relativiste. 


Conseils 


Les unités énergétiques en eV et les unités de masse en eV/c? sont beaucoup plus commodes à utiliser 1c1, 
même si un retour aux unités SI est toujours possible. On les indique en indice dans les calculs. 





© L'énergie totale de la particule est la somme de son énergie cinétique et de son énergie de masse : 


2 
mc 
E=E +E, =(y-Dmc +mc =ymc =——— soit: 


VIRE 
Lorsque la vitesse de la particule augmente, $ augmente et l’énergie augmente également. Lorsque la 
vitesse tend vers c alors l’énergie tend vers l’infini. Une énergie infinie est impossible à obtenir, ce qui 
signifie qu’une particule massique ne peut pas dépasser la vitesse de la lumière. Seule une particule de 
masse nulle comme le photon peut atteindre cette vitesse (mais pas la dépasser !). La progression est 
linéaire sur le graphique, mais celui-c1 est en ordonnée logarithmique, c’est-à-dire que les intervalles ne 
sont pas identiques, car on passe d’une graduation à la suivante en multipliant par 10, la progression est 
donc en réalité exponentielle. Mais même avec une telle progression des accélérateurs (sauf à attendre un 
temps infini...), on ne pourra pas obtenir des vitesses supérieures à c car cette limite est une limite 
physique et non technique. 





© Les rayons classiques et relativistes valent respectivement : 


mY pp ymv. 


R, . —=—-—— R.,,.. =—— 
classique q B q B relativiste q B 


Avec une approche classique on a montré dans l’exercice n° 5 que le temps de parcours dans un Dé de 
cyclotron est indépendant de la vitesse, ce qui permet une inversion périodique du champ électrique. Mais 
dans une approche relativiste, le coefficient y dans l’expression du rayon induit un temps de parcours qui 
dépend de la vitesse de la particule, le champ électrique ne peut donc plus être périodique, 1l faut le syn- 
chroniser avec la particule (synchrocyclotron). En pratique, on augmente aussi le champ magnétique au fur 
et à mesure et on maintient une trajectoire de rayon constant (et non en spirale) qui permet de conserver 
plus longtemps la particule dans l'anneau et également de tenir compte des effets relativistes. 


EMiltelitce 


L'esprit humain ne se contente pas d'admirer, il veut aussi comprendre. 


HUBERT REEVES (1932-) 
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En mécanique du point, le théorème du moment cinétique est une alternative commode au théo- 
rème de la résultante cinétique (dont il est issu) dans le cas où le point matériel tourne autour d'un 
point ou d'un axe. En mécanique des systèmes, il fait partie intégrante du principe fondamental 
de la dynamique dans lequel il complète le théorème de la résultante cinétique et, dans ce cadre, 
sera étudié au chapitre 18. 


ms OUTILS MATHÉMATIQUES x 


= Trièdre direct : de même que le sens trigonométrique est 


_ 

choisi par convention comme sens positif pour orienter le plan, ee y 

l’orientation de l’espace fait l’objet d’une convention. Il existe _ r 

de nombreux moyens mnémotechniques (peu élégants) utilisant éy 

les doigts d’une main pour le visualiser. On retiendra plutôt que 4 2 D 
e, x 


si le trièdre (À,B C) est direct, alors lorsque la rotation de À 
vers B est vue dans le sens trigonométrique, C pointe vers soi. 
Les bases des systèmes de coordonnées sont toujours directes, la vision familière du trièdre de la base 
cartésienne (&,,6,,€,) suffit donc à visualiser le sens direct. Par ailleurs toute permutation circulaire dans 
un trièdre direct est aussi directe ((&,,6,,6,) par exemple). 
À, B, A,B,—A.B, 
= Produit vectoriel : À À B = A, 1] B, |[=| AB, -AB, = |A] A]sin(A. Bju 
A B AB -A B 
Z F4 À? Y x 


= Le produit vectoriel À À B est orthogonal aux vecteurs 
À et B et le trièdre (À, B, À À B) est direct. 


Le produit vectoriel est anticommutatif : À A B=-BnA 





” Le produit vectoriel de deux vecteurs colinéaires est nul. 


= Dérivée d’un produit vectoriel : les produits de vecteurs (scalaire, vectoriel) se dérivent comme les 
produits de fonctions (attention, l’ordre des vecteurs n’est pas indifférent pour le produit vectoriel) : 


d@ À B) _ dB 
di + AB+AN 


= Produit mixte : le produit mixte est une opération de trois vecteurs dont le résultat est un scalaire 
et qui est obtenu par un produit vectoriel suivi d’un produit scalaire. Le produit mixte est invariant par 
permutation circulaire et anti-commutatif : 


— — 


(A. B.C)=(ÂAB)C et  (A,B,C)=(C,A,B)=(B,C,À)=-(B,A,C 


A1 














= Trigonométrie : cosa + cos = 2cos[ +2 |cos[ = P) :  COSa— cosb = -2sin[£ EP sin(< 
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[Ol Concept de moment 


1. Moment d'une force 


Il est facile de constater que la même force appliquée à un système peut conduire à des effets diffé- 
rents, selon la position de son point d’application. Il suffit de réaliser l’expérience suivante pour en 
prendre conscience : considérons une porte banale pouvant tourner autour de ses gonds et une force 
qu’on lui applique perpendiculairement à son plan. Pour une même force (norme, direction et sens) on 
constate aisément que plus le point d’application de la force est éloigné des gonds et plus la porte tourne 
facilement. Le point d'application de la force a donc une importance qui n’a pas été exploitée jusqu’à 
présent et qui va conduire à définir le concept de moment. 


Pour un point matériel, 1l est évident qu’il n’existe qu’un seul point d’application..… le point lui-même ! 
Mais du fait que le point matériel se déplace par rapport au référentiel, la notion de moment reste pertinente 
pour constituer un outil de résolution des problèmes et conduire à un théorème qui pourra, à l’instar des 
théorèmes énergétiques, remplacer efficacement le théorème de la résultante cinétique. Dans le chapitre 18 
on verra que pour un système, ces notions sont complémentaires et conjointement nécessaires. 


Définition 


Le moment par rapport à un point O de la force F exercée sur le point M est le vecteur défini par : 


MN, (F)=0M:F 


La valeur du moment n’a pas d’unité spécifique et s’exprime en N.m (= kg.m°.s ?). 





On constate immédiatement que le moment est nul si la force 
est nulle, si le point O est confondu avec M ou si la force 
est portée par la droite (OM). Supposons qu'aucune de ces 
conditions n’est réalisée, les deux vecteurs définissent alors 
nécessairement un plan qui est choisi comme plan de figure. 
Avec les notations portées sur cette figure (ci-contre), on a : 


M, (F)-0M à F Jo ||F|sin6e: = OMsin6. Fe: = 


La grandeur d, appelée aussi bras de levier de la force, est la distance minimale de O (point où l’on 
calcule le moment) à la droite (D) portant la force, droite qui passe nécessairement par M. 








= Le bras de levier est la distance qui importe dans le calcul 
du moment, en effet, quelle que soit la position de M sur la 
droite (D), le moment de la force sera le même. 


Mo (Fmema)=OAAF =, (Fur) =OBAF =dFe. 





= La norme du moment de la force est donc d’autant plus 
importante que la valeur de la force est grande et que le bras 
de levier d est grand. 





= On confirme avec cette expression que si O appartient à la 
droite support de la force, le moment est nul. 


= Dans l’exemple de la porte, on voit que le moment par rapport à un point du gond de la force ortho- 
gonale à la porte est bien plus grand près de la poignée (bras de levier plus grand) que vers les gonds, 
propriété qui sera exploitée dans le chapitre 18. 
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2. Moment cinétique 


Définition 
Le moment cinétique par rapport à un point O d’un point matériel de masse m, situé au point M et 
animé d’une vitesse nr est le moment par rapport à O de sa quantité de mouvement : 


L,,(M)=0OMAp=0MamY 





La valeur du moment cinétique n’a pas d’unité spécifique et s’exprime en kg.m°.s"! (= N.m.s) 


s Le moment cinétique dépend du référentiel. 
a Le moment cinétique était auparavant noté 6,,(M), notation utilisée par certains énoncés. 


= Physiquement, le moment cinétique indique dans quelle mesure et dans quel sens le point M tourne 
autour de O, ce qui se conçoit en étudiant l’influence conjointe de la position du point par rapport à O, 
de l’orientation de la vitesse et de sa valeur. En particulier un point qui se déplace sur la droite (OM) a 
un moment cinétique nul, car 1l ne tourne pas autour de O. 


3. Moment vectoriel et moment scalaire d'un vecteur 


En réalité, on peut définir le moment de n’importe quel type de vecteur par rapport à un point avec la 
même relation que précédemment. Un torseur, objet mathématique utilisé en SI (qui pourrait tout aussi 


— 


R 
bien être utilisé dans le formalisme du cours de mécanique en physique) et noté en général : 
1 ;0(R) 
est formé des deux vecteurs que sont R un vecteur de nature quelconque appelé résultante et ll 10 (À) 
son moment par rapport à O. Selon la nature de la résultante, on parlera de torseur cinétique (quantité de 


mouvement, moment cinétique), de torseur de force (force, moment de la force), de torseur dynamique. 


Le vecteur moment est orthogonal au plan formé par la résultante et par le vecteur OM. II met en évi- 
dence une rotation et, en particulier, son sens, grâce à l’orientation induite par le produit vectoriel. 


Définition 


Le moment par rapport à un axe À, auquel appartient le point O, de la force F exercée sur le point 
M est le scalaire défini par : NW, (F) = W, (F). e, = (OM: F): e, où OeA 





x Le moment scalaire ne dépend pas du point utilisé. Soient O et O” sur l’axe A : 
MA D= Ty) =(OMAF).2, =[(00/+OM)AF|e: [00 \F+0MAF 2, 


D'où : A A(F)= (OO AF)e, +(OMAF).e, =(e, AOO).F +, (F)es 


Où l’on a utilisé la propriété d’invariance par permutation circulaire du produit mixte rappelée en début 
de chapitre (voir p. 293). Le premier terme de la somme obtenue est nul (produit vectoriel de deux vec- 
teurs colinéaires) et par suite on obtient : 


M, (F)= Mo F)e = (F)e,  V(0,0')e À 





= Si l’axe est orthogonal au plan formé par OM et F', alors le 
moment par rapport à l’axe est la valeur algébrique du moment par 
rapport à O. 





s Un moment scalaire positif indique une rotation de sens direct par rapport à l’orientation choisie sur 
l’axe, un moment scalaire négatif indique une rotation dans le sens indirect. 
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[1] Théorème du moment cinétique pour un point matériel 


1. Démonstration et énoncé 
Soit un point matériel M étudié dans un référentiel ‘À galiléen et soumis à des forces F. On dérive par 


rapport au temps l’expression du moment cinétique par rapport à un point fixe O : 


dLo _ dx -\_dOM - zx dP_— — 


Le premier terme de la somme est nul (produit vectoriel de deux vecteurs colinéaires). On utilise le 
théorème de la résultante cinétique appliqué à M dans À galiléen dans le second terme, il vient : 


M0 OMASF =YOMAF -Y,,Œ) 


— — 


dp 


Énoncé 


Théorème du moment cinétique (TMC) : la dérivée du moment cinétique par rapport à un point 
fixe O d’un point matériel dans un référentiel galiléen est égale à la somme des moments par rapport 





à O des forces qui lui sont appliquées : ee =, F) 


= Le théorème sous cette forme ne s’applique que dans un référentiel galiléen. 


= Le point O doit être fixe dans le référentiel, car dans la démonstration 1l sert à définir le rayon vecteur 
et la vitesse dans le référentiel. 


= On peut également donner une version faible du théorème sous forme scalaire, qui pourra être utilisée 





dL —… 
pour un mouvement autour d’un axe fixe À : de = SU, A0) 


ms POINT MÉTHODE 
Utiliser le TMC 


» L'utilisation du TMC n'est pertinente que si le point matériel « tourne » autour d’un point fixe ou 
d’un axe. Il n’aura aucun intérêt pour étudier par exemple le glissement d’un cube sur un plan incliné. On 
l’appliquera en un point qui permet d’éliminer les forces peu intéressantes (tension d’un fil, réaction 
d’un support). Inversement si ces forces sont essentielles à la résolution, le TMC ne sera pas suffisant. 


= Le programme est limité à des cas simples où le théorème scalaire s’applique (mouvement autour 
d’un axe fixe). L'utilisation de cette version scalaire conduit cependant souvent les élèves à des bri- 
colages de signes et de projections plus ou moins maîtrisés, et davantage guidés par le résultat qu’on 
souhaite obtenir, que par un raisonnement rigoureux. Contrairement à ce que l’on pourrait penser, 
l’application vectorielle du théorème, plus méthodique et rigoureuse, est tout à fait aisée, pour peu 
qu’on écrive clairement les vecteurs dans la base directe choisie. On a donc tout intérêt à privilégier 
le théorème sous sa forme vectorielle, l’équation scalaire sur l’axe en découlant ensuite de façon évi- 
dente (voir exercices). 


2. Utilisation 


= La démonstration du paragraphe précédent montre que pour un point matériel le théorème du moment 
cinétique découle du théorème de la résultante cinétique (PFD) (voir p. 234), comme les théorèmes 
énergétiques. 
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= Comme les théorèmes énergétiques, le théorème du moment cinétique permet souvent d’obtenir 
l’équation différentielle plus rapidement, mais est moins riche que le théorème de la résultante cinétique. 
En effet, certaines forces n’apparaîtront pas dans l’équation (et c’est l’intérêt du théorème !), car elles ont 
un moment nul. Elles ne pourront donc pas être calculées par ce biais (voir exercices n° I et n° 2 p. 298). 


s Dans certains mouvements, on montrera que le moment cinétique est une constante du mouvement, 
propriété qui aura de fructueuses conséquences (mouvement à force centrale, voir chapitre 17). 


Ds VERS LA COLLE ce 


Questions de cours 


= Moment par rapport à un point d’un vecteur quelconque, moment d’une force et notion de bras de 
levier, moment cinétique : définitions, schématisation, exemples. 


= Moment par rapport à un axe, indépendance du point de l’axe. 


sm Théorème du moment cinétique : démonstration, énoncé, conditions d'utilisation. 


Erreurs à éviter 


a L'utilisation du TMC suppose des calculs vectoriels en trois dimensions et un choix des axes irréfléchi1 
peut conduire à des erreurs de signes et d’orientation. Une orientation rigoureuse et pertinente de 
l’espace est indispensable de façon à toujours se ramener aux systèmes de coordonnées connus, où les 
produits vectoriels sont faciles à écrire, la base étant directe (voir commentaires des exercices). 


s L'orientation des angles doit suivre la même logique rigoureuse, sous peine d’erreurs de signes. 


Quelques « trucs » utiles 


sm La plupart des cas traités correspondront à des problèmes plans et Îles € X . DA 
moments (de forces et cinétiques) seront orthogonaux à ce plan. On aura 
souvent intérêt à utiliser une représentation 2 D, les moments étant sché- SQ) (e) 
matisés comme sur le schéma (vu au chapitre 15 p. 280). 


= [1 est toujours pertinent, ayant effec- La force tend à faire 
? - - tourner M dans le sens 
tué un calcul vectoriel rigoureux, de A 
vérifier le signe du moment d’une 
force par rapport à l’orientation de 
. . se + 
l’axe qui le porte. S’il est positif, la: %e. om 
force tend à faire tourner dans le sens M  (F) 
direct correspondant (voir bien com- (@) 
prendre de l'exercice n° 1 p. 299), 





La force tend à faire 
tourner M dans le sens 
indirect autour de O. 


sm Comme toujours en mécanique (mais particulièrement lors de l’utilisation du TMC), il est vraiment 
important d'appuyer ses calculs sur un schéma dans lequel on aura représenté les grandeurs (en par- 
ticulier les angles) dans des situations positives, les calculs seront alors valables même pour les cas 
négatifs. Un non-respect de cette logique peut conduire à de multiples erreurs de signe. 


= Le produit vectoriel des vecteurs de base se calcule facilement : en suivant l’ordre de la base 1l est 
positif, 1l est négatif dans le sens inverse : 


e, Ae,=e, et e,Ae,=e, et e, Ae. =e Œ Ye r x )y) 


e Aë=ne et e. Ae. =—e et e ne, =—e xe-ye-zex< y) 


Z X é y Zz y X 


On raisonnera de même avec les bases cylindrique (e,, e,, e,) ou sphérique (e,, e,, e,). 
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EXERCICES BR 


Conseils 


L'utilisation méthodique du théorème du moment cinétique doit s’appuyer comme dans les chapitres 
précédents sur une présentation rigoureuse du problème (référentiel, système, cinématique..….). On 


prendra un soin tout particulier à choisir et représenter les axes, la base de projection et les angles en 
respectant l’orientation directe de l’espace. L'utilisation du théorème vectoriel est alors aisée. 





HA Pendule simple/pendule rigide * — corrigé p. 299 


Reprendre l’exercice n° 1 p. 242 et le résoudre à l’aide du moment cinétique. Les autres exercices du 
chapitre 13 peuvent-ils être résolus avec le TMC ? 


Pa Looping * * — corrigé p. 300 


Reprendre l’exercice n° 3 p. 266 et établir l’équation différentielle, puis l’expression de la vitesse angulaire 
à l’aide du TMC. Peut-on déterminer les conditions d’un looping réussi à l’aide de ce seul théorème ? 


El Pendules couplés *% * * — corrigé p. 300 


Deux pendules simples de même masse m et même longueur £ sont reliés au niveau des masses ponc- 
tuelles, par un ressort horizontal de raideur k de longueur à vide £. Au repos les pendules sont verticaux. 
En maintenant le pendule 1, on écarte le pendule 2 d’un angle 6, et on les lâche sans vitesse initiale. 
On note 6, et 6, les angles des pendules avec la verticale, on les suppose petits. On note y, et y, les 
déplacements horizontaux des masses par rapport à la position verticale. 

Conseil : Étudier les deux pendules comme deux systèmes distincts. 


© Quelle est la longueur du ressort à l’équilibre ? À l’aide de l’hypothèse concernant l’amplitude des 
mouvements, proposer des approximations sur les fonctions trigonométriques des angles et une rela- 
tion simple entre y, et 6. ( = 1 ou 2). 

© Établir les équations différentielles des mouvements des masses (en 0 (r) et 6,(r)) en appliquant le 
TMC à chacune d’elles séparément. Comment s’appelle ce type de système d’équations ? 


© Résoudre les équations, décrire les mouvements, tracer 0 (r) et 6,(8) et les comparer. 


E1 Bille dans une sphère creuse * * * > corrigé p. 303 


On considère le mouvement d’un point matériel M de masse m, dans 
une cuvette hémisphérique de rayon R et de centre O, le plan hori- 
zontal (Oxy) délimite la sphère qui se trouve au-dessous, on note (Oz) 
l’axe vertical orienté vers le haut, on travaille en coordonnées sphé- 
riques. À 1 = 0, on lance la masse à la surface (intérieure) de la cuvette 
en un point de départ tel que 0 = &, et @ = 0 et avec 0 =0 et D = ®,. 
© Donner l’expression du vecteur vitesse en f quelconque, en suppo- 
sant que le mobile reste en permanence sur la sphère. En déduire 
l’expression du moment cinétique du mobile. 





© En appliquant le théorème du moment cinétique, établir qu’une 
projection du moment cinétique sur un axe à déterminer est 
constante. En déduire que la quantité @sin” @ est une constante du mouvement que l’on déterminera. 
Quelles conséquences sur le mouvement de la masse peut-on en déduire ? ” 

Conseil : On aura intérêt à tracer un schéma plan dans (Ouz) et on utilisera une propriété de e,. 
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Conseils 


Plusieurs exercices reprennent des problèmes posés dans les chapitres 13 et 14. Le lecteur est invité à 
en profiter pour mettre en œuvre la méthode de résolution d’un problème de dynamique (voir p. 236). 
Ces solutions ayant déjà fait l’objet de longs développements dans les chapitres concernés, la résolution 
est ici plus allégée. Par ailleurs tous les produits vectoriels de moment seront écrits dans la base directe 
appropriée, ainsi on effectuera les calculs sans risque d’erreur (voir quelques « trucs » p. 297). 


4 Pendule simple/pendule rigide > énoncé p. 298 


% Outils (cadre de travail identique à la résolution p. 244) 





On rappelle les outils nécessaires à l’application du TMC : 


Cinématique : OM=fe et vw= tôe, 
Bilan des forces : nee ne , Mg =mgcos6e, —- mgsinbe, 
Moment cinétique : L,, =OMaAm = Le, Amlôe, = ml'0e. 


Remarque : Le mouvement est plan, mais le moment cinétique est orthogonal 
au plan du mouvement, trois directions sont donc nécessaires. 


Point de départ (loi physique) 
On applique le théorème du moment cinétique en O à la masse m dans le référentiel 
terrestre supposé galiléen : 


dLo _ 











TE UE _ CHEN _ (mg) 
= Moulinette à calcul 
dLo OM Fa oM e ru ss Fra ni : — 
“ = OMAT+OMaAmeg = le, A(-Te,)+le, A(mgcos6e, —-mgsin6e,) 
es sr 
de mglsin 6e, 


Bien comprendre 


Il est pertinent à ce niveau de vérifier la cohérence des calculs de moments : le calcul donne un moment nul 


pour la tension, ce qui est cohérent avec une force dont la direction passe par O. Le moment du poids est 
négatif pour un angle positif, ce qui est cohérent avec le fait que dans ce cas le poids tend à faire tourner 
le pendule selon le sens négatif (inverse du sens trigonométrique). 





dLo _ 

Tag 
On obtient donc finalement l’équation différentielle c1-dessous, identique à celle obtenue par d’autres théo- 
rèmes (voir p. 266 et p. 270) : 


0 + £sin® = 0 et 0 + 0 = 0 pour les oscillations de faible amplitude. 


La suite de la résolution et de l’analyse du problème est identique (voir p. 245) aux corrigés déjà présentés. 
Les autres exercices concernent des mouvements où le système ne tourne pas autour d’un point ou d’un axe, 
situations qui ne se traitent pas avec le TMC. 


D’après l’expression de Fe l’Oe. D'où: ml0=-mglsin0 


Bien comprendre 


On note un choix de la base cylindrique (directe !) qui apparaît aisément en prenant l’axe (Ox) vertical 
vers le bas et (Oy) horizontal vers la droite. Il n’est pas indispensable de les indiquer, mais ils aident à 


comprendre le choix pertinent de la base. 
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PA Looping — énoncé p. 298 


On travaille dans le référentiel terrestre supposé galiléen, le 
système est l’objet assimilé à un point matériel. On utilise les 
coordonnées cylindriques, c’est-à-dire qu'aux vecteurs utilisés 
p. 270 on adjoint le vecteur e, perpendiculaire au plan de figure. 
N. B. : On notera des choix conformes aux conseils donnés 
p. 297 sur les signes et l'orientation. 
Les expressions des grandeurs utiles sont les suivantes : 
OM=Re : w=Rôe, 
(Sin L,, =OM Am = Ke, A mRôe, = mR°6e. (1) 
On applique le théorème du moment cinétique à la masse m 
dans le référentiel terrestre supposé galiléen : 











HR RD Re RS UN EN lee ae Ne ire 5 = a 
de = NW, (W)+J,, (mg)=OMAN +OMAmeg=Re, ARNCNLERENracosSOE 7e sin6e,) —=-—mgksin0e, 
Or en dérivant (1), il vient : 
“a = mR'ôe. d'où:  mR°ô =-mgRsinO 


et finalement l’équation différentielle : 


ÿ + sin = 0 


En multipliant l’équation par 6 on obtient : 60 + PL sin0 =0 


1d8” _ g dcosO 
DANCE 


32 
et en intégrant : cs = ? cos0 + constante 


L'expression complète de la vitesse (détermination de la constante) passe par un théorème énergétique, car 1l 
est nécessaire de connaitre la vitesse initiale en arrivant dans la gouttière, c’est-à-dire en B, ce qui se déter- 
mine par exemple avec un TEC entre À et B. 

Les conditions du looping réussi (réaction non nulle) nécessitent d’utiliser le théorème de la résultante ciné- 
tique, le seul qui permette d’exprimer la réaction normale du support. 

Le problème ne peut donc pas se résoudre totalement à l’aide du seul TMC. 


EI Pendules couplés > énoncé p. 298 


© À l'équilibre les pendules étant verticaux, ils ne sont soumis à aucune force de la part du ressort, ce dernier 
est donc non tendu, sa longueur est alors /, comme indiqué sur le schéma. On note les grandeurs avec 
un indice i pouvant valoir 1 ou 2, le raisonnement étant identique pour les deux masses. Les angles étant 
petits, on peut écrire : 








sinO, = 6, et cosô. = 1 
mL | Tr n 
ainsi que : y, = {sin6, = (06, 
Les déplacements y, sont donc quasiment horizontaux (voir schéma page suivante). 


© Cinématique : OM. ={e. ; X,={ôe, 
do (M) _ 


Nu 
dr mLl'6.e, 


Moment cinétique :  L,,(M,)=OM;4Amvi=le nmlôe,;=mlûe et 
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Bilan des forces : 





… Le me 
IEEE y 
mg = mg(cos be. —sin0. en) 

Cas de la force de rappel élastique : la | 

force de rappel est proportionnelle à l’al- | 

longement, c’est-à-dire la différence entre 

la longueur du ressort L et sa longueur à | 

vide {. Sur le schéma on voit que la lon- F 

gueur du ressort est : 

BEC) TSX 757 

D'où F, exercée par le ressort sur M, | | 

F, =-k(5+ 2-7 Lo), = 

HG nt, : no AA 

et F = = FE, = =—k(y, — y,)e, £ | 

Le de > 


Donc F exercée par le ressort sur M : 


F,=-k(y,-y,)e, = 
—K(y; —y,)(cos6.e,, e, +sin@.e. e.) 


D TU 


(avec j = 2 s1 i = 1 et inversement) 


Bien comprendre 


L'expression de la force élastique pose souvent un problème de signe, qu’on élimine par une approche vec- 
torielle méthodique. Ic1 la représentation classique (orientation positive du ressort), vue dans les chapitres 
précédents (voir p. 250 par exemple) apparaît pour le mobile 2. On l’écrira donc prioritairement pour ce 
mobile et on prendra l’opposé de la force pour le second mobile. Pour se rassurer, on pourra vérifier que 


pour des valeurs simples, la force a bien la direction attendue (exemple pour y, >0 et y, —0, la force est 
négative, donc vers la gauche du schéma, ce qui est cohérent). Il est risqué de s’appuyer sur le schéma pour 
obtenir les signes, car selon les valeurs respectives des déplacements qu’on aura dessinés, tous les cas de 
figure sont possibles. On explicitera donc méthodiquement la longueur du ressort (L = €, + y, — y.) pour 
écrire le vecteur et on utilisera l’expression algébrique dans les calculs. 





On applique le théorème du moment cinétique en O. au point M. dans le référentiel terrestre supposé galiléen : 


UE =, +, (ng8)+) ,,E) 

Lo CON AT +O M amE+ ON AE 

do = 3; ACT e,)+ le, N(mgcos8,e, -mgsin;e,)+ le, A-K(,-y,)Sin6,e, +cos6,e,) | 
Lo 25-mgtsindre = kA(y, = y,)cos 8e: 


Soit en tenant compte des approximations proposées à la première question : 
D Nu eee à A 2 0 0 
moe = 00 ee KO(D 0") 


Expression vectorielle portée uniquement par le vecteur e, et qui se projette donc aisément : 


mlô,=-mgl8,-k{(8,-8,) soit:  m{6,+mg0, +kL/6, =kL6, 
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En écrivant à présent les équations des deux masses, on obtient le système : 





Ce système est un système couplé, car dans chaque équation figurent les deux inconnues 6 (?) et 6,(6). 


© On lève le couplage en donnant un système équivalent au précédent, formé de deux combinaisons linéaires 
indépendantes des équations, 1c1 la somme (1)+(2) et la différence (2)-(1) : 


G+8)+[#+Ee+e)-k(e+0) (ë.+8.)+£(8+0,)-0 
Soit : 
(6: à)-{$+# je. -8)- Ke —0,) C “à)-[#+2 Le. —0,)=0 


En introduisant deux nouvelles variables égales à la somme et à la différence des angles, on obtient un 
système découplé : 


$+5s-0 
2. avec : S=(8, +0,) et D=\(0"6,) 
DO D = 0 

CTI: 

Les équations sont celles d’oscillateurs harmoniques, dont les solutions générales sont : 
S = Acos(@.ft)+Bsin(œ.f 
s!) ( s) avec : nm ë et @,, = BAS, 

[D = A'cos(w,t)+B'sin(®,f) Ê { m 


À, B, A'et B' sont des constantes d’intégration déterminées à l’aide des conditions initiales : 
aa e he 0er 
[D(t=0)=06,(1=0)-06,(1=0) = 0, À 


En dérivant les solutions générales et en utilisant les conditions initiales : 
f = _Ao, sin(@,t)+ Bo, cos (&,1) H =0)=é,(=0)+0,(=0)=0=B 
e 


D =-A'o, sin(@,t)+B'@, cos(@;,f) DTÉD EL TEDENTEDETe 


Finalement les solutions S et D puis les angles : 


S+D _0 
; = 6, cos (@,f) [e = = (cos(@,f)+cos(o,)) 
et 
no L6) =D 7 = # (cos(æ,t)+cos(o,t)) 


En appliquant les formules de trigonométrie habituelles : 


0, = 6,cos ie os De t} 0,cos(@,t).cos(®,t) 





0, = -06,sin Dee sin ee t} 0,sin(o,t).sin(@,t) 


1. Mathématiquement le terme @f peut être négatif. Physiquement, on ne peut définir des pulsations négatives. 
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@, > @, donc chaque fonction @ 
est une fonction sinusoïdale de pul- 
sation @,, (oscillations) dont l’am- 
plitude varie sinusoïdalement avec 
une pulsation &, (enveloppe). On 
dit alors que les mobiles effectuent 
des battements, comme le montrent 
les courbes donnant les variations 
temporelles des angles, où sont indi- 
quées les différentes périodes (voir 
schéma ci-contre). 

Les battements ne sont pas effec- 
tués symétriquement, on voit que 
lorsqu'un mobile a une amplitude 
d’oscillation maximale, l’autre est 
minimale. 





L'’amplitude minimale de l’un T, 
correspond à l’amplitude maximale Ty = 5) 
de l’autre. 


Bien comprendre 


Les systèmes couplés, en particulier les oscillateurs, sont fréquents en physique. IT s’agit de deux ou plu- 
sieurs systèmes dont le comportement individuel est influencé par celui des autres. Ici le couplage est dû 
à la présence du ressort qui ne permet pas aux pendules d’osciller indépendamment l’un de l’autre. Cela 
transparait d’ailleurs dans le calcul, où l’introduction de l’autre variable dans l’équation d’un des systèmes 
provient du terme de rappel de la force élastique. Il existe des méthodes générales de résolution dans Îles 
cas complexes, qui passent par exemple par la détermination de valeurs propres, mais lorsque les équations 
présentent beaucoup de symétries entre les variables (ce qui est le cas 1ic1 : (1) et (2) sont invariantes par 
permutation des variables 6, et 6,) on peut souvent éviter la méthode générale. Ici on a levé le couplage à 
l’aide de combinaisons linéaires simples des équations. On retiendra cette méthode qu’on pourra appliquer 
avec profit dans d’autres domaines, en électrocinétique par exemple (voir chapitre 9, exercice n° 4 p. 145). 





E1 Bille dans une sphère creuse > énoncé p. 298 


© La vitesse d’un point en coordonnées sphériques s’écrit (voir chapitre 12 p. 216) : 
a = fe, +rôe, +rsin6@e, 
Dans le cas de ce mouvement, le point reste sur la sphère, donc 7 = R = cst. La vitesse se simplifie en : 
nv = Re, + R@sin de, 
Le moment cinétique vaut : 


L,, =OMamnv=Re, nm(Rôe, + RQ sin de,) 


D'où : |L, — mR°6e, — mR’@sin0e, 





© Le système est soumis à deux forces, son poids (vertical) et la réaction de la cuvette qui, en l’absence de 
frottement, est normale à la surface de contact. On obtient la dérivée du moment cinétique à l’aide du TMC 
appliqué au point M dans le référentiel terrestre supposé galiléen : 


(RC nr 
de = M ,,(N)+/ , (mg) 
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— 


Le plan de figure est vertical, le vecteur ep est 








da e OM nn N L OM F mg orthogonal à ce plan, donc horizontal et orthogonal à Oz. 
dre pres — _— 

ne = Re, A(-Ne,)+ Re, A(-mgcos 0e, +mgsin6e,) 

dLo 6 

mgRsin6e, (1) 





Bien comprendre 


Chaque fois qu’on évoque une grandeur (a priori variable) qui reste constante, on doit penser à utiliser la 
nullité de sa dérivée. Ici, on cherche une constante dans le moment cinétique, donc on détermine sa dérivée 


à travers le TMC. Par ailleurs 1l faut être très prudent ic1 sur l’écriture des vecteurs et de leur projection, 
étant donné la position du mobile dans un quadrant « négatif ». On pourra soit repérer les angles comme 
c1-dessus, soit faire un schéma fictif dans le quadrant x et z positifs pour écrire les forces. On obtiendra les 
mêmes expressions, ce que le lecteur est invité à vérifier. 





Par définition le vecteur e, est toujours orthogonal à (Oz) (voir chapitre 12), par conséquent la dérivée du 
moment cinétique n’a pas de composante suivant (Oz). Or si on exprime le moment cinétique en coordon- 
nées cartésiennes, On aura : 


de = d£, pe dL, ni d£, =. 


Ly=L,e,+Le,+Le, et sa dérivée : e. 











d de et dd ®* à 
Par conséquent d’après le TMC : 

LE = 0 d’où : L_ = constante 

df : 
L, est la composante suivant (Oz) du moment cinétique, c’est à dire sa projection sur cette direction, que 
l’on peut calculer par : 





—_—_— 


L,= Le, =(mR'6e,-mR'@sin0e,)e, =0+mR'@sin" 9 (ee =0 et ee, =-sin6) 


On en déduit : 
L. = mR°@sin” 0 = constante d’où : @ sin0 = constante= @sin’6, 


Dans la demi-sphère, l’angle 0 varie de 7/2 (sur le bord) à x (en bas), et sin@ varie donc de 1 à 0. sin@ 
diminue quand le mobile descend, donc pour garder constante la grandeur ci-dessus, 1l faut que o augmente 
quand le mobile descend. Or @ est la vitesse angulaire horizontale (autour de Oz), donc plus le mobile 
descend, plus il tourne vite autour de l’axe vertical, ce qui est conforme à l’expérience que l’on peut 
faire avec une bille dans un saladier par exemple. 
Remarque : Dans le cas de la bille il y a nécessairement des frottements, sinon elle ne pourrait pas rouler, 
mais son comportement concernant l'augmentation de la vitesse angulaire quand elle descend dans le fond 
de la cuvette reste comparable. 


Bien comprendre 


Il n’est pas rare qu'il soit utile de travailler dans plusieurs systèmes de coordonnées simultanément pour 
interpréter des mouvements. Cela suppose de tous les connaître parfaitement bien, de savoir les visualiser, 
les identifier et passer de l’un à l’autre. Et ces outils ne sont pas spécifiques à la mécanique, on les retrouve 
dans tous les domaines, électromagnétisme, thermodynamique, mécanique des fluides. 





Mouvements à forces centrales 





L'étude des forces centrales n'introduit pas de concepts réellement nouveaux, mais constitue une 
application des théorèmes de la dynamique (résultante cinétique, moment cinétique, lois énergé- 
tiques). Cette étude inclut le cas particulièrement intéressant des forces newtoniennes, dont la 
gravitation, qui mène à l'étude des satellites. Il est important de noter cependant que les forces 
centrales ne se limitent pas aux forces newtoniennes. Bien qu'en ce qui concerne l'étude de ces 
dernières, le programme soit limité à la trajectoire circulaire et à quelques résultats des autres tra- 
jectoires, ce thème toujours d'actualité peut faire l'objet de nombreux sujets de concours utilisant 
des développements plus ou moins poussés. À ce titre, un certain nombre d'aspects complémen- 
taires sont traités dans la partie cours et des démonstrations plus générales dans la partie exer- 
cices afin de constituer une approche plus globale et donc plus intéressante, tant dans le contenu 
que dans les outils mis en œuvre. 


ss OUTILS MATHÉMATIQUES x 


= Coniques : Une conique est une courbe plane obtenue par l’intersection d’un plan avec un cône (d’où 
son nom !). La courbe obtenue par la coupe diffère suivant les valeurs respectives de l’angle f (angle au 
sommet du cône) et de l'angle © (angle entre le plan et l’axe du cône). Attention, mathématiquement un 
cône est « double » comme un sablier : 

— a <  : hyperbole = courbe formée de deux branches d’extension infinie 

à > B : ellipse = courbe fermée d’extension finie (si & = n/2 cercle) 

— = f : parabole = courbe formée d’une seule branche d’extension infinie 


Ces courbes peuvent être aussi définies par leur équation en coordonnées cartésiennes, polaires ou par 
les distances aux foyers. Chacune de ces définitions fait apparaître des grandeurs essentielles qu’on 
rencontre même dans la littérature non spécialisée comme l’excentricité e. 


; À Ai ol 0 


um 
te - 
Ê . 










2 2 
; __ >. . ) 
« Ellipse : équation cartésienne (origine en €): + =] _ 
a b demi-petit 
équation polaire (origine en EF) : De D _— à 


demi-grand 


Relations utiles : surface S = xzab ; paramètre (p) et axes : pa = b° ve 
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OI CREME ET EEE 
1. Définition 
Définition 


La force F appliquée au point matériel M est une force centrale s’il existe un point fixe A du réfé- 


rentiel pour lequel AM est colinéaire à la force, quelle que soit la position de M. A est appelé centre 
de force. 





= Par commodité on choisit généralement de placer l’origine du repère au centre de force (O = A), ce 
qui sera appliqué dans la suite : F colinéaire à OM 


= Important : On ne traitera dans ce qui suit que les forces centrales telles que : 
= La valeur de la force ne dépend que de la distance r = OM 
æ La force est conservative et dérive donc d’une énergie potentielle, elle-même fonction unique- 
ment de r : 


F=F (r)e. F = _sradE P(r) (e. le vecteur unitaire suivant OM) 

Par ailleurs, 1l sera également implicite que le point matériel est étudié dans un référentiel galiléen 
et n’est soumis qu’à une force (ou une résultante de force) centrale. On dira alors qu’il en résulte un 
mouvement à force centrale ou à accélération centrale puisque, d’après le théorème de la résultante 
cinétique (TRC), l’accélération est colinéaire à la force, donc ici au vecteur position. Sont des exemples 
de forces centrales : 

la force de gravitation exercée par une étoile sur une planète, par une planète sur un satellite. 

æ la force électrique exercée par un noyau sur un électron, par un proton sur un autre proton. 

æ la force élastique exercée par un ressort sur un objet fixé à une de ses extrémités. 


2. Premier invariant du mouvement : le moment cinétique 
On applique le théorème du moment cinétique (TMC) en O au point matériel M dans le référentiel 
d’étude supposé galiléen : 


“0 - NW, (F)=OMAF =0 car OM et F sont colinéaires, puisque la force est centrale. 








Propriété 1 
S1 un point M est soumis uniquement à une force centrale, son moment cinétique par rapport au centre 
de force O est une constante (vectorielle). La valeur et la direction du moment cinétique sont détermi- 


nées par les conditions initiales. On dit que A est un invariant du mouvement : 
L,,(M(6)) = constante = L,,(M(t = 0)) 





Le moment cinétique, puisqu'il est constant, définit une (Oz) 
direction fixe, qui est nécessairement orthogonale aux vec- 
teurs dont 1l est le produit vectoriel, c’est-à-dire OM et w 
et, par suite, également à 4. On en déduit que, puisque tous 
les vecteurs cinématiques sont, à tout instant, orthogonaux 
à une direction fixe, 11s sont tous dans un même plan, qui 
de surcroît contient le centre de force O. La trajectoire est 
donc plane. 






Plan de la trajectoire 


trajectoire 
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Propriété 2 
Un mouvement à force centrale est nécessairement plan. Le plan qui contient la trajectoire contient 
aussi le centre de force et 1l est orthogonal au moment cinétique. 


La direction du moment cinétique étant privilégiée, 1l est naturel de se placer en coordonnées cylin- 
driques en choisissant l’axe (Oz) suivant Lo (M). Les vecteurs cinématiques du mouvement du point 
dans un plan orthogonal à cet axe pourront alors être exprimés par les seules coordonnées polaires. Le 
moment cinétique vaut : 


L,(M)=OMaAmv=re, Am(fe, +rôe,)=mr 0e. = Le. = constante 


La grandeur L est donc une constante, mais la masse du système étant généralement constante, on choi- 
sit plutôt d'introduire une nouvelle constante notée C. 


Propriété 3 






Dans un mouvement à force centrale, où l’on repère la position de M en coordonnées polaires dans le 
plan de la trajectoire, la grandeur r0° = C est une constante, appelée constante des aires. 


La surface balayé dt par le vecteur position pendant un intervalle 
de temps df est, au premier ordre, la moitié de la surface d’un rec- 
tangle de cotés r et rd6 et peut donc s’exprimer ainsi : 


_I _r-d0 
a . r.rd0 = ÿ 








La vitesse aréolaire, ou vitesse de balayage du vecteur position, est définie comme l’aire balayée par 
unité de temps, soit : 


— constante 


_dt_1 248 _r°6 
2 


Ce 
Védre — dt o r dt . pi 





Propriété 4 









Loi des aires : dans un mouvement à force centrale, la vitesse aréolaire est constante. 


On comprend a posteriori le nom donné à la constante des aires C. 


3. Second invariant du mouvement : l'énergie mécanique 


La force est conservative, donc l’énergie mécanique se conserve (théorème de l’énergie mécanique). 


Propriété 5 







Dans un mouvement à force centrale conservative, l’énergie mécanique est un invariant du mou- 


vement : E =É,+E UE CL (r,)= constante 
m C P 2 P 2 0 P\ 0 


En utilisant l’expression de la constante des aires, l’énergie mécanique s’écrit : 


E lue n=Lm(+ r0°)+E le 
Le . 2 ” p. 2 r° 


Soit : = nr , (r), avec: U fut c° E , (r) 
Oit : 2 == m ” | gU)= sm rt P( 


Où l’on sépare explicitement le terme qui dépend de r, appelé énergie potentielle effective VU y): 


FE. (Fr) 
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Or: S mi 20 d’où : E, >U,y(r) 


On déduit de l’inégalité précédente des renseignements sur la nature de la trajectoire, à partir de l’allure 
de la courbe de l’énergie potentielle effective. On distinguera le cas des états liés pour laquelle la dis- 
tance au centre de force reste limitée et celui des états libres ou de diffusion pour lesquels cette distance 
peut augmenter indéfiniment. 


Ur) Ur) 


111111, Positions possibles E,, Z Ur 
7717, Vositions impossibles E,, < U, fr 


E, h : 
Vinin V'inax Vin 
État lié État libre ou de diffusion 
Le système est piégé entre deux positions. Le système peut aller vers l’infini. 


Po ? 


Cette approche a déjà été utilisée dans le chapitre sur l’énergie (voir p. 263-264), de façon plus grossière. 
En effet, l’utilisation de l’énergie potentielle effective donne davantage de renseignements que la seule 
énergie potentielle, car l’inégalité est plus exigeante. On notera qu’en mécanique classique, les états 
libres comme les états liés sont quelconques et non quantifiés. En mécanique quantique les états liés sont 
nécessairement quantifiés (voir chapitre 7 p. 99). 


Rs POINT MÉTHODE x 
Exploiter les invariants d’un mouvement 


= Dans l’étude d’un mouvement à force centrale, la plupart des questions se résoudront en écrivant les 
invariants du mouvement : moment cinétique (ou constante des aires) et énergie mécanique. Toujours 
garder leurs expressions à portée de vue, en haut de sa feuille de brouillon ! 


Il y a plusieurs façons de les exploiter : 
= On écrit qu'entre deux positions sur la trajectoire ces grandeurs sont identiques : 





E (A) = E (B) et L,(A)=OA AM, = L,(B)=OBaAmv, 
= On écrit que la grandeur est constante, donc sa dérivée nulle : 
dE dE. = 
me —() et 0 
df df ù 
æ On écrit qu’en un point quelconque, l’invariant a la même valeur qu’au temps initial (indice |) : 
1 _— _— _—… 
b =E TV +E,(r) et LoM)=LM,)=OM, Am, 


= Les invariants du mouvement s’entendent pour une trajectoire donnée, c’est-à-dire des conditions 
initiales données. Par exemple en tout point de la trajectoire de l’ISS, le moment cinétique et l’énergie 
mécanique sont constants. Mais l’énergie mécanique et le moment cinétique d’un satellite sur son orbite 
basse initiale et ceux du même satellite sur son orbite haute définitive sont différents. 
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[ Forces centrales newtoniennes 





1. Caractéristiques 


Définition 
Une force newtonienne est une force centrale de centre O dont la valeur est inversement proportion- 
nelle au carré de la distance OM : 


— 


k a, = 
F newtonnienne — 3 €, avec OM = €. 





= Le vecteur e, ci-dessus s’entend comme celui des coordonnées sphériques, le point M pouvant a priori 
évoluer dans tout l’espace. Lorsqu'on se ramène au plan de la trajectoire, 1l se confond avec le vecteur 
du même nom de la base polaire. 


= Les forces newtoniennes peuvent être répulsives ou attractives, selon le signe de la constante k. On 
peut également choisir d'écrire —k dans l’expression de la force newtonienne. Ce choix est sans impor- 
tance en soi, mais conditionne également le signe dans l’expression de l’énergie potentielle (voir p. 311). 


électrostatique électrostatique 
OM Étoile (M ) > planète (m) | Particule charge Q — particule charge g|  Particule charge Q — particule charge g 
Planète (M,) — satellite (m) Charges de signes opposés Charges de même signe 
qQ ao 0 


e F'aec = Qq A = 16 
ATE Tr ATE,r 
F 
nature 
: 
k<0 
force attractive H=7 
force répulsive 


2. Lois de Kepler 





Tycho Brahé (1546-1601) était un astronome danois qui a réalisé une quantité impressionnante d’obser- 
vations du ciel en général et des planètes en particulier, à l’aide d’instruments de mesures sans lentilles 
(des sextants par exemple), dont beaucoup étaient de sa fabrication. Vers la fin de sa vie mouvementée, 
il fit appel au jeune Allemand Johannes Kepler (1571-1630) qui commençait à être connu dans les 
milieux savants pour ses compétences en mathématiques. Tous deux sont d’un caractère affirmé et, très 
conscients de leur valeur personnelle, s’opposent violement. Pourtant leur complémentarité (le premier, 
très fin observateur peu porté sur le calcul et le second, myope et très doué en mathématiques) aura 
raison de leur différend et, sur son lit de mort, Tycho Brahé demande à Kepler d'exploiter au mieux 
ses mesures. Kepler mettra plus de dix ans pour aboutir, mais entre 1609 et 1618, en pleine révolution 
copernicienne et alors que les tenants du géocentrisme combattent ardemment ceux de l’héliocentrisme, 
il publiera ses résultats qui tranchent définitivement en faveur de l’héliocentrisme et qui sont aujourd’hui 
toujours connus sous le nom des trois lois de Kepler. On reste admiratif devant le travail de calcul tita- 
nesque accompli par Kepler (en l’absence de toute calculatrice évidemment) à partir de la phénoménale 
série de valeurs angulaires de positions des planètes fournie par Tycho Brahé. En effet, les mouvements 
des planètes autour du Soleil, vus depuis la Terre, elle-même en mouvement sur elle-même et autour du 
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Soleil, sont très complexes. La concision de la synthèse que Kepler en tire et qui, aujourd’hui encore, 
constitue la base de tout lancement de satellite, force le respect. 


Enoncés 
1"° loi de Kepler : Les planètes décrivent des ellipses dont le Soleil est un foyer. 
2° loi de Kepler : L’aire balayée par unité de temps par le rayon Soleil-planète est constante. 


3° loi de Kepler : Le carré de la période de révolution T des planètes est proportionnel au cube du 


. . 3 GM... 
demi-grand axe a de la trajectoire : TA — constante et Newton montrera : FE = Sol 





M = Planète 





F=0 = Soleil 


Les durées des trajets d, et d, 
sont identiques, 
or d, <d, donc v., < v, 





1" loi de Kepler 2° loi de Kepler 3° loi de Kepler 


= Les lois de Kepler se généralisent à toute trajectoire fermée d’un système soumis à une force newto- 
nienne attractive. Le Soleil sera remplacé par le centre attracteur (gravitationnel ou électrostatique), la 
planète par le système en orbite. 


= Les lois de Kepler se démontrent à partir des lois de Newton de la dynamique (PFD) et de l’expression 
de la force de gravitation, également établie par Newton, ce qui est proposé dans l’exercice n° 2. Ce sont 
bien cependant les travaux empiriques de Kepler qui ont en partie inspiré Newton. La 2° loi de Kepler 
n’est d’ailleurs autre que la loi des aires démontrée au [.2. à partir du théorème du moment cinétique. 


# De la 2° loi, on déduit que la vitesse sur la trajectoire est d’autant plus grande qu’on est proche du 
centre attracteur. 


# La 3° loi permet d’obtenir une valeur de la masse du centre attracteur (le Soleil par exemple) à travers 
l’étude des trajectoires de ses satellites (voir exercice n° I p. 315). 





D'ETAT 


1. Nature des trajectoires 
La trajectoire elliptique des systèmes satellisés observée par Kepler (planètes autour du Soleil par 


exemple) n’est qu’un cas particulier. 


Enoncé 


On montre que la trajectoire d’un point matériel soumis à une force newtonienne est portée par une 





conique dont le centre attracteur occupe toujours un foyer. 


= La démonstration est proposée dans l’exercice n° 2 p. 315. 


1. La précision des mesures était juste dans la bonne fourchette : suffisante pour déterminer les lois (mécanique clas- 
sique), mais insuffisante pour faire apparaître les écarts à ces lois qui seront, 300 ans plus tard, expliqués par Einstein 
en relativité. 
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Ellipse parabole L hyperbole A /" hyperbole 


Cas d'une force newtonienne attractive k < 0 Cas d'une force newtonienne 
répulsive k > 0 


Propriétés 

= Les points suivants occupent une position particulière : 

Ellipse : P périastre et À apoastre respectivement le point le plus proche et le point le plus lointain 
du centre attracteur. 

 Hyperbole et parabole : R point à la distance minimale d’approche du centre attracteur. 


= En tous ces points (et en ces points seulement) et en tout point d’une trajectoire circulaire, le vecteur 
vitesse est orthogonal au vecteur position. 





= Cette propriété permet, entre autres, un calcul aisé du moment cinétique (voir exercice n° 3 p. 315). 


= Si l’astre est la Terre, P et A sont appelés respectivement le périgée et l’apogée (de gé = la Terre) et 
si l’astre est le Soleil, on parle de périhélie et d’aphélie (de hélios = le Soleil). 


2. Approche énergétique 


L'expression de l’énergie potentielle dans le cas d’une force newtonienne est la suivante : 


E, = -] F.dOM + cte = -[$e.tare, + rd0e, + rsin Edpe,) + cie = -] Far + cte 


D'où : E, = k +cte et l’on choisit généralement de fixer l’origine des potentiels à l’infini soit : 
nr 8 8 P 


Propriété 


L'énergie potentielle d’une force newtonienne F vaut : 


où l’on choisit Æ,(r —c)=0 





Rs POINT MÉTHODE x 
Exprimer l'énergie potentielle 


= On évitera de retenir l’expression de l’énergie potentielle par cœur et on la retrouvera plutôt rapidement 
à partir de l’expression de la force, car, selon le choix de l’écriture de la force (+ k ou — k), l’expression 
de l’énergie potentielle pourra être en + k ou — k, or l’un ou l’autre choix peuvent figurer dans un énoncé. 


= On sera également prudent dans ce calcul de l’énergie potentielle qui est une grandeur totalement 
indépendante de la trajectoire. Ainsi, 11 convient de la calculer en toute généralité, sans hypothèse sur la 
position qui est quelconque, et donc en coordonnées sphériques. 
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De l’expression de l’énergie potentielle, on déduit celle de l’énergie mécanique et de l’énergie poten- 
telle effective, définie au L.3. (voir p. 307) : 
1, 2,k_1,:2,1, C°,k ImC° k 
E ==mNv +-=-mr +=2m——+— et U.(r)==——+— 
æ 2 r 2 2 pr? pr 03 3 r 
La nature des trajectoires apparaît clairement sur les courbes d’énergie effective (même s1 cette approche 
ne constitue pas une démonstration). 


Ua) Up) 
Rjp-att E,,>0 Hyperbole Mises E,,>0 Hyperbole 
Rpar E,,=0 Parabole r 
| r 
Force répulsive (k > 0) 
E,<0 Seule l’hyperbole est possible. 
Ellipse A 


L E,, minimale cercle 7777/7171. Positions possibles E,, 2 U,/ 


77777777: Vositions impossibles E,, < U,; 
Force attractive (k < 0) 


Toutes les trajectoires sont possibles. 


= Énergie de la trajectoire elliptique 


Aux points particuliers que sont le périastre P et l’apoastre À, l’énergie mécanique est égale à l’énergie 
potentielle effective (7 =0) et a la même valeur (invariant du mouvement) pour les deux points : 





E(P=E, = 1m + k | E À |=mc° 
2 1 | RES | 2rE, —2kr, =mC° 
t puis 

Le _imC k °° 22E, -2kr, = mC° 

EURE e .. vie, -E ne Va Em PEL 

A 
En soustrayant membre à membre les équations précédentes, on a : 

2(r -r;)E, -2k(r,-r,)=0 puis: 2(r,—r,)[(r, +r,)E, —k]=0 


et en utilisant une propriété de l’ellipse (r, + r, = 2a), il vient : 


2(r,—r,)[2aE,, —-k]=0 


On en déduit que sur une trajectoire strictement elliptique (r, # r,), l’énergie mécanique vaut : 


E,, (ellipse) = . (k est nécessairement négatif) 


Soit pour un satellite de masse m en orbite autour d’un centre attracteur de masse M, : 


GmM, 
2a 





E , (ellipse) = — 
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 Vitesses cosmiques 


Lorsque le système est lié et se trouve à une distance r de son centre attracteur, 1l doit acquérir de l’éner- 
gie pour s’en échapper. Pour cela 1l doit au minimum « atteindre l’infini » avec une vitesse nulle, c’est- 
à-dire accéder à la trajectoire parabolique, dont l’énergie mécanique est nulle. On en déduit la vitesse 
nécessaire à acquérir pour se libérer de l’attraction, pour un point à une distance r donnée : 


M 2GM 
E, (parabolique) = sm — 2 = 0 d’où : We, = \ u : 


Définitions 





On définit trois vitesses particulières, dites vitesses cosmiques, pour un astre de rayon R  : 
Première vitesse cosmique = vitesse d’une trajectoire circulaire au « ras » de la surface de l’astre. 
Deuxième vitesse cosmique = vitesse de libération à la surface de l’astre. 


Troisème vitesse cosmique = vitesse de libération du système solaire à partir de la surface de l’astre. 


v = niet a Ve 1 


LE bre LE cosmique 2 R, 


Sur Terre : At = 7,9 kms”! Ne 0 — 2 ke — 13e kKns. 


cosmique 1 cosmique 2 cosmique 3 





3. Cas particulier du mouvement circulaire 


PO Lé 


Le mouvement d’un satellite en orbite circulaire a déjà été étudié 
au lycée. Il peut s’agir d’un satellite autour d’une planète, d’une 
planète autour d’une étoile... Il faut noter que le cercle n’est 
qu’un cas particulier d’ellipse. On étudie le système S de masse 
m, dont on suppose l’orbite circulaire de rayon R autour d’un astre 
O de masse M, dans le référentiel astrocentrique supposé gali- 
léen. On applique le théorème de la résultante cinétique : 











dp .. _GmM,, — 
de Le. 
M 
| . mr le (1 
soit par projection sur la base polaire : k 
mRÔ = 0 (2) 
æ de (2) on déduit que 0 = constante, donc le mouvement est nécessairement uniforme. 
. : : : M 
æ de (1) on tire l’expression de la vitesse sur la trajectoire : ax = RO = : R 0 


Propriétés 
= Le mouvement d’un satellite sur une trajectoire circulaire est nécessairement uniforme. 


= La vitesse sur une trajectoire circulaire est d’autant plus grande que le rayon est faible. 


= La vitesse de satellisation est indépendante de la masse du système, ce qui permet de positionner 
plusieurs satellites sur la même orbite (et heureusement pour les satellites géostationnaires !). 


we (cercle) - (7e = constante 
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= On peut retrouver le fait que la trajectoire circulaire est nécessairement uniforme : 

= Par application de la loi des aires : deux arcs de mêmes angles sont parcourus en un même temps, 
puisqu'ils balayent la même surface. Cela étant vrai quelles que soient la position et la dimension de l’arc 
sur la trajectoire, on en déduit que la vitesse est la même en tout point du cercle. 

æ Par un raisonnement énergétique : l’énergie mécanique est constante, or elle est la somme de l’énergie 
cinétique et de l’énergie potentielle. Cette dernière est une fonction de r, grandeur 1ic1 constante. Donc 
toutes les énergies (mécanique, potentielle et cinétique) sont nécessairement constantes sur cette trajec- 
toire. La vitesse est alors constante. 


M GmM 
E,. (cercle) = EXCLU cst, |E,(cercle) = 0 es| |E (cercle) = 
. 2 R : R “ 2 


# On peut établir une version « faible » de la 3° loi de Kepler pour des trajectoires circulaires. Le mou- 
vement étant uniforme la distance parcourue sur un tour est liée à T la période de révolution par : 


IGM . GM 3 GM 
2T7R =NT =T x 2 soit en élevant le tout au carré: 4x°R° = nn puis : = = Pr 
7 


Qui se généralise en remplaçant le rayon par le demi-grand axe de l’ellipse (la démonstration rigoureuse 
est proposée dans l'exercice n° 2 p. 315). 











VERS LA COLLE cm 





Questions de cours 

= Force centrale : définition, propriétés du mouvement, invariants du mouvement. 

Fi Énergie effective, état libre, état lié. 

= Force newtonienne : définition, exemples, étude énergétique et trajectoires, vitesses cosmiques. 
= Lois de Kepler : énoncés, conséquences, énergie de la trajectoire elliptique, points remarquables. 


sm Cas du mouvement circulaire : étude et propriétés, 3° loi de Kepler. 


Erreurs à éviter 


s L'expression de l’énergie potentielle doit être calculée de façon générale et non en tenant compte d’une 
trajectoire particulière. 


= Le centre attracteur n’est pas au centre de l’ellipse, mais en son foyer. 


s Une force centrale n’est pas une force dirigée vers l’origine du repère, mais vers un point fixe qu’on 
choisit de ce fait comme origine. 


# Une force centrale n’est pas nécessairement newtonienne (voir exercice n° 4 p. 315). 


# Ne pas confondre altitude d’un satellite et rayon de sa trajectoire dans les calculs. 


Quelques « trucs » utiles 

a L'utilisation des invariants permet toujours de résoudre les problèmes (voir en particulier exercice 
n° 3 p. 315). 

x C’est parce qu’on choisit généralement l’énergie potentielle nulle à l’infini que la trajectoire parabo- 


lique a une énergie nulle, la trajectoire elliptique une énergie négative et la trajectoire hyperbolique une 
énergie positive. Un autre choix décalerait les courbes d’énergie de la valeur de référence. 
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D Z E XERCICES 


KE Quelques satellites * — corrigé p. 317 


© Déterminer l’altitude d’un satellite géostationnaire. En déduire la période de révolution de l’ISS qui 
gravite à 400 km d’altitude. M, = 6,0.10* kg ; R,.= 6400 km. 


© Les périodes et rayons des trajectoires [Jo | Europe | Ganymède | Callisto 


(circulaires) des satellites galiléens de Rayon 
: 421 800 671 100 1 070 400 1 882 700 
Jupiter figurent dans le tableau ci-contre. (km) 


En déduire la masse de Jupiter. 42 h 29 min | 85 h 14 min | 171 h 43 min | 400 h 32 min 
Trajectoires non circulaires et lois de Kepler * * > corrigé p. 317 


© Exprimer les vecteurs cinématiques en coordonnées polaires pour un mouvement à force centrale. 





@ On cherche à éliminer le temps de ces expressions. En utilisant la constante des aires C d’une 
part et en introduisant la variable plus commode uv = 1/r, montrer que la vitesse peut s’écrire : 


w=-CUe +Cue, (B) 


© Établir de la même façon l’expression (B,) de l’accélération en fonction de u, ses dérivées et C. 

© En utilisant (B,), établir l'équation différentielle du mouvement vérifiée par u(0) pour un système de 
masse mn soumis uniquement à la force gravitationnelle d’un centre attracteur de masse M. 

© Résoudre cette équation et montrer que l’on obtient l’équation polaire d’une conique 


© En utilisant la loi des aires et les propriétés de l’ellipse, démontrer la 3° loi de Kepler. 


El Orbite de transfert * * — corrigés p. 319 


On désire transférer un satellite d’une orbite circulaire basse de rayon À sur une orbite circulaire haute 
de rayon R,. Pour cela, et à l’aide d’un bref allumage de réacteur, on modifie brutalement la valeur de la 
vitesse en un point M de la trajectoire basse, sans modifier sa direction. On note vw. et v, les vitesses 
des trajectoires circulaires, w la vitesse modifiée en M. 


© Sachant qu’on opérera une manœuvre identique lorsque le satellite atteindra l’orbite haute en M,, 
déterminer sans calcul l’allure de l’orbite de transfert et la schématiser. Exprimer 1. et w.. 


@ Etablir à l’aide des invariants du mouvement, deux relations simples entre rw la vitesse à conférer en 
M. et w. la vitesse atteinte lors du raccordement en M. 


© En déduire les expressions de vw; et w,. Faudra-t-il accélérer ou ralentir en M, ? Commenter. 


E Mobile accroché à un ressort (d'après Enstim 2002) * * * — corrigé p. 321 


Un palet M de masse m, accroché à l’extrémité d’un ressort de longueur à vide £,, de raideur k, et dont 
l’autre extrémité est fixée en O, peut se mouvoir sans frottement dans le plan horizontal (Oxy) (table à 
coussin d’air par exemple). On considère deux situations initiales : a) À t = 0, le ressort est maintenu 
dans la direction (Ox), la masse écartée d’une longueur £ = 1,2 4, puis l’ensemble est lâché sans vitesse 





initiale. b) À 1 = 0, position initiale : OM, = Le. et vitesse initiale à, = {,&@,e. 
© Montrer que le moment cinétique par rapport à O est constant et donner sa valeur dans chacun des cas 
a) et b). En déduire la nature du mouvement a) et établir son équation horaire. 


© L'énergie mécanique est-elle constante ? L’exprimer en introduisant l’énergie potentielle effective 
U.,(r). Tracer U .(r) et en déduire les positions possibles du mobile selon les conditions initiales. 


© Discuter la possibilité d’un mouvement circulaire. 
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Résolution de problème : Construire une étoile noire ? Las. — corrigé p. 323 





DocuMenT 1 : L'Étoile Noire ou Étoile de la Mort 


Dans l’épisode IV de la saga « Star Wars » de George Lucas, sorti en 1977, Dark Vador, commandant de l'Étoile Noire (une 
immense base spatiale de la dimension d’une petite lune), détruit en une seconde et à l’aide d’une impulsion laser, la planète 
habitée Aldorande, laquelle vole en éclats qui se dispersent dans l’espace. Les héros détruiront cette base, mais, dans l’épisode 
VI, une autre base encore plus grande est construite. Dans un article consacré à la « physique de Star Wars » le chercheur en 
astrophysique français Roland Lehoucq, en se basant sur les situations des films et sur des critères de planétologie, évalue le 
rayon de la seconde Étoile Noire à 375 km. 

En novembre 2012 une pétition signée par 35 000 personnes a été adressée au gouvernement américain pour obtenir des 
fonds et des ressources afin de commencer la construction d’une base identique en 2016 (en raison d’une loi récente, 
ces signataires sont en droit d’attendre une réponse argumentée des experts du gouvernement américain). Le responsable 
de la section science et espace du bureau du budget de la Maison Blanche a répondu quelques semaines plus tard par la 
négative, en avançant des critères économiques et, plus particulièrement, une estimation du coût de l’opération s’élevant à 
850 000 000 000 000 000 dollars. 


DOcuMENT 2 : Laser et puissance 


Le laser le plus puissant jamais fabriqué est en cours de réalisation à Saclay (France), c’est un laser à impulsions ultra-courtes 
(15 fs), qui porte le nom d’Apollon. Il n’a pas pour but de détruire des planètes, n1 qui que ce soit, mais d’étudier l’interaction 
matière/rayonnement dans des conditions extrêmes de température et de pression. La France est actuellement très largement 


leader sur le marché des lasers de très haute puissance. 
Quelques valeurs de puissance : 


Laser Apollon (puissance crête) Puissance émise par le Soleil 
10 PW 1,5 GW 4.10% W 


DocuMEnNT 3 : L'acier 


L’acier est un alliage de fer et de carbone. La quantité de carbone dépasse rarement 2 %. Quelques additifs, chrome, nickel, 
molybdène, silicium par exemple, peuvent être ajoutés (qui ne dépassent pas quelques %) pour former différents aciers de 
propriétés adaptées aux divers besoins. La plupart des bâtiments ont une structure en acier. Quelques valeurs concernant 
l’acier sont rapportées dans le tableau suivant. 


Mae biniane Prix de l’acier Production annuelle mondiale 
q sur le marché mondial (2015) (2015) 
8000 à 9000 kg.m* _ 
selon les alliages 500 dollars/tonne 1,8 milliard de tonnes 


Données complémentaires : 
L'énergie potentielle de cohésion gravitationnelle d’une sphère homogène de masse M et de rayon R est 
l’énergie de constitution de la sphère qu’on « fabrique », en amenant successivement depuis l’infini des 


ee | | ) | __ 3GM° 
éléments de masse qu’on ajoute progressivement. On peut montrer que cette énergie vaut: £»— Dar 


Vitesse de libération à la surface d’une planète de masse M et de rayon R : vw, =, GA 


kR 
Consommation annuelle d’énergie sur Terre : 5,5.10°° J/an. 





N. B. : D'autres données pertinentes figurant dans la base de données p. 651-657 peuvent être exploitées. 


Problème à résoudre : Peut-on envisager de construire l’Etoile Noire en termes de puissance de tir, 
de coût de fabrication et de durée de construction ? 
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Mouvements à forces centrales 


Conseils 


Les exercices n° I et n° 3 sont basiques et classiques, l’exercice n° 2 permet de démontrer les résul- 
tats généraux et le n° 4 présente une force centrale non newtonienne. Les forces étant centrales, on 


aboutit généralement aux résultats en utilisant les lois de Kepler et les invariants du mouvement. Les 
règles de présentation d’un exercice de mécanique sont toujours à mettre en œuvre naturellement. 





1 Quelques satellites > énoncé p. 315 


© On utilise ici la 3° loi de Kepler appliquée aux satellites autour de la Terre. Un satellite géostationnaire reste 
toujours à la verticale du même point de la Terre, sa période est donc de 24 heures : 


. 24 2 
ROM qe _[ 667.107 x6,0.10% x[24x 3600) | Pr 
47° AT | 


Soit un rayon d’environ 42 000 km, ce qui correspond à une altitude d’environ 36 000 km (ordre de gran- 
deur à connaître). En appliquant la 3° loi entre l’ISS et le satellite géostationnaire on obtient : 


R° Le R° 3 
= À soit : RES Le —#$ = 24 CNE EE nec min 
Res Îles R°, \Ÿ 42000 


L’ISS effectue une orbite en environ une heure et demi, ce qui n’est pas étonnant, car elle est beaucoup 
plus proche de la Terre que le satellite géostationnaire. 





© On trace à la calculatrice (ou l’ordinateur) la courbe 4° = f{T?) avec les 4 couples de valeurs du tableau. On 
obtient un excellent accord de modèle linéaire et le coefficient directeur de la droite vaut : 


= 321 10m sravec a = 01 
On en déduit, d’après la 3° loi de Kepler, la masse (correcte) de Jupiter : 
L GM, 
AT” 


2 Trajectoires non circulaires et lois de Kepler > énoncé p. 315 


© Les vecteurs cinématiques en coordonnées polaires sont les suivants (voir chapitre 12 p. 216) : 





d’où : 





———— — £ — Ta  — , — . 2 — : . . — 
OM = re, ; we =re,+r0e, ; a=(r-r0" )e, +(2r0 +r0)e, 
 ——— —— 
=) 
Dans le cas d’un mouvement à force centrale, l’accélération est aussi centrale, donc radiale, ce qui signifie 
que sa composante orthoradiale est nulle (notons que l’on peut aussi retrouver ce résultat en écrivant que 


la dérivée de la constante des aires C est nulle). 


© On cherche à éliminer le temps, on introduit donc explicitement la dérivée par rapport à # dans la première 


coordonnée de la vitesse : 
sieurs cree où l’on a utilisé : C=r°0 
dt dO dt d6 r° dO 


On utilise la variable w proposée dans l’énoncé : 





r= Ce Air CAE du _ d({/r) _d(1/r) dr __ 1 dr 
r” dO d0 dO d0 dr d6 r° dO 
La seconde coordonnée s’obtient aisément : 
rÔ = Le 07: et finalement : nË = -C de, “ Cue, (B.) 
r 
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© Le plus simple consiste à utiliser ce qui précède : 
: : 2 
. _dF _ dr d8 _ d -ch)e cu d'u 


dt do0dæ d6\ “46/; d0° 


2 


2) 
r@? = [£) = C°y° et finalement : 
r 





© On applique le théorème de la résultante cinétique au point matériel de masse m soumis uniquement à la 
force de gravitation exercée par l’astre de masse M dans le référentiel astrocentrique supposé galiléen : 


ma=F = SM 





2 > 
r 


Soit, en utilisant ce qui précède et la variable w dans l’expression (B,) : 














2 M. _ 2 ee _ 
mä =-mC'u cure e =-GmMue, : = C: ce e.=GMe, 
dô dô 

Après simplification et projection sur la direction radiale, on obtient l’équation différentielle (polaire) du 
mouvement : 

d'u __ GM 

DIU 
dO C 
© L’équation est celle de l’oscillateur harmonique avec un second membre non nul. La solution est donc : 
= D rone + Moore 73 Acos(6 a) P) + a 


Où l’on fera attention de respecter la variable (u est fonction de 0 et non de t) et on notera que la constante 
habituellement appelée &, est ici égale à 1 dans l'équation différentielle. La solution u(6) conduit à l’ex- 
pression de r(6) l’équation polaire de la trajectoire : 


1 l : C?/GM 


D CM | À cos(0 + @) E 1+(AC°/GM )cos(6 + @) 


Ce 


SE ee MO eric 
1+ecos(0 +) | PGM . GM 


La courbe obtenue est donc une conique. À et o sont des constantes d’intégration, donc elles dépendent 
des conditions initiales. Or l’excentricité e dépend de ces conditions. Ainsi la nature de la conique qui est 
directement liée à la valeur de e (voir outils mathématiques p. 305) est déterminée par les conditions du 
lancement, ce qui n’est pas surprenant, car cohérent avec les considérations énergétiques. Le paramètre p 
dépend aussi des conditions initiales, car la constante C en dépend. De même @ dépend des conditions 
initiales et donnera l’orientation des axes de la trajectoire, qui dépendent de la direction du lancement. On 
peut toujours changer les axes de façon à obtenir @ = 0. 








Bien comprendre 


En général en mécanique, on travaille sur une équation différentielle dont les inconnues sont les expres- 
sions des coordonnées en fonction du temps et dont la résolution fournit donc les équations horaires. On 
obtient ensuite l’équation de la trajectoire en éliminant le temps entre ces expressions. Ici, à l’aide des rela- 
tions (B.) et (B,), appelées formules de Binet, on élimine d’abord le temps de l’équation différentielle qui 
devient une équation différentielle entre les coordonnées, dont l’intégration fournit directement l’équation 
de la trajectoire. Dans ce type de mouvement en effet, les équations horaires sont souvent peu utiles. Il 
existe d’autres méthodes classiques pour obtenir l’équation de la trajectoire (vecteur excentricité, méthode 
de Runge-Lenz...) qu’on pourra rencontrer dans les problèmes. Notons que l’on a ici démontré que la 
trajectoire est une conique (et par suite la 1® loi de Kepler), que la démonstration est valable pour toute 
force newtonienne et qu’elle ne fait appel qu’à des outils connus. 
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© La vitesse aréolaire, par définition égale à la surface balayée par unité de temps, est liée à la constante C. 
Comme cette vitesse est constante, on peut écrire qu’elle est égale au rapport de l’aire balayée par la durée 
du balayage (comme pour un mouvement uniforme). Donc en particulier le rapport de la surface totale S 
de l’ellipse par une durée égale à 7, la période de révolution du satellite : 

LD = . = = d'où 7 
En élevant au carré, puis en utilisant les propriétés de l’ellipse et l’expression obtenue dans la question 
précédente pour le paramètre p, 1l vient: 


— St et en particulier : 5, = ST 





és _ à GM 
Se = nt d OU : (xzab) = ST = ul 
3 
Or : b = a d’où : a _GM 
d T° 4x 


Où a et T' sont respectivement le demi-grand axe et la période de révolution d’un satellite autour d’un centre 
attracteur de masse M. On a démontré la 3° loi de Kepler (en toute généralité, pas uniquement sur le cercle). 


Bien comprendre 


Finalement le théorème du moment cinétique a permis de démontrer la 2° loi de Kepler (cours) et le 
théorème de la résultante cinétique les deux autres (ci-dessus). Les lois de Kepler, au départ empiriques 
(issues sans démonstrations de mesures sur quelques planètes) sont donc des conséquences des lois de la 
dynamique et, à ce titre, valables pour tous les corps en orbite du fait d’une force newtonienne. 








Orbite de transfert > énoncé p. 315 


© Sur la trajectoire circulaire basse, la vitesse est en tout point tangente 
au cercle, donc au vecteur position TM. Si l’on modifie l’énergie 
(en accélérant) on modifie la trajectoire qui sera nécessairement une 
conique. Le but n’étant pas d’échapper à l’attraction de la Terre, on 
obtiendra forcément une ellipse. La direction de la vitesse en M n’est 
pas modifiée, on sera donc en un point particulier de l’ellipse où la Orbite 
vitesse est orthogonale au rayon vecteur. En M, on réitère le même ue ” 
type de manœuvre pour se retrouver sur une trajectoire circulaire, la 
vitesse doit donc être orthogonale au rayon vecteur également. Entre 
M et M, le satellite parcourt une ellipse, or les deux seuls points où la a 
vitesse est orthogonale au vecteur position sont le périgée et l’apogée. 
M. étant plus proche, c’est le périgée et M, l'apogée. La trajectoire de 
transfert a donc l’allure donnée sur le schéma. 


Orbite 
haute 









Orbite : 
: basse ! 


Les vitesses (nécessairement constantes) sur les trajectoires circulaires sont (voir cours p. 313) : 


et 





© Le moment cinétique et l’énergie mécanique sont des invariants du mouvement, dont les expressions géné- 
rales en un point de la trajectoire elliptique sont : 


—  — > GmM 
DNS et E,=E+E,=5mu"- : 





r 
Où l’on peut détailler le calcul de l’énergie potentielle dans lequel on choisit une référence d’énergie nulle 
à l’infini. (On rappelle qu'ici O = T, le centre attracteur de la force centrale) : 
: | —-GMM/;, GmM, 
2 
r 


de — 4, — — — —GmM 
Ep = | F.dOM +cte = e, (dre, +rd6e, +r sin Üd@pe, )+cte = = | CM Gp + cre = 
r 
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Bien comprendre 


Les invariants le sont sur une orbite donnée, ici l’ellipse de transfert. Ces grandeurs sont différentes des 
valeurs prises sur les trajectoires circulaires, qui sont elles-mêmes constantes, tant que le mobile reste sur 
sur la même trajectoire. 





On écrit que le moment cinétique est identique en M et en M, (position où TM et à: sont orthogonaux) : 
L,M,)=TM Ami =Re. 1Amv'e, =mRv'e. 
IT 1/7 1 1 la 1 781 lès DS € EE 2 
es _—. Se ns Fe d’où : Ru =Rk,v., 
[L;r(M,)=TM, AMV, = Re, Amen = mR,Ve, 
On écrit que l’énergie mécanique a la même valeur en M et en M, : 


1 2 GMM, ! » GmM 
E,(M)=5 mur R L = RARE = R L 
Îl 2 








= Ë (M) 


Soit le système d’équations permettant d’obtenir les vitesses aux points M et M, : 


R\V=R,v, (1) 


vu EEE (2) 





© On obtient l’une des vitesses en fonction de l’autre dans (1) qu’on remplace dans (2) : 





2 2) 2 
R l Il RON 12 kR; æ ft = je, cu 6 
Ep 12 _ their” d’où : AE | © | =2GM 
(ee Ë | de, 2GM, . R, | 1 R° T RR, 
IN but 26GM..R 
Ag 2 = 2GM, L et finalement : de — Rene 
: . RE) 


Les équations (1) et (2) étant invariantes par permutation entre les grandeurs indicées 1 et celles indicées 2, 
on obtient la seconde vitesse en inversant les rôles des indices soit finalement 





Les valeurs des vitesses montrent qu’il faut effectivement accélérer en M. (vw, >.) pour passer sur l’orbite 
elliptique et qu’il faut également accélérer à nouveau en M, (w;, <:,) pour passer sur l'orbite circulaire 
haute. 


Bien comprendre 


La vitesse finale sur la trajectoire circulaire de l’orbite haute est inférieure à la vitesse initiale sur la trajec- 
toire circulaire de l'orbite basse (x, < v:.), pourtant il faut accélérer deux fois pour atteindre cette orbite. 
En fait sur l’orbite elliptique, le système gagne beaucoup d’énergie potentielle et son énergie cinétique 
décroît fortement, plus qu’il ne faut, d’où l’accélération nécessaire en M.. La plupart des satellites sont 
ainsi montés en orbite finale à partir d’une orbite basse où 1ls sont déposés par le lanceur (fusée). En 
général la manœuvre s’étale sur plusieurs révolutions, une petite accélération à chaque passage à l’apogée 
(grâce au moteur d’apogée) finit par circulariser la tragectoire comme sur l’exemple de l'illustration page 
suivante. 
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POSITIONING SEQUENCE: as planned 


110) SUN (ON SU EU INS DA EN R 


Drift & fine Station 
Acquisition Manoeuvres 


(DAY 7-9) 
(DE) 


1st Sun 
Acquisition 


SENENSS ENENEER 


Solar Array 
Partial Deploynents _ : 
a 
Apogee Boost { 

Attitude 


aa 


(DAY 2) IS AEF at Apogee 3 


(DAY 3) 2d AEF at Apogee 5 
614 m/s 

1h 34 mn 

619 kg 

(DAY 5) 3Ÿ AFF at Apogee 8 
359 m/s 

48 mn 

409 kg 


TER | pres 
72 mn < __— 
617 kg - 

+ 


Geo-Transfer Orbit 
Perigee altitude 1376 km 1 = 0° 
Period = 10.9 h 


intermediate Orbit 
Perigee altitude 6550 km i = 0° 


10 Reflectors 
Deployment 


(DAY 6) 


KRREKS 88 (RE 


Solar Arrays 
Total Deployment 


Period = 12. 6h . ÿ 


intermediate Orbit 2 
Perigee altitude 20 580 km 1 = 0° 
Period = 17.7h 


(DAY 5) 


Mise en orbite géostationnaire (circulaire) à partir du largage par le lanceur sur l'orbite la plus excentrée 
(document réalisé à partir d'une mission réelle) 





E1 Mobile accroché à un ressort — énoncé p. 315 


© Le mobile est étudié dans le référentiel terrestre supposé gali- 
léen. Le système est astreint par le support à se déplacer dans le 
plan horizontal, dans lequel on utilise les coordonnées polaires. 


OM = le. : = le +(0e, 
a=(Î-16")e +(210+1b)e, 
 ————  — 


= 0 


Cinématique : 


—_— 


Bilan des forces : N=N e. mg = —mge, 


F=-k(L—0,)e, 





N. B. : Sur le schéma, les forces orthogonales au plan ont été dessinées à coté de M pour une meilleure 
lecture. 

. mä=F+N+mg se projette sur (Oz) en : N +mg = ( 

La résultante des forces se limite donc à la force élastique, orientée suivant (OM) en tout point, ce qui 


implique que le mouvement est à force centrale de centre O. Le moment cinétique est donc constant 
(démonstration dans le cours à savoir refaire) et s’exprime comme suit (avec r =! ): 


L,,M)=OMaAm = Le, Am(le, +(0e,) = ml"0e. =mCe. (1) 


Le théorème de la résultante cinétique 
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La valeur du moment cinétique se détermine en un point quelconque de la trajectoire, par exemple à la 
position initiale : 


a) L,,, (M) =OM, Am, = Le, AD=0 soit : C=0 
b) L,,,(M)=OM, AM, = Le, Aml,®,e, = ml0,e, soit : D =, 
Dans le cas a) : 
mlôe. =0 d’où : ô=0 d'où: @=cste=0(t=0)=0 


Le mobile reste sur l’axe (Ox) et son mouvement est nécessairement rectiligne. 
On obtient l’équation différentielle du mouvement avec le théorème de la résultante cinétique : 


ma=-k(£— 4e. 
d’où: m=-k({-4,) Soit:  X+@2X=0 AMECS MONET QE 5, = JE 
m 
On reconnaît un oscillateur harmonique classique dont les conditions initiales sont : 


MED) LE 7 DEC = 0) = DreSte 
La solution s’écrit donc : 


X = Acoso,f + Bsin,f = 0,24, cos æ,t d’où: |{—=£4,(1+0,2cos;f) 


Soit un mouvement rectiligne sinusoïdal entre les deux positions du ressort 0,84, et 1,24, 





Bien comprendre 


A ce stade du cours de mécanique, 1l faut savoir poser un problème et le résoudre dans son intégralité sans 
attendre des questions détaillées de l’énoncé et en exploitant tous les théorèmes connus. 


© La résultante des forces est la force élastique qui est une force conservative. L'énergie mécanique est donc 
un invariant du mouvement. L’énergie potentielle se calcule comme suit (7 = L ) : 


be | F.dOM+cte = = | —k({-L1,)e,.(d£e, +{d0e,+dze.)+cte = 1(L—1,) +cte 


On choisit la référence de l’énergie potentielle lorsque le ressort est à sa longueur à vide (force nulle), ce 
qui annule la constante. L'énergie mécanique vaut : 


E =Lm +E,(0 = 1m ++ Lace 2 ÿ =Lméslm + 2Lg(e 0 ÿ 
m2 DE 2 Hope 0 
UE (DC) 
To DR E peff 
avec : 
1 _C° 1 2 
UD = ge + KG 4) 


L'énergie potentielle effective forme 
un puits de potentiel car elle tend 
vers l’infini en 0 et en l’infini. On Fe 


obtient le tracé ci-contre. Quelle que | 
soit l’énergie mécanique du mobile, rt 
il sera dans un état lié ce qui signi- j 


fe qu’il évolue entre deux positions Émin Émax 
extrêmes (comme établi pour a)). Ce 
résultat est indépendant des conditions initiales. 


© Pour un mouvement circulaire, la vitesse doit être en tout point orthogonale au rayon vecteur, donc en 
particulier à l’instant initial du lancement (comme en b) par exemple). Le rayon de la trajectoire est tel 


Er Physique-Chimie MPSI 


Mouvements à forces centrales 





que : r = { = constante ={(f = 0) = {,, D’après le premier invariant, (1) on en déduit que la vitesse angulaire 
Ô est aussi constante, donc que le mouvement est nécessairement uniforme. L'énergie mécanique est le 
second invariant du mouvement, donc sa dérivée est nulle. Par ailleurs sur une trajectoire circulaire, le 
terme LUS est nul. En utilisant toutes ces conditions, 1l vient : 





GP CN es 

EEE D EE ds 
dE, Co) : su ut 
3 Pong me SUR PMP 





Pour que cette relation ait un sens, /, doit être positif, d’où la condition supplémentaire : ©, < @, 

En définitive, pour obtenir un mouvement circulaire 1l faut que le lancement se fasse avec une vitesse in1- 
tale orthogonale à la direction du ressort, que la vitesse de lancement soit suffisamment faible (©, < ©,) et 
que la vitesse de lancement et la longueur du ressort initiale vérifient la relation (3). 


Bien comprendre 


s Notons qu’un invariant peut être dérivé par rapport à une variable quelconque du problème (ici 
r = {) et pas nécessairement par rapport au temps. 


s La trajectoire circulaire correspond au cas où l’énergie mécanique est égale à l’énergie potentielle effec- 
tive et prend la valeur minimale. C’est donc aussi le minimum de l’énergie effective. 


= Cette question ouverte nécessite de bien maîtriser le sujet des forces centrales ainsi que la notion d’in- 
variant. Il faut noter cependant que ce problème reste assez théorique, en effet un tel dispositif est très 
instable, le ressort ne restant pas rectiligne dans la pratique. 





Résolution de problème : Construire une Étoile Noire ? > énoncé p. 316 





Puissance de tir 


On choisit pour la planète Aldorande les mêmes caractéristiques que celles de la Terre pour faire le calcul 
(M = 6.102 kg, R = 6400 km). Évaluer la puissance de tir consiste à déterminer la puissance du laser ayant 
détruit Aldorande. II faut donc estimer l’énergie E. nécessaire à la destruction de la planète et à la dispersion 
de ses débris dans l’espace. Cette énergie doit compenser l’énergie FE, de cohésion gravitationnelle de la pla- 
nète. S1 elle est exactement opposée, alors on réalise l’opération contraire de celle décrite dans la définition 
de l’énergie potentielle gravitationnelle de la sphère : on détruit la sphère et les débris partent jusqu’à l’infini 
où 1ls arrivent avec une vitesse nulle. Cela signifie, entre autres, que la vitesse des débris au moment de la 
destruction sera la vitesse de libération, soit une valeur d’environ 10 km/s (voir cours ou refaire le calcul). Il 
faut donc fournir l’énergie suivante : 


2) 
nee oo 


“1 espare 2.10° J_ Soit une puissance pour un tir d’une durée de 1 s égal à : P, = 2.10 W 


On peut comparer cette valeur aux diverses données. En termes énergétiques, l’énergie du tir correspond à la 
consommation mondiale (actuelle) pendant 4.10!" ans, soit pendant 400 milliards d’années dans un univers 
qui en a moins de 15 milliards et sur une planète dont l’espérance de vie est environ 5 milliards d’années.…. 
L'énergie du tir est aussi comparable à l’énergie totale émise par le Soleil (pas seulement la partie infime qui 
arrive sur Terre) pendant presque une semaine : d’après les données le Soleil émet 2.10% J par seconde, il 
émet donc 2.10*° J en un peu moins de 6 jours. On peut aussi faire tourner 3 millions de réacteurs nucléaires 
pendant un milliard d'années... Bref c’est un peu long et coûteux. 

En terme de puissance, le Laser Apollon a une puissance de 10 PW = 10!5 W. Celui de l'Étoile Noire doit être 2.101 
fois plus puissant qu’Apollon. Cela équivaut à dire que tous les habitants de la Terre devraient utiliser simultané- 
ment chacun environ deux à trois millions de lasers Apollon pour atteindre la puissance du tir de l'Étoile Noire. 


Partie 2 - Mécanique ER 


Mouvements à forces centrales 





N. B. : La conclusion de Roland Lehoucg dans son article est encore plus pessimiste. 


Cette valeur gigantesque n’est qu’un minimum car, dans cette hypothèse, les débris de la planète se répandront dans l’espace 
à une vitesse proche d’une dizaine de kilomètres par seconde. Il faudra donc attendre des heures avant de constater les effets 
de la frappe. C’est bien connu, Dark Vador est impatient. Les jolis effets pyrotechniques qu’il aime à contempler depuis son 
destroyer interstellaire ne peuvent être obtenus que si son turbo-laser fournit une énergie supplémentaire, nécessaire pour 
assurer aux débris une expansion rapide. En visionnant le film image par image, la vitesse d’expansion des parties externes 
de la planète peut être estimée : elle est proche de 10000 kilomètres par seconde. L’énergie nécessaire pour cette violente 
explosion est un million de fois plus grande que la valeur fixée précédemment. La puissance que doit fournir le générateur 
principal de l’Etoile de la Mort pour produire une telle énergie en quelques jours est tout simplement phénoménale : plusieurs 
millions de fois supérieure à la puissance lumineuse que rayonne le Soleil. D’où peut bien venir une telle puissance ? Inutile 
de penser à des réactions chimiques, comme la combustion, ou aux réactions de fission nucléaire comme celles qui alimentent 
les centrales EDF. Même les réactions de fusion thermonucléaire qui se déroulent au cœur des étoiles ont un rendement trop 
faible pour les basses œuvres de l’Empire. S1 les étoiles sont si brillantes, c’est avant tout parce qu’elles sont très grosses. Une 
étoile un million de fois plus brillante que le Soleil a une masse environ 50 fois supérieure, trop importante pour la faire tenir 
dans l’Étoile de la Mort. La seule solution « raisonnable » au regard de la physique connue serait que l'Etoile de la Mort 
extraie son énergie d’un trou noir en rotation rapide. C’est dire s1 les ingénieurs de l’Empire sont vraiment forts. 

Source : http:/www.futura-sciences.com/magazines/matiere/infos/dossiers/d/physique-secrets-star-wars-63 1/page/4/ 





Coût et durée de construction de l'Étoile Noire 

On suppose la base constituée essentiellement d’une structure en acier. Cependant ce n’est pas de l’acier mas- 
sif et on peut évaluer à 10 % le volume de la structure par rapport à celui des espaces habitables. La densité 
de ces derniers étant négligeable devant celle de l’acier, la densité moyenne peut être choisie à un dixième de 
celle de l’acier. La forme sphérique de la base (rayon r) permet d’estimer son volume : 








Ar eee de 
— TU Soit une masse d acIler : M). — 2 ; 
Étoile Noire 3 ee 10 Etoile Noire 10 3 


3 
PL Pécier \/ = Pre Arr = 210 kg 


En conséquence la masse d’acier nécessaire est de 107 fois la production mondiale annuelle, ce qui nécessite 
de mobiliser la totalité de l’industrie pendant 10 millions d’années pour un coût de production (au taux actuel) 
d’environ 10° dollars. Même en ne construisant que la première version de l'Étoile Noire (un peu plus petite) 
et même en imaginant un substantiel rabais de l’industrie de l’acier pour une commande aussi importante, si 
l’on ajoute ce coût à celui de l’assemblage, des équipements (forcément très sophistiqués) et de l’aménage- 
ment (nécessairement high tech) intérieur, on obtient vraisemblablement une valeur encore très supérieure au 
prix déjà faramineux avancé par la Maison Blanche (8,5.10"7 dollars). On sait cependant que l’Empire a mis 
à sac moult planètes et on comprend maintenant pourquoi. 


Bien comprendre 


ms Dans ce type d’énoncé, on attend avant tout un raisonnement et 1l est tout à fait indiqué de faire des 
calculs d’ordre de grandeur et d’arrondir sans hésiter les valeurs utilisées et obtenues. On a gardé ici un 
chiffre significatif pour permettre au lecteur de mieux comprendre les calculs, mais on pourrait se conten- 
ter de puissances de 10. Même avec des facteurs 10 ou 100 dans les valeurs ci-dessus, on arrivera à des 
conclusions du même type. 


s On n’est par ailleurs pas obligé de faire toutes les comparaisons énergétiques proposées 1c1, l’une d’entre 
elles suffira à comprendre l’énormité de l’énergie nécessaire. et le caractère irréalisable du projet ! 


= Il n’est enfin pas toujours facile de savoir ce qu’attend un énoncé de ce genre, et on se guidera à l’aide 
des données qui induisent des voies de réflexion. 


À méditer 


Les phénomènes que l’on peut observer dans la nature sont si variés, et les trésors que cachent les cieux 
si grands, que l'esprit humain aura de quoi se nourrir pour l'éternité. 
JOHANNES KEPLER (1571-1630) 





Mécanique du solide 





La mécanique des systèmes matériels est souvent présentée comme une généralisation de la méca- 
nique du point, pour d'évidentes raisons de progression de la difficulté de l'étude. En réalité, c'est 
plutôt la mécanique du point qui est un cas particulier de la mécanique des systèmes matériels. 
Le programme concerne essentiellement les mouvements des solides (systèmes indéformables), 
ce qui nécessite une approche par le calcul intégral, puisque la matière des objets au niveau 
macroscopique est le plus souvent continue et s'étend dans trois dimensions. Cependant une 
présentation s'appuyant sur les systèmes discrets permet d'aborder plus facilement les différents 
concepts et de bien comprendre leurs expressions pour des solides continus. C'est pourquoi ces 
deux approches sont systématiquement proposées en parallèle ici, tant dans les définitions que 
dans les énoncés des lois. La mécanique des systèmes matériels (au sein de laquelle la mécanique 
du solide occupe une place importante) recouvre un vaste champ d'étude, puisqu'elle doit pouvoir 
établir les propriétés des mouvements de tous les objets physiques possibles, soumis à toutes les 
interactions envisageables. Bien que les lois physiques abordées dans ce chapitre soient tout à 
fait générales, on se limitera dans les exercices à l'étude des solides en translation ou en rotation 
autour d'un axe fixe. On gardera cependant à l'esprit, que ces lois trouveront des applications 
pour des systèmes bien plus complexes et souvent dans d'autres domaines comme la thermody- 
namique, la mécanique des fluides ou l'électromagnétisme. 


ns OUTILS MATHÉMATIQUES x 


= Somme discrète et somme continue : Une somme discrète est l’addition d’une série (éventuellement 
infinie) de termes que l’on peut compter et s’écrit à l’aide du symbole Z. Une somme continue s’exprime 
à l’aide d’une intégrale, symbolisée par un signe f dont la forme d’un grand $S allongé signifie somme. 
À ce titre il est plus pertinent de dire « somme de a à b de f(x) » plutôt que « intégrale de a à b de fix) ». 


= Barycentre : Le barycentre des N points M. affectés respectivement des coefficients &, est le point B 


n Zc,0M, 
défini par : ÿ a;BM, =0 ou V O un point de l'espace  OB = 


N 


L 20 


Préambule 





a Un système matériel discret est un ensemble de N points Fe ue” 
sa , | L e__e 

matériels M. de masse m. Dans ce qui suit, afin d’alléger j : 

: ' | ; ; / e M:(m,) e ; 
les notations, on omettra le domaine sur lequel s’effectuent \ A ! 
les sommes, car 1l est toujours sous-entendu qu’il s’agit de ., ? . # 
l’ensemble du système considéré et on notera : _ A 

N Système discre Système continu 


> grandeur. — D grandeur 


i=] 
= Un système matériel continu est un ensemble d’éléments volumiques de masse dm dont la position est 
indiquée par M. Pour un système continu s’étendant dans les 3 directions de l’espace (x, y, z), on notera : 


JI] grandeur (M) dm = J] sème grandeur (M) dm 
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a On rappelle qu’un système matériel est déformable, qu’un solide est indéformable et un point maté- 
riel sans dimension (voir définitions détaillées p. 220). Même si elle présente l’intérêt de mettre l’accent 
sur cette propriété essentielle, l’expression solide indéformable est donc un pléonasme. Sauf en ce qui 
concerne la conservation du moment cinétique étudiée au paragraphe IL.3., seul le cas du solide, un sys- 
tème généralement continu, est au programme de MPSI. On exprime cependant tout ce qui suit à la fois 
pour les systèmes discrets et pour les systèmes continus, car l’utilisation d’un système discret permet une 
première approche simple du solide continu. La notation avec un triple signe somme ne doit pas effrayer, 
il s’agit de mettre en évidence que le système a 3 dimensions et, qu’à ce titre, toute grandeur physique 
dépend de 3 variables d’espace sur lesquelles 1l faut effectuer la somme. Par ailleurs, 1l ne sera pas fait 
de calculs détaillés de ces intégrales cette année. 


Remarque importante : I est intéressant de noter qu’à l’exception notable des théorèmes énergétiques, 
qui ne sont valables que pour le solide, tous les autres énoncés tels qu’ils sont proposés 1c1, sont valables 
pour des systèmes matériels quelconques (donc en particulier déformables). Pour en montrer toute la 
portée, dans ce cours, on écrira (solide*) quand les concepts énoncés pour un solide peuvent se généra- 
liser aux systèmes matériels. Le lecteur pourra choisir de l’ignorer ou de s’y intéresser. 





DOTE TATENTÉE 


1. Quantité de mouvement 


Définitions 


= La masse d’un système est la somme des masses de ses composants : 


m = > m, (système discret) ou m = [I dm (système continu) 


= Le centre d’inertie G d’un solide* est le barycentre de ses éléments, chacun affecté de sa masse : 


0G=+Ym,0M, ou 0G= |] OMdm 


= La quantité de mouvement d’un solide* est la somme des quantités de mouvement de ses compo- 


sants : p = Dr ou = I] dp = Il v(M) dm 


La quantité de mouvement d’un solide* se calcule à partir de ses composants et de la définition du 
barycentre, soit pour un système discret (on pourrait le démontrer de même pour un système continu) : 


dOM. d(mOG 
p= Ep En = (2m OM )- LPO) - MG 





Résultat 


La quantité de mouvement d’un solide* est celle qu’il aurait si toute sa masse était ramenée en son 
centre d'inertie G : P = ms, 





2. Moment cinétique 


Définition 
Le moment cinétique par rapport à un point A, d’un solide* S de masse m, est la somme des 
moments cinétiques de ses composants. 


L,\(S)= DL, (M,)= D AM nm,v. L,,(8)= []f az; = [ff AM Av (M) am 
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Définition 


Le moment cinétique par rapport à un axe À d’un solide* $ de masse m est la projection sur l’axe A 
de son moment cinétique par rapport à un point À quelconque appartenant à l’axe : 


L,(S)=L,iea (She, 





= Le moment cinétique dans le cas général ne se simplifie pas, contrairement à la quantité de mouvement. 


% Cas d'un solide en rotation autour d'un axe fixe 


Soit un point matériel M de masse m décrivant un cercle dans un plan 
orthogonal à un axe À. Les coordonnées cylindriques sont appropriées 
comme le montre le schéma. Le moment cinétique de M par rapport à 
un point O quelconque de l’axe s’écrit alors : 


L, (M) = OM 4 mu (M) = m(OH+HM)A 


L,j(M)=m(ze, +re,)Ar6e, = mrô(-ze, +re.) 





D'où : L,(M)=L, (M). = mr°6 


Dans cette expression, r est la distance du point M à l’axe A et 6, la vitesse angulaire du point sur sa 
trajectoire circulaire. On à vu dans le chapitre de cinématique, qu’un solide en rotation autour d’un axe 
fixe est tel que tous ses points ont un mouvement circulaire de même vitesse angulaire © dans un plan 
orthogonal à l’axe. On montre que, dans ce cas, on peut généraliser le résultat précédent, en sommant 
sur l’ensemble des éléments du système l’expression obtenue pour un point isolé. 


Résultat 


= Le moment cinétique, par rapport à un axe À, d’un solide S en rotation autour de ce même axe, 
avec une vitesse angulaire (2 vaut : 


L,\(S)=J7,90=J 0 (où 6 est l’angle paramétrant la rotation) 


= J, est appelé moment d’inertie du solide par rapport à l’axe À et vaut : 


J,(S)= > mHM = > m,r° ou J,(S) = I] r'(M)dm 


Où H, est le projeté orthogonal de M sur l’axe, r. la distance de M. à l’axe (système discret) et r la 
distance de M à l’axe (système continu). J, s'exprime en kg.m-. 





Rs POINT MÉTHODE ms 
Exprimer la vitesse angulaire 


= La vitesse angulaire d’un point autour d’un axe est la dérivée de l’angle qui mesure sa position dans 
un plan orthogonal à l’axe. Il en est de même pour la vitesse de rotation d’un solide autour d’un axe, 
le vecteur rotation ayant comme valeur la vitesse angulaire, elle-même égale à la dérivée de l’angle qui 
paramètre la position du solide par rapport à une position de référence (en général la position initiale). 
Cet angle ne s’appelle pas nécessairement 6 et la vitesse angulaire n’est pas nécessairement O!L angle 
peut être noté p ou &, la vitesse angulaire sera alors @ ou ©. Si, dans la partie cours, on utilise systéma- 
tiquement 6, d’autres notations ont été volontairement choisies dans les exercices. 
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L'expression générale du moment cinétique vectoriel d’un solide en rotation est complexe et fait appel 
au calcul matriciel. Cependant, dans certains cas simples, on peut facilement le calculer. Si un solide est 
en rotation autour d’un axe fixe À et que ce dernier est un axe de symétrie du solide ou que le plan per- 
pendiculaire à l’axe et contenant À, un point de l’axe, est un plan de symétrie du solide, alors le moment 
cinétique par rapport à À a une expression simple, cohérente avec le résultat précédent. 


L,ic1(S) = J,Q=J,0e, 


“ Quelques moments d'inertie 


Les expressions ci-dessous sont valables uniquement pour des solides homogènes dont on exprime le 
moment d'inertie par rapport à un axe particulier. La masse totale du solide est notée m. 


Cylindre 
Â ' 


Schéma 


: 0 
Moment J, (cylindre plein) = LS J, (sphère pleine) — 5 mk 
d’inertie J (cylindre creux) = mR° J, (sphère creuse) = 5 mR? 


ve À est l’axe À passe par le centre 


3. Énergie 





Définition 
L'énergie cinétique d’un solide* S de masse m est la somme des énergies cinétiques de ses compo- 
sants : 





E(S)=D Es => mur E(S)= [[[ar, = [[[àv 0m 


Les autres formes d’énergies (potentielles et mécanique) s’obtiennent aussi par généralisation des défi- 
nitions du chapitre 14 et 1l en va de même des théorèmes concernant l’énergie. Cependant, leurs expres- 
sions peuvent être compliquées, en particulier du fait de l’existence de forces internes au système. On 
retiendra donc uniquement à ce niveau le cas simple de l’énergie potentielle de pesanteur d’un système 
dans un champ uniforme. 


Résultat 


L'énergie potentielle de pesanteur dans un champ uniforme g d’un solide* de masse m est celle qu’aurait 





le centre d’inertie G, où serait concentrée toute la masse du système : Æ,—mgz,, avec g=-ge, 


= Le champ de pesanteur pourra être considéré uniforme s1 les dimensions du solide sont suffisamment 
faibles pour que g soit le même en tout point du système, ce qui n’est guère contraignant et donc lar- 
gement vérifié au niveau des systèmes du laboratoire ou de la vie courante. Comme habituellement, 
l’expression (signe) de E, dépend du sens de l’axe (Oz), choisi ici vers le haut. 
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% Cas d’un solide en rotation autour d'un axe fixe 


Dans ce cas, tous les points sont animés d’une vitesse qui s’exprime en fonction de la vitesse de rotation : 


> =ŸE, =Y 5m => 5m GO) = (Dr?) = TAC 


Résultat 


L'énergie cinétique d’un solide en rotation à la vitesse Q autour d’un axe fixe À est : 





E, = 21 10e 31 0° (si 0 est l’angle de paramétrage du mouvement) 





DODTETTAMENNTE 


1. Actions mécaniques 


Pour un point matériel M, l'interaction avec le milieu extérieur peut toujours se caractériser par une force 
appliquée en M. On peut ensuite calculer le moment de cette force par rapport à un point fixe A quel- 
conque. La détermination du mouvement de M s’appuiera soit sur le théorème de la résultante cinétique, 
soit sur le théorème du moment cinétique qui en est une conséquence en mécanique du point. 


Pour un système matériel, et en particulier pour un solide, $S, l’interaction avec le milieu extérieur peut 
être plus complexe, du fait que chaque élément du système peut subir des forces, ces dernières ayant alors 
des points d’application différents du centre d’inertie G, et dont l’ensemble ne peut pas nécessairement se 
réduire à une seule force appliquée en G. Par ailleurs le système est susceptible d’être aussi le siège d’in- 
teractions entre ses composants. Il existe cependant certaines interactions qui se modélisent aisément et 
auxquelles on se limitera 1c1. 






Définition 


Un solide* soumis à une interaction (extérieure ou intérieure) subit une action mécanique, qui com- 


prend une résultante et un moment (que l’on peut éventuellement réunir en un torseur). 


Le poids 


Résultat 


L'action mécanique sur un solide* d’un champ de pesanteur uniforme se ramène à une force unique, 





le poids qu’aurait le centre d’inertie où serait concentrée toute la masse du système. 


% Les couples 









Définition 
Un couple est une action mécanique dont la résultante est nulle et qui se réduit donc à un moment. 


# Un couple n’a pas d’effet sur le mouvement du centre d’iner- 
tie, puisque sa résultante est nulle, mais aura tendance à faire 
tourner le système. 


= Un cas simple est celui de deux forces égales et opposées 
appliquée en deux points différents d’un système, par exemple 
symétriquement par rapport à l’axe de rotation et dont les direc- 
tions sont perpendiculaires à l’axe. Même si un couple n’est 
cependant généralement pas le fait de deux forces uniquement, 
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cet exemple permet d’en comprendre le principe. On a alors : 





NW, F)+],F)=0M ÀF +0M AE 
=OM sin, Fe. +OM, sin@,Fe, =(d,+d,)Fe. 
L'action mécanique de l’ensemble est bien un couple, puisqu'elle se réduit à un moment : 
F+F=0 et M,ŒÆ)+Ï,Æ)=rde re d'où U,(Æ)+/,(E)-Fa=r 


On pourra vérifier que s1 les deux forces doivent être de même valeur (résultante nulle), 1l n’est par 
contre pas nécessaire qu’elles s’appliquent symétriquement comme sur le schéma. On pourra choisir des 
distances d, et d, différentes et des angles &, et ©, différents et retrouver la même expression du couple. 


% La liaison pivot 


Le contact entre solides, en particulier entre le système et son support, peut générer des actions méca- 
niques extrêmement complexes, dont l’étude dépasse largement le cadre de ce cours. Seul le cas de la 
liaison pivot sera étudié 1c1. 


Définitions 


= Une liaison pivot est réalisée lorsque le support n’autorise au solide qu’un mouvement de rotation 


autour d’un axe fixe. La liaison se traduit par une action mécanique (une résultante et un moment 
exercés sur le système). 


= Une liaison pivot idéale est telle que le moment de cette action est nul. 





= Un exemple facile à visualiser : schématiquement, l’axe d’une grande roue repose dans un cylindre 
creux, le support, qui bloque tout autre mouvement que la rotation autour de l’axe de la roue. Le support 
exerce sur la roue une résultante qui la maintient en position verticale et un moment dû aux frottements. 
S1 on suppose les frottements négligeables, alors la liaison pivot est idéale. 


s D'une façon générale, supposer la liaison pivot idéale revient à négliger les frottements du support sur 
le système et donc aussi la dissipation d’énergie qui en résulte. 


2. Principe fondamental de la dynamique 


Un solide, et a fortiori un système 
matériel, est en toute généralité un 
système à 6 degrés de liberté : 3 pour L —. 
la translation et 3 pour la rotation. De F À FETES (QE MDerIE A 3 degrés de liberté 
en translation en rotation 

ce fait, la loi physique qui permet de 

déterminer la totalité du mouvement 
du système en fonction des actions 
qu'il subit, contient nécessairement 
6 équations algébriques. Ces 6 équa- 
tions peuvent être réumies en une seule 
sous forme d’une relation entre le 
torseur dynamique et celui des actions 
mécaniques (ce qui s’écrit couram- 
ment en SI), mais dans ce cours on l’écrira plutôt sous forme de deux expressions vectorielles (chacune 
représentant 3 équations algébriques). Ces deux formes d’énoncés sont évidemment équivalentes (voir aussi 
comment appeler cette loi p. 234-235). Notons que pour un système matériel, la déformation s’ajoute au 
problème qui peut devenir extrêmement complexe à mettre en équation. 
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Énoncé 


Le principe fondamental de la dynamique (PFD) est une loi physique permettant de relier les 
caractéristiques du mouvement d’un solide* (quantité de mouvement et moment cinétique) et les 
interactions qu’il subit (résultantes et moments des actions mécaniques) qui causent ce mouvement. 
Dans un référentiel galiléen, 1l est équivalent au système formé par les deux théorèmes suivants : 


Théorème de la résultante cinétique (TRC) : = De 





Théorème du moment cinétique (TMC) : _ _ D NW... (O fixe dans le référentiel) 


= [l est extrêmement avantageux que seules les actions extérieures soient à considérer dans le PFD, cela 
suppose (on peut le montrer) que les actions intérieures se compensent dans leur effet sur le mouvement. 


Énoncé 


Pour un solide en rotation autour d’un axe fixe À, le théorème du moment cinétique peut s’écrire 





| dL RE 
sous sa forme scalaire : PTE = » NW, Ce) 


Rs POINT MÉTHODE 
Étudier le mouvement du solide 


= Le programme reste très limité en ce qui concerne la dynamique du solide à ce niveau. En effet on se 

restreint à deux cas simples, dont la mise en équation est également simple. 
Solide en translation : le système n’a que 3 degrés de liberté et le plus souvent 2 (trajectoire 
plane) voire 1 (trajectoire simple : cercle, droite...). Ce système se ramène à un point matériel et 
son étude n’est pas différente de ce qui a été vu précédemment (voir exercices des chapitres 13 et 
14 par exemple). La résolution se fera en général à l’aide du TRC (ou d’un théorème énergétique). 
æ Solide en rotation autour d’un axe fixe : le système n’a qu’un seul degré de liberté, le théo- 
rème du moment cinétique scalaire par rapport à cet axe suffira à déterminer les caractéristiques 
du mouvement. Étant astreint à ce mouvement, le système est en liaison pivot avec son support. 
On considèrera généralement à ce niveau qu’elle est idéale. De ce fait, l’action mécanique due à 
la liaison n'apparaîtra pas dans l’équation, puisque la résultante est appliquée sur l’axe et que le 
moment est nul. Cela ne dispense pas de représenter la résultante sur le schéma (voir exercice n° 1 
p. 334 par exemple) d'autant qu’elle peut avoir un rôle essentiel (voir exercice n° 4 p. 334). Si la 
liaison n’est pas idéale, on se limitera de toute façon à un couple de frottement dont on donnera la 
valeur et qui viendra s’ajouter aux autres moments du système dans l’équation. 


 ] 
3. Conservation du moment cinétique 


Énoncé 


Dans un référentiel galiléen, le moment cinétique par rapport à un point O fixe dans le référentiel, d’un 
système matériel isolé (soumis à aucune interaction extérieure), ou d’un système matériel pseudo-isolé 
(l’ensemble des actions mécaniques extérieures se compensent), se conserve (est constant) : 


Conservation du moment cinétique d’un système (pseudo-)isolé : ue =( donc Le = cste 
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= Un système matériel soumis à aucun moment extérieur conserve 
son moment cinétique. Soit un tel système, en rotation autour d’un 
axe fixe À, à la vitesse (2, son moment d’inertie étant J,. Si le sys- 
tème modifie J, en le multipliant par un facteur &, alors la vitesse 
angulaire sera divisée par le même facteur k. Les patineurs artis- 
tiques utilisent ce résultat : une fois mis en rotation, 1ls se replient 
sur eux-mêmes pour diminuer leur moment d’inertie par rapport à 
l’axe vertical de rotation et 1ls se mettent à tourner beaucoup plus 
vite. De même, pour ralentir, ils ouvrent les bras, augmentant J, et 
donc diminuant leur vitesse angulaire. Les satellites utilisent aussi 
cette loi de conservation lors du déploiement de leurs panneaux 
solaires. L'expérience sur tabouret tournant au laboratoire met faci- 
lement en évidence ce principe. 





= Les exemples précédents s’appuient sur des systèmes matériels déformables. Cependant, dans une 
configuration donnée, ces systèmes peuvent être considérés comme des solides. On comprend alors 
que le moment d’inertie d’un solide est étroitement lié à la répartition des masses par rapport à l’axe de 
rotation. Plus la masse est éloignée de l’axe, plus le moment d’inertie est grand et plus 1l est difficile 
de mettre en mouvement, d'accélérer ou de freiner le solide. Le moment d’inertie J, caractérise donc 
l’inertie du solide par rapport à la rotation autour de l’axe À, car le système « répugne » d’autant plus 
à une modification de son mouvement que J, est grand. 





DETENTE 
1. Puissance et travail 


Le travail et la puissance reçus par un système, du fait des actions mécaniques qu’il subit, s’expriment comme 
des généralisations des mêmes grandeurs définies pour le point matériel. S1 l’on montre que la résultante et 
le moment des actions intérieures d’un système sont nuls (comme indiqué au IL.2.), 1l n’en est pas de même 
pour leur travail (et donc leur puissance). En effet dans un système déformable, même si l’action exercée par 
un élément A du système sur un autre élément B est égale et opposée à celle exercée par B sur À, les dépla- 
cements de À et B peuvent être quelconques et sans lien simple entre eux. Il n’y a alors aucune raison que le 
travail de F, ,, du fait du déplacement de A et celui de F,_, du fait du déplacement de B donnent un total 
nul. On peut cependant démontrer que c’est le cas pour un solide. On admettra ce résultat, qui repose sur le 


fait que les mouvements des points d’un solide sont liés, la distance entre eux restant toujours constante. 








Définitions 


= Le travail et la puissance des actions d’un solide résultent uniquement des actions extérieures 
subies par le système, car le travail et la puissance des actions intérieures d’un solide sont nulles : 


P'solide) = Practions extérieures) 


= Puissance d’une force appliquée à un solide en translation : P_r A. 


= Puissance d’un moment appliqué à un solide en rotation autour d’un axe fixe : P — || Q 





2. Théorèmes énergétiques 


Les théorèmes énergétiques se généralisent à un solide. On se limitera au théorème de l’énergie ou de 
la puissance cinétique à ce niveau. 
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Énoncés 
z Théorème de l’énergie cinétique pour un solide : dans un référentiel galiléen, la variation de 
l’énergie cinétique d’un solide est la somme des travaux de toutes les actions extérieures : 

ÂË,, = W(solide) = W(actions extérieures) 
a Théorème de la puissance cinétique pour un solide : dans un référentiel galiléen, la dérivée de 
l’énergie cinétique d’un solide est la somme des puissances de toutes les actions extérieures : 


C 


dé 


= P(solide) = Pactions extérieures) 





= L'intérêt des théorèmes énergétiques est toujours le même : certaines actions ne figurent pas dans les 
équations, du fait de leur puissance nulle car elles ne travaillent pas. 


= Pour un solide en rotation autour d’un axe fixe, la liaison pivot induit en général un travail non nul du 
fait de son moment, mais on se limitera 1c1 à des liaisons parfaites, donc de moment nul et par suite qui 
ne travaillent pas. 


a Un cas intéressant est celui du roulement sans glissement, car, comme on l’a vu dans l’exercice n° 5 
p. 223, le point en contact avec le sol est immobile, les forces de contact s’appliquent en ce point et 
donc, bien que présentant un frottement (sinon le roulement serait impossible !) elles ne travaillent pas. 


= [l est particulièrement avantageux de ne pas avoir à considérer le travail des forces intérieures pour un 
solide, ce serait nécessaire pour un système déformable. 


Ds VERS LA COLLE ce 


Questions de cours 


sm Quantité de mouvement, moment cinétique, énergie cinétique d’un solide : définitions, cas d’un solide 
en rotation autour d’un axe fixe. 


« Principe fondamental de la dynamique des systèmes : énoncé, cas particuliers. 
s Théorème de la puissance cinétique ou de l’énergie cinétique pour un solide. 
s Conservation du moment cinétique, conditions et applications. 


# Pendule pesant : définition, schématisation, mise en équation (voir exercice n° I p. 334). 


Erreurs à éviter 


PO ? 


x [1 a déjà été insisté sur l’importance du paramétrage des systèmes et sur les choix des orientations 
(angles, bases...) et des erreurs qui peuvent en découler (voir chapitre 16 p. 297). 


# La vitesse angulaire dans un problème n’est pas forcément 0. On prendra soin de bien écrire le vecteur 
rotation, car 1l présente l’intérêt de définir l’axe de rotation et la vitesse angulaire (voir en exercices). 
En particulier, on n’écrira pas que le vecteur rotation est une flèche tournante. 


Quelques « trucs » utiles 


s On ne saurait trop répéter l’importance de la méthode de résolution en mécanique. On relira donc et on 
mettra en application les conseils de la fiche méthode p. 236 qui reste tout à fait valable 1c1. 
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Conseil 


La position du problème et son paramétrage sont essentiels à la résolution, un problème correctement 
posé et paramétré est à moitié résolu. S’exercer à poser le problème est indispensable à la compréhen- 


sion du cours et à l’acquisition de la méthode de résolution, d’où l’absence de paramètrages dans les 
énoncés. Le n° 3 est un exercice classique qui met en œuvre l’ensemble des méthodes de résolution. 








Pendule pesant (question de cours) * > corrigé p. 335 


Soit un solide S de forme quelconque, de masse m, retenu par un axe horizontal À exerçant sur le solide 
une liaison pivot parfaite. On note J, le moment d'inertie de S par rapport à A. Établir l’équation diffé- 
rentielle du mouvement par le PFD, puis par le théorème de la puissance cinétique. La résoudre dans le 
cas des « petites » oscillations et pour un pendule initialement écarté d’un angle 6, et lâché sans vitesse 
initiale. Retrouver la période des petites oscillations du pendule simple. 





Pendule de torsion * * > corrigé p. 336 


Un pendule de torsion est une tige rigide horizontale suspendue en son centre à un fil vertical formant 
l’axe À, susceptible d’exercer un couple dit de rappel sur la tige, proportionnel à l’angle © dont est tordu 
le fil : 1} = -Ca où C est une constante positive. Établir l’équation différentielle du mouvement de la 
tige et la résoudre. Commenter. Retrouver ce résultat par un théorème énergétique. 





Machine d'Atwood * * * — corrigé p. 338 


La machine d’Atwood sous sa forme la plus élémentaire est constituée de deux solides 
S, et S, suspendus à un fil placé dans la gorge d’une poulie. On supposera que le fil est 
inextensible et de masse négligeable (sous-entendue devant les masses des solides), et 
qu’il ne glisse pas dans la poulie. Cette dernière pourra être assimilée à un cylindre plein 
d’axe horizontal A de rayon a et de masse m,. La liaison entre la poulie et son support 
est une liaison pivot idéale. 





© Après avoir paramétré soigneusement le système et tenu compte des hypothèses, 
établir les 3 équations des mouvements de chaque partie du système. 


© Après avoir justifié les relations entre les différents déplacements des systèmes, établir une équation 
différentielle sur la variable décrivant le mouvement de la poulie uniquement. En déduire la nature 
des mouvements des systèmes. Commenter. 


© Exprimer les tensions des fils. N. B. : Des variantes de ce système sont proposées dans le corrigé. 


Balance de Poggendorff # * * —> corrigé p. 341 





On reprend le système précédent. Dans un premier temps on bloque 
le mouvement de la poulie et on suspend l’ensemble au plateau d’une 
balance par un câble accroché à l’axe de la poulie. On réalise l’équilibre 
de la balance en déposant une masse M, sur l’autre plateau. On libère 
ensuite la poulie qui peut maintenant effectuer les mouvements décrits 
dans l’exercice précédent et on assure l’équilibre de la balance. 







© Donner l'expression de la masse M, en fonction des masses du système. 


© Lorsqu'on libère la poulie, faudra-t-il ajouter, retirer ou ne rien toucher 
sur l’autre plateau pour maintenir l’équilibre de la balance ? 
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Conseil 


On met encore ici en évidence la démarche de résolution d’un exercice de mécanique, selon la 
fiche méthode p. 236 toujours parfaitement appropriée ici. Cette méthode est explicitement mise en 
évidence dans les 3 premiers exercices. Le dernier exercice étant un prolongement du précédent, 
on a allégé la présentation. 





Avertissement : On a choisi dans ces corrigés de noter les forces avec leur norme, par exemple fn = Te, ou 
T, =-1,e, avec T et T, positifs. Cela suppose qu’on n’a aucun doute sur le sens de la force, ce qui est le cas 
dans tous les exercices suivants. Si on n’obtient pas des valeurs positives pour T° et T, à la fin des calculs, c’est 
que l’on a fait une erreur de calcul ou d’évaluation du sens de la force. On aurait pu, ce qui est toujours valable 
et même indispensable lorsque le sens de la force n’est pas a priori connu 1 (contact de roulement par exemple), 
noter les forces de façon algébrique. On aurait alors écrit : A =T. e, et a =1,e, avec Fe > 0 et T, <0. Cette 
dernière approche peut toujours être utilisée dans ce qui suit, les résultats concemant les noirs, les 
équations différentielles et la nature des mouvements en seront inchangés. 


EE Pendule pesant > énoncé p. 334 


Cadre = Schéma 
Position du problème : On travaille dans le référentiel terrestre supposé 
galiléen et matérialisé par les axes (Ox), (Oy), (Oz). 

Le système est le solide, en raison de la liaison pivot 1l est en rotation 
autour de l’axe fixe horizontal À. On néglige les frottements. 
Paramétrage : On choisit l’axe (Oz) confondu avec A. Le centre d’inertie 
G décrit donc un cercle dans un plan vertical orthogonal à l’axe. Le point 
O est choisi sur l’axe dans ce plan. À l’équilibre, (OG) est nécessairement 
vertical et définit la direction (Ox) qui sert à repérer la position du mobile. 
Ce système étant à un seul degré de liberté, l’angle 6 suffit à décrire son 
mouvement. On utilise la base cylindrique. 


= Outils 


Bilan des actions : la liaison pivot étant idéale, le moment exercé par le 
support sur le système est nul et l’action mécanique de contact se réduit à 
une résultante de force R dont le point d’application est sur l’axe et dont 
la direction importe peu 1c1, car son moment est nul. 





Le poids est appliqué en G : me = mg COS de. — Mg Sin de, 





Et son moment en O vaut : De (mg) = OGaAmg = ae, A(mg cos 0e, — mgsin0e,) =-mgasin de. 
Le seul moment non nul par rapport à l’axe de rotation est donc : NW A(mg) = -mgasin0 


Cinématique : Le vecteur rotation est porté par l’axe de rotation et vaut : © = 0e. 
Le système est en rotation autour de A À, son moment cinétique vaut : L, =J,0=J7,6 
Centre d’inertie: OG=ae, et ve = = ae, 


Point de départ (loi physique) 


TMC (PFD) TPC 
On applique le théorème du moment cinétique scalaire |! On applique le théorème de la puissance cinétique 
par rapport à l’axe de rotation A au solide en rotation | au solide en rotation autour d’un axe fixe dans un 








autour d’un axe fixe dans un référentiel galiléen : référentiel galiléen : 
ES dE D 
gs = JL, (R)+ AL, (m8) ae = J R)+Ÿ (m8) 
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 Moulinette à calcul 


d(47,0° _— 
4 e = —mgasin 0 . = 0+mg.vw (pivot idéal) 
su 7 7 32 Er + — 
d’où: J,0+mgasin0 =0 A ee = (mg cos 0e, — mg sin 0e,).a6e, 
l’équation différentielle du mouvement. J,00 = -mg sin 0.46 


D'où: J,0+mgasin0 =0 


On obtient évidemment la même équation avec les deux méthodes. 
Pour des petites oscillations, on a : sin = 6 et l’équation se linéarise en : 


mga 


| ME 9 20 soit: 0+&@0-0 avec: @— RE 
A 


0 + FA 


Il s’agit de l’équation de l’oscillateur harmonique dont les solutions sont sinusoïdales : 





0 = Acos(æt)+ Bsin(œt) et Ô = — Aosin( «ft )+ Bœocos(ot) 
où À et B sont des constantes d’intégration que l’on détermine à l’aide de conditions initiales. 





6((=0)=60 ,=A 
CODEN 
Soit finalement |0 = 6, cos(æf) 
= Analyse 
J 
Le pendule oscille avec une période |T — Le 2x, |—— 
() mga 


Un pendule simple est tel que la masse est ponctuelle en G et OG = a = £. Le moment d’inertie du pendule 
simple (point matériel) par rapport à l’axe est donc : 

2 

J,(G)=m£ donc d’après le résultat précédent la période vaut : T =27 É 


On retrouve bien la période du pendule simple calculée précédemment : |T = 27% JE 






Bien comprendre 


Dans l’équation de la puissance cinétique il est légitime de simplifier par 6, car : 
Ô (0+ @$ | =0s (+ @$ | — ( ou 8 =0 (solution triviale sans intérêt, voir p. 23) 


Pendule de torsion > énoncé p. 334 





Cadre 

On travaille dans le référentiel ter- 
restre supposé galiléen et matérialisé ion on 
par les axes (Ox), (Oy), (Oz) où O 
est le point de l’axe du fil de torsion 
confondu avec G le centre d’inertie 
de la barre. 

Le système est un solide, la barre 
horizontale suspendue au fil de 
torsion. 
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On choisit (Oz) l’axe du fil de torsion qui est aussi l’axe de rotation du système. Le mouvement de la tige est 
une rotation d’axe fixe, la tige reste dans le plan horizontal dans lequel on repère sa position par un angle ©. 


% Outils 
On choisit la base cylindrique pour exprimer les vecteurs. 


Bilan des actions : Le système est soumis : à son poids mg 
à la réaction du fil À 
__ au couple de rappel T° du fil de torsion. 
Seul le dernier a un moment non nul, puisque mg et R sont appliqués en un point de l’axe. 


Cinématique : Le vecteur rotation est porté par l’axe de rotation et vaut Q= de. 
Le moment cinétique du système par rapport à À vaut donc! : L, =J,Q =J,a 


Point de départ (loi physique) 


TMC (PFD) TPC 
On applique le théorème du moment cinétique scalaire |! On applique le théorème de la puissance cinétique 
par rapport à l’axe de rotation À au solide en rotation | au solide en rotation autour d’un axe fixe dans un 


autour d’un axe fixe dans un référentiel galiléen : référentiel galiléen : 
_ =, +, (me)+T, “e = PR+Ÿ(mg+P D 


 Moulinette à calcul 





de? | OUT rem ee 

Ja dé noi US FETE 09 
en mL . . il d@° a — 
d’où : 12 œ+Caæ=0 2h Tee, 


J àù =-Caû 


2 
&+Ca=0 (voir p. 23) 


On obtient évidemment la même équation différentielle du mouvement : 


a+ LC soit: à&+@a«=0 avec : o = 20 
mL ie 





D'où : 








2 


Il s’agit de l’équation de l’oscillateur harmonique dont la solution est une fonction sinusoïdale : 


a = Acos(@t)+Bsin(œf) 
La détermination complète suppose de connaître les conditions initiales. Si on les prend semblables à celles 
de l’exercice précédent, la solution finale est : |@ = &, cos(œft) 


Analyse 


| __—. 27 _7g ml 
Le pendule oscille avec une période : 1e © — 27 12C 





Les oscillations sont celles de l’oscillateur harmonique, quelle que soit l’amplitude (à condition de ne pas 
dépasser la limite d’élasticité du fil de torsion !) qui peut même dépasser 27, puisque le système peut effectuer 
plusieurs tours entre chaque inversion de sens de rotation. 


pe —" 


1. Ici, l’axe de rotation est un axe de symétrie du système et le moment cinétique en O vaut L,, = J, 
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Bien comprendre 


Ce dispositif a servi à l’expérience historique de Cavendish en 1798 pour mesurer la force gravitationnelle 
entre 2 boules de plomb, dont l’une placée au bout de la tige du pendule. Le pendule était alors en équi- 
hbre sous l’action du moment de la force gravitationnelle et du couple de torsion. Une valeur très faible 
de l’angle put être mesurée, ce qui permit de déterminer la constante de gravitation G avec une très bonne 
précision. 





3 Machine d'Atwood > énoncé p. 334 


OO Cadre Schéma 
Position du problème : On travaille dans le référentiel terrestre supposé galiléen 
et matérialisé par les axes (Ox), (Oy), (Oz). 
Le système constitué par l’ensemble du dispositif qui est déformable. On le 
sépare donc en trois sous-systèmes qui sont des solides : 

S, de masse m, en translation rectiligne suivant (Oy) 

S, de masse m, en translation rectiligne suivant (Oy) 


S, de masse m, en rotation autour de l’axe fixe À = (Oz) 


Paramétrage : Chacun de ces solides a un mouvement à un seul degré de liberté, 
chacun d’eux sera donc décrit par une seule coordonnée. La position verticale 
pour les solides en translation, l’angle pour la poulie (respectivement y,, y,, @). 
On utilise la base cartésienne. 

On néglige les frottements. 


Outils 





Système S, 


Bilan des actions : Le solide est soumis à 4 actions. 

La liaison pivot étant idéale, le moment par rapport à À exercé par le support sur le système est nul et l’action 
mécanique de contact se réduit à une résultante de force R dont le point d’application est sur l’axe. 

Le poids my £ est appliqué en C, un point de l’axe, son moment est nul. 


- ; ! ! 
Les tensions exercées par les fils, T et T, dont les moments sont : 








M, )=CA,AT, = ae, ACT, e,)=-aT, &. d’où : A, >= -aT; 
Mu TI=CA AT, =-ae AT, e)=aT, € d’où: A, x) =aT, 
Cinématique : Le vecteur rotation est porté par l’axe de rotation et vaut : Q= pe. 


Le système est en rotation autour de À, son moment cinétique par rapport à l’axe vaut : L, =J,Q=J,@ 
où J, =1m,a” (voir tableau p. 328) la poulie étant considérée comme un cylindre plein homogène. 


Bien comprendre 


: . : ir D : ! . . 
Il est pertinent à ce niveau de vérifier la cohérence des calculs de moments : la tension 7 tend à faire 


tourner la poulie dans le sens des angles @ négatifs et la tension T,' dans le sens des angles positifs, d’où 
le signe des moments, cohérent avec le paramétrage choisi. On note également que l’utilisation d’un TMC 


scalaire (ci-dessous) n’empêche nullement un calcul vectoriel des moments des forces, toujours plus 
efficace. 
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Systèmes S, ets, 


Bilan des actions : Chaque système est soumis à son poids et la tension du fil : 


Pour : Mise se, et ee, 
Pour S, : m,g=—m,ge, et 1, =, €, 
Cinématique : L'ensemble des vecteurs cinématiques est porté par (Oy), les vitesses et accélérations sont : 
Pour S  : ve et a =ÿe, 
Pour S  : Wu, =ÿe, et a, = je, 
Le fil 
On à fait l'hypothèse d’un fl inextensible et sans masse, les valeurs des tensions à ses extrémités sont égales. 
IE, (E,,) et 1 =1; (E;)) 


Bien comprendre 


= Une démonstration rigoureuse du résultat précédent serait d’étudier le système formé par une por- 
ton verticale de fl soumis à des forces égales et opposées à celles appliquées aux systèmes, puis à 


lui appliquer un TRC. On voit alors que le résultat précédent, souvent utilisé comme s’il était évident, 
n’est valable que s1 le fil est de masse nulle et inextensible. 


= Par contre 1l ne faudrait pas écrire que les tensions de part et d’autre de la poulie ont même valeur ! 
On va voir ci-dessous que le TMC appliqué à la poulie montre que c’est faux. 





Point de départ (loi physique) 
S, : On applique le théorème du moment cinétique scalaire par rapport à l’axe de rotation à S, solide en rota- 
tion autour d’un axe fixe dans un référentiel galiléen : 











dL = . = . 
de = M, + A, on, 2) + M, T'>+ 0, (E,) 
S, : On applique le théorème de la résultante cinétique à S, solide en translation dans un référentiel galiléen : 
e = mn mg soit, la masse étant constante : ma, = 7 + mg (E) 
S, : On applique le théorème de la résultante cinétique à S, solide en translation dans un référentiel galiléen : 
en it, étant constante : a, =T, +m, 8 E 
in Pure soit, la masse étant constante : m,a, =1,+m,8g (E;,) 
 Moulinette à calcul 
do _ ! 0 RE ma” _ ' ' 
(E,) = Pen Far d’où : ®=-aT, +aT, 


(E') my =1-m£ 
ŒE)= my, =T -=m,8 


Soit en tenant compte des relations (E;) et (E,.) entre les tensions : 


3 MA@ — —1, + (E,) 


my, _ T, LU (Œ;) 
M}; =T, NL SE (Œ,) 


Bien comprendre 


On note en particulier que les tensions de part et d’autre de la poulie ne sont pas égales (sauf si la poulie 
est immobile ou sans masse). C’est même parce qu’elles sont différentes que la poulie se met à tourner. 


Partie 2 - Mécanique ET 





Mécanique du solide 





© Si le fil ne glisse pas sur la poulie et qu’il est inextensible, alors chaque fois que la poulie tourne d’un 
angle @, tous les points du fl se déplacent d’une longueur ag. Compte tenu de l’orientation choisie et en 
prenant comme référence de l’angle la position initiale, on en déduit : 


Yi — Yo — 4P d’où : = Ci (E,c3) (avec y,, position initiale de S ) 
Ya — Yo = —aP d’où : ÿ, = —-a@ (67) (avec y,, position initiale de $,,) 


Bien comprendre 


On note sans surprise que les deux équations précédentes entraînent que y, = — y, . Par ailleurs les positions 
initiales des systèmes sont sans grand intérêt pour la suite et ne sont pas caractérisées. 

Elles seraient utiles s1 l’on écrivait complètement les équations horaires des mouvements des systèmes, ce 
qu’on ne fait pas dans ce qui suit où la seule valeur des accélérations nous permet de conclure. 





En utilisant les relations de non glissement (E;,.,) et (E,,.,) dans (E’) et (E,), on exprime les tensions en fonc- 
tion de la dérivée seconde de ®, que l’on remplace ensuite dans l’équation (E;). Soit : 
5 MoaP = 1 
T'=map+mg —> M 4P = (map +m,g)+(—m,ap +m,8) 
= —m,a®p Tm,£ 
Soit: (im, +m, +m,)a® =(m, -m )g 
Finalement : 


(m, En m, )g 


d'où: |}, = ———— 
? Cm, +m,+m,) 





Analyse 


Toutes les accélérations sont constantes, les mouvements des masses sont donc des translations rectilignes 
uniformément variées, et la poulie a un mouvement de rotation uniformément varié autour de A. 

On constate logiquement que si m, > m,, alors $, a une accélération positive et S, négative, autrement dit S, 
monte et S, descend ce qui est cohérent. 


Bien comprendre 


Dans tous les systèmes de ce type on obtient toujours une expression avec une somme de masse au dénomina- 
teur des accélérations. Si on trouve un signe « — », cela indique qu’on a fait une erreur, car cela rendrait pos- 
sible une accélération infinie pour certaines valeurs des masses, ce qui n’a évidemment pas de sens. De même 
le signe du numérateur doit être cohérent avec les masses des systèmes : le plus lourd entraîne le plus léger. 





© Les expressions des tensions sont : 


, (m, -m.)g 
TT =, 2° — + 
D (im, +m, +m,) 78 


_ (m, -m,)g 
(im, +m,+m.,) 


+m,g 





Les expressions précédentes sont les plus commodes à utiliser dans l’exercice suivant. On peut également 
écrire les tensions sous une autre forme pour les comparer plus aisément : 


rer =m, (n,=m)e+Gmotm+m)e (2m, +4m)g 
Ce rer) Ge en ere) 

nr de (mi =m)s+GmtmEm)s |, (2 Sn ie 

| oi. : Ce En) Cm, +m +m.) 


Qui confirme que les tensions ne sont pas égales de part et d’autre de la poulie. 


ET Physique-Chimie PCSI 


Mécanique du solide 


Bien comprendre 


La machine d’Atwood est un exercice académique qui permet de mettre en œuvre l’ensemble des méthodes 
de base en mécanique des systèmes effectuant des mouvements simples. La mise en place de la résolution 
est un excellent entraînement. On note au départ 7 inconnues dans le système : les 3 accélérations et les 
4 tensions. On a donc écrit 7 équations : un TMC et deux TRC (équations (E;) (E,) (E,)), deux équations 
tenant compte de la nature du fil (équations (E;.), (E,.)) et deux équations concernant le non glissement 
du fil (équations (E;,,.,) et (E,,.,)). On progresse alors méthodiquement en choisissant d'exprimer l’une 
des accélérations, 1c1 l’accélération angulaire de la poulie, toutes les grandeurs inconnues s’en déduiront. 





Variantes : Le lecteur pourra s’exercer sur des variantes de ce système schématisées ci-dessous où les données 
sont similaires à celles de l’exercice 3 : 

a) Conseil : Écrire la condition d’équilibre de l’ensemble 
du système, puis établir l’équation différentielle pour un 
déplacement du système S, autour de sa position d’équi- 
libre. Résultat : Le système oscille avec une période : 


m, | 1 
l=2T + fe 





b) Résultat : 
.  (m,-m,sina)g 
Com (Lim, + m, +m,)a 
Balance de Poggendorff > énoncé p. 334 





Remarque : Les deux pla- 
teaux étant identiques, leurs 
effets sur la balance se com- : 
pensent et l’on peut raison- Gno + Mi+ mi) 8 
ner comme s'ils étaient de 
masse nulle et se compor- Æu a au) M jéauL 
taient tels de simples fils de 
haison entre le fléau de la 


La poulie est bloquée, l’ensemble 
balance et les masses dépo- du système se comporte comme un solide 


sées ou suspendues. de masse égale à la somme des masses. 





© Lorsque la poulie est bloquée, l’ensemble de la machine d’Atwood se comporte comme un solide 
immobile. On peut le ramener à un point matériel de masse égale à la somme des masses du système 
(m, + m,+m,). On sait par expérience que dans ce cas, l’équilibre s’obtient si la masse M, déposée sur 
l’autre plateau lui est égale. 
Il n’est cependant pas inintéressant, en particulier pour mieux comprendre la question suivante, de le 
montrer en considérant le fléau de la balance comme un solide en rotation autour de l’axe A, grâce à une 
liaison pivot parfaite. Le fléau est soumis à 4 forces : son poids, la réaction de son support et les forces 
exercées par les plateaux qui sont égales aux poids des masses qui y sont posées ou fixées. La balance 
est en équilibre s1 la somme des moments est nulle. Les moments du poids et de la réaction sont nuls car 
ces forces s’appliquent sur l’axe, les moments dus aux poids sur les plateaux doivent donc se compenser. 
Or, les deux plateaux étant placés symétriquement à l’axe, cela se produit lorsque les deux moments sont 
opposés et donc les deux forces égales et, par suite, les deux masses égales : M, = m, + m, + m, 


Partie 2 - Mécanique ET 


Mécanique du solide 





© Si on libère la poulie, la machine d’Atwood se comporte comme étudié dans l’exercice précédent. Pour que 
la balance reste en équilibre, 1l faut que la force appliquée au plateau de droite par la machine d’Atwood 
soit égale au poids de la masse déposée sur le plateau de gauche, selon le même raisonnement que dans la 
question précédente (les moments sur le fléau se compensent). Cette force est égale et opposée à la force 
de tension du fil qui maintient la poulie (fil inextensible et sans masse). Or cette force n’est autre que la 
force R de l’exercice précédent, d’où : F = =R 


La poulie 
peut tourner 
librement. 





La balance étant en équilibre, le centre C de la poulie est immobile, donc le théorème de la résultante 
cinétique appliqué à à la poulie s'écrit : 


R+m ne +T, =0 


Toutes les forces étant portées par (Oy) : 


R-mg-T, -T, =0 soit : R=mg+T +T, 
En utilisant les expressions des tensions obtenues dans l’exercice précédent : 
(m, = m,)g (m, = m,)g 


RER EC TMm,£g 
2 


1 enlfl an tTl,) 
(rem) mie 
Crete + m,) 
(m,-m,) £ 


+m £g—m 
18 (im +m +m) 


Soit: R=mg+mg+m,g+ 


 R— — ——"— — = M,g - AMg =F 
et finalement M,g Da cm tm) nu 2 
Or l’équilibre de la balance impose : 
2 
m, -m 
F=Mg d’où: M = M, - AM < M, Car : AM — CRE > 0 


Cm, +m,+m,) 
La force exercée sur le plateau de droite est donc plus faible que s1 la machine d’Atwood est bloquée, 1l faut 
donc enlever la masse AM du plateau de gauche pour maintenir l’équilibre. Il faut noter que ce résultat (pas 
immédiatement intuitif) reste valable quelles que soient les valeurs respectives des masses de la machine 
d’Atwood, car AM est toujours positif. Que ce soit S, ou $, qui descende, dans tous les cas, il faut alléger 
le plateau de gauche pour maintenir l’équilibre. 


Bien comprendre 


On note dans cet exercice que la prise en compte de la réaction de l’axe de la poulie (qui se confond 1c1 
avec la tension du fil qui suspend cet axe au support) est essentielle pour résoudre le problème. On voit 
aussi que, bien que la poulie soit en rotation autour d’un axe fixe, c’est l’écriture du TRC qui permet de 
résoudre le problème. L'ensemble du PFD (TRC + TMC) est nécessaire pour étudier un système. 


EMiltelitcte 


Un problème sans solution est un problème mal posé. 
ALBERT ÉINSTEIN (1879-1955) 





Description des systèmes 


thermodynamiques 





La thermodynamique est une théorie phénoménologique, c'est-à-dire qu'elle tire ses principes de 
l'expérience. Sa grande force réside en ce qu'elle permet d'étudier l'évolution d'un système à partir 
de ses propriétés macroscopiques sans faire appel à la structure de la matière. 

Ce chapitre met en place les bases de la thermodynamique en introduisant de façon macroscopique 
la description d'un système. À ce titre, il contient un grand nombre de concepts nouveaux et de 
définitions. L'immersion dans le monde de la thermodynamique est toujours surprenante, voire 
déroutante, c'est pourquoi il est fortement conseillé d'étudier en profondeur les concepts introduits, 
puis de se poser des questions sur la nature des systèmes et de réfléchir à la façon dont ils évoluent 
à la fois localement et globalement. 


ns OUTILS MATHÉMATIQUES x 


= Fonction de plusieurs variables : Pour une fonction f de plusieurs variables x, y et z, on introduit la notion 
de dérivée partielle, qui se calcule comme une dérivée habituelle par rapport à l’une des variables et en consi- 
dérant les autres comme constantes. On utilise alors la notation suivante qui se lit « d rond f sur d rond x » : 


lu = Y,2) | est la dérivée partielle de f par rapport à x (sous-entendu à y et z constants). 
x 


V7 





(1. Les outils de description de la thermodynamique 


1. Les différentes échelles d'étude 


Le choix de l’échelle utilisée en thermodynamique doit permettre un traitement mathématique par le 
calcul différentiel sur des éléments de volumes très petits, mais cependant suffisamment grands pour 
contenir un très grand nombre de particules, de sorte que les grandeurs physiques (pression, tempéra- 
ture..…), liées à un effet de groupe des molécules, soient définies localement, tout en leur permettant 
d’évoluer d’un état à un autre. 


Définitions 
x L’échelle macroscopique correspond au domaine où les longueurs sont naturellement observables. 
Sa dimension caractéristique est de l’ordre du millimètre jusqu’à des tailles plus importantes. 


x L’échelle microscopique correspond au domaine des particules (atomes, molécules), typiquement 


la taille des atomes. Sa dimension caractéristique est de l’ordre de 1’ Ângstrôm (1 À = 107!° m). À cette 
échelle la matière est discontinue et une approche quantique est obligatoire. 


z L’échelle mésoscopique est un domaine intermédiaire entre celui de la particule et celui de la mole. 
Sa dimension caractéristique, comprise entre les deux précédentes, est de l’ordre du micromètre. 





L’échelle mésoscopique est adéquate pour étudier un système thermodynamique, même si le fait de 
considérer un faible volume est contraignant vis-à-vis des instruments de mesure. L’échelle mésosco- 
pique est aussi utilisée en mécanique des fluides (élément de volume du fluide) et en électromagnétisme 
(élément de volume de la distribution de charge ou de courant). 
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Définitions 


s Le nombre d’Avogadro, noté NW ,; Correspond au nombre d’atomes contenus dans 12 g de matière 


. - 12 
constituée seulement de carbone CC. 


= La quantité de matière d’un corps, notée n, est le rapport entre N le nombre d’entités élémentaires 


(atomes, molécules, ions, électrons...) qu’il contient et le nombre d’Avogradro. Elle s’exprime en 


mole (symbole mol) : # = EN et NV 4 =6, 02214129.10* mol 


A 





Pour caractériser ce que contient le système au niveau macroscopique, on utilisera sa quantité de matière 
ou sa masse, que l’on relie facilement à l’aide de la masse molaire notée M. 


2. Système et milieu extérieur 


La définition précise du système (et par suite de l’extérieur) est essentielle en thermodynamique où l’on 
s'intéresse à son évolution, en particulier du fait de ses échanges (ou de son absence d’échanges) avec 
l’extérieur. L’environnement peut en effet affecter les propriétés du système, par exemple sa température 
ou sa pression. Dans une expérience réalisée avec soin, ces influences pourront être contrôlées et mesurées. 





Définition 





Un système thermodynamique est un système macroscopique composé d’un grand nombre d’objets 
microscopiques (atomes ou molécules). Toutes les autres parties de l’univers, dont les propriétés ne 


sont pas d’intérêt immédiat, constituent l’environnement ou milieu extérieur. 


L'étude d’un système thermodynamique nécessite donc que l’on précise les échanges qu’il peut (ou pas) 
réaliser avec le milieu extérieur. Ces échanges qui font l’objet du chapitre suivant peuvent être de deux 
types : les échanges de matière et les échanges d’énergie. On distingue deux formes de grandeurs 
d'échanges énergétiques : le transfert thermique (ou chaleur O) et le transfert mécanique (ou travail W). 


Définitions 
a Une paroi diathermane ou diatherme permet un transfert thermique idéal, schéma : 


= Une paroi athermane ou calorifugée empêche tout transfert thermique, schéma : NN 


SYSTÈME OUVERT FERMÉ ISOLÉ 


Gaz s’écoulant dans une conduite Gaz dans un récipient Gaz dans un réci- 
aux parois mobiles et diathermanes, pient fermé aux 
ou aux parois mobiles et calorfugées | parois calorifugées 
ou aux parois rigides et diathermanes | et indéformables 


Eau chauffée dans une casserole 
Air dans une turbine d’avion 
Mélange air/essence dans un piston 

de moteur voiture Fluide réfrigérant d’un climatiseur Thermos de café 
Chauffe-eau avec robinets fermés Hélium liquide 
dans un cryostat 


RKKK 
Van 


Exemples 
de systèmes 


Chauffe-eau avec robinet ouvert 


Exemples 
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3. État du système 
Définitions 
a Un état thermodynamique définit les conditions dans lesquelles se trouve un système thermodynamique. 


a Un état d’équilibre est un état thermodynamique stationnaire, c’est-à-dire qui n’évolue plus tant 
que les contraintes extérieures ne sont pas modifiées. 





= Les états d'équilibre jouent un rôle très important, car ce sont les seuls états pour lesquels les grandeurs 
d’état, comme la pression et la température, sont définies et mesurables. 


= L'équilibre thermodynamique se caractérise par deux contraintes dont les implications seront étudiées 
plus loin : le système est en équilibre thermique et le système est en équilibre mécanique. 


Définitions 

= Les grandeurs d’état sont des quantités macroscopiques mesurables associées au système (tempé- 
rature, pression, volume, quantité de matière..….). Elles sont définies expérimentalement. 

sx Une équation d’état est une relation entre les grandeurs d’état d’un système à l’équilibre. 


= Une fonction d’état est une fonction qui ne dépend que des grandeurs d’état du système. 





= S1 P, Vet T sont des grandeurs d’état d’un système à l’équilibre, l’équation d’état peut s’écrire sous la 
forme f{(P VT) = 0. L’exemple le plus simple est l’équation d’état du gaz parfait (voir II). 


= Les fonctions d’état généralement étudiées sont : l’énergie interne U (définie au paragraphe suivant), 
l’enthalpie H (définie au chapitre 21), l’entropie S (définie au chapitre 22), l’énergie hibre F et l’enthalpie 
libre G (non utilisées en première année) d’un système thermodynamique. 

= Au cours d’une transformation, la variation d’une fonction d’état ne dépend pas du chemin suivi, mais 
uniquement de l’état initial et de l’état final (voir chapitre 20 p. 362). 


Les grandeurs d’état sont aussi appelées paramètres d’état ou variables d’état. Les paramètres sont plu- 
tôt des constantes d’un problème contrairement aux variables. L’expression « grandeurs d’état » a été 
préférée 1c1, car elle reste plus générale et englobe tous les cas de figure. 


Définitions 
On distingue deux types de grandeurs d’état : 


= Les grandeurs intensives sont définies en chaque point d’un système et ne sont pas proportion- 


nelles à la quantité de matière considérée. 


= Les grandeurs extensives sont liées aux dimensions du système et sont proportionnelles à la quan- 
tité de matière considérée. 





ns POINT MÉTHODE 
Différencier les grandeurs extensives et intensives 


= On retiendra de façon simple que des grandeurs extensives s’ajoutent lors de la réunion de deux sys- 
tèmes, contrairement aux grandeurs intensives. Par exemple, si on verse dans un récipient une bouteille 
d’eau et une bouteille de lait, toutes deux à température ambiante, le volume final sera la somme des 
volumes initiaux des liquides, de même pour la masse finale, mais la température ne sera pas la somme 
des températures, elle sera égale à la température initiale de chacun. De même, si les liquides sont pris à 
des températures différentes, les volumes et les masses s’ajouteront du fait du mélange, mais la tempé- 
rature finale ne sera pas la somme (n1 même a priori la moyenne) des températures initiales. 
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= Sont donc extensives : le volume, la quantité de matière, la masse, le nombre de particules, la longueur. 


= Sont donc intensives : la température, la pression, la masse molaire, la concentration, le volume molaire. 





» État physique du système 
Les 3 états classiques de la matière (solide, liquide et gaz) ont été définis au lycée. On associe souvent 
deux de ces états selon la propriété que l’on veut mettre en évidence ou que l’on utilise. Le terme phase 
condensée concerne les états où les molécules sont très proches les unes des autres, à savoir solide et 
liquide et le terme fluide met en évidence la possibilité de s’écouler et concerne les liquides et les gaz. 





[I RÉEL OTÉR CRETE UT EU MALE TUUT EE 


1. La température 


Définition 


La température, notée T, est une grandeur intensive qui mesure l’agitation thermique d’un système. 


Plus la température est élevée et plus la vitesse moyenne des constituants est grande. L'unité de tem- 
pérature est le Kelvin (K). 





= La température se mesure à travers le comportement des gaz à faible pression (thermomètre à gaz). On 
parle alors de température thermodynamique ou de température absolue. C’est une grandeur mesu- 
rable. Cela signifie qu’effectuer un rapport de températures absolues est pertinent. On utilise couramment 
des températures dites repérables (avec un thermomètre), c’est-à-dire pour lesquelles effectuer des rapports 
n’a pas de sens. Par exemple la température en degré Celsius définie ci-dessous : 





“ Équilibre thermique 
Définition 
Un système en équilibre thermique a une température uniforme qui n’évolue pas. 


= Un système en équilibre thermodynamique est nécessairement en équilibre thermique. 
= Deux systèmes en équilibre thermique l’un par rapport à l’autre sont à la même température. 





s Un système ouvert ou fermé (qui n’est pas dans une enceinte calorifugée) à l’équilibre thermique a une 
température égale à la température extérieure. 


a Un système isolé à l’équilibre thermique n’est pas nécessairement en équilibre thermique avec le 
milieu extérieur, c’est-à-dire que sa température peut être différente de la température extérieure. 


2. La pression 


Définition 
La pression P est une grandeur scalaire positive intensive définie comme la force par 
unité de surface exercée par un système sur une paroi : 


dF = PdS = PdSn 


où n est le vecteur unitaire, orthogonal à la surface élémentaire dS. 


L'unité de pression est le Pascal noté Pa. 
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= On peut définir la pression au sein d’un système de la même façon en imaginant une paroi fictive, 
c’est-à-dire un élément de surface situé à l’intérieur du système à l’endroit où l’on cherche la pression. 


= La pression au sein d’un système à l’équilibre résulte de deux phénomènes : 
æ Les chocs des constituants entre eux : c’est la pression moléculaire notée P . 
æ Les chocs des constituants sur les parois d’un récipient : c’est la pression cinétique notée P . 


= De façon qualitative, on peut facilement comprendre que les parois qui enferment un gaz vont subir 
d’autant plus de chocs de la part des molécules que le gaz sera confiné, donc la pression cinétique 
d’autant plus élevée. Il est également assez intuitif que les interactions entre molécules (attractions ou 
répulsions) vont influer sur la pression globale au sein du gaz. 


es POINT MÉTHODE 
Représenter et exprimer les forces de pressions 





= On rencontre trop souvent une représentation erronée des forces de pres- 
sion qui doivent être représentées comme toutes les autres forces par une flèche 
partant de leur point d’application. L’argument expliquant qu’on représente 


la pression n’est pas recevable, cette dernière n’étant pas un vecteur, c’est la | 





force qui en est un. On prendra donc soin de faire un schéma correct comme 
ci-contre, les schémas erronés introduisant une confusion qui nuit à la rigueur 
que l’on déploie, en particulier en mécanique. 


2 On utilise de nombreuses unités pour la pression, dont il est utile de connaître les conversions. On 
citera le bar, l’atmosphère, le Torr et la hauteur de mercure : 


1 bar = 10° Pa : 1 atm = 1,013.10° Pa = 760 mm de Hg = 760 Torr 
= La hauteur de mercure est liée à la mesure de la pression avec un certain type de baromètre. Autrefois 


exprimée en millibars, la pression dans les bulletins météorologiques est maintenant donnée en hecto- 
pascal, car 1 hPa = 1 mbar. 





“ Équilibre mécanique 





Définition 


Un système est en équilibre mécanique si la pression est uniforme et n’évolue pas. 


Un système en équilibre thermodynamique est nécessairement en équilibre mécanique. 


s Un système ouvert n’est pas nécessairement en équilibre thermodynamique global, mais sera souvent 
considéré en équilibre mécanique et thermique local, par exemple un gaz s’écoulant dans une tuyère. 


a Un système fermé ou isolé à l’équilibre mécanique n’est pas nécessairement à la même pression que 
l’extérieur : si les parois sont rigides, ces dernières peuvent supporter l’écart de pression entre le milieu 
et l’extérieur (carlingue d’un avion à haute altitude par exemple). S1 les parois sont mobiles, la résultante 
des forces sur ces parois doit être nulle, ce qui ne se traduit pas non plus nécessairement par l’égalité des 
pressions. Dans tous les cas on écrira que la force exercée par le gaz sur un piston mobile compense à 
l’équihibre la force exercée par l’extérieur sur le piston. 


— 


E'ex + Ve —=() avec F gaz =-P Sn 


gaz 


où n est un vecteur unitaire orienté vers l’intérieur de l’enceinte. 
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O l’enceinte est FE anne [P à la verticale. à l’enceinte est EE ETS à l’horizontale. 


Piston  Pisondemasem masse m Piston de masse négligeable Piston OO Pisonsul Piston soumis à une _ Piston soumis à une force 


1e |. _ 5 EE s : É rs 





3. Le volume 


Définition 
Le volume d’un objet, noté V, est une grandeur extensive qui mesure son extension dans les trois 
directions de l’espace en un même temps. L'unité de volume est le mètre cube (m*). On définit aussi : 


système 


V _ RE 
LS —— 


en m°.kg ! le volume molaire : en m°.mol ! 


système Re 


le volume massique : y = 





= Le volume massique est l’inverse de la masse volumique. 


= Le volume molaire utilisé en chimie sera calculé à partir du modèle du gaz parfait défini au paragraphe 
suivant et sera identique pour tout gaz assimilé à un gaz parfait (voir exercice n° 1 p. 355). 


a On retiendra que le volume molaire d’un solide est de l’ordre de quelques cm‘/mol. Un gaz est 
compressible, aussi le volume molaire d’un gaz dépend de la pression et de la température. Aux condi- 
tions normales de température et pression (0 °C et 1 atm), il vaut 22,4 L.mol. 


Es POINT MÉTHODE 
Convertir les unités volumiques 

= On utilise fréquemment les grammes et les litres plutôt que les unités du système international. 

On retiendra : 1m=1000L : 1dm=1L ; 1cm'=1mL 

Pour s’en souvenir, on visualisera une brique de lait de 1 L dont on peut approximer les dimensions 

comme un cube de 1 dm (= 10 cm) de coté. 

= Il est impératif de savoir convertir sans hésitation les grandeurs dérivées : 

Masse volumique : 1 kg.L' = 10* kg.m * = 10° g.dm* ; Volume massique : 1 L.kg ! = 10* m°.kg! 

Masse molaire : 1 g.mol! = 10° kg.mol! Volume molaire : 1 L.mol! = 10 * m*mol! 

a". "| 
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4. L'énergie interne 


L'énergie totale d’un système thermodynamique résulte de son état interne et de ses interactions avec le 
milieu extérieur. On dissocie généralement ces deux composantes en parlant respectivement d’énergie 
microscopique et d'énergie macroscopique. 





Définition 


L'énergie interne d’un système, notée U, est son énergie d’origine microscopique, à savoir la somme 


des énergies cinétiques microscopiques (agitation thermique) et potentielles microscopiques (inte- 
ractions interatomiques et intermoléculaires) de ses constituants. Son unité est le Joule, symbole J. 


x L'énergie macroscopique est l’énergie mécanique habituelle déjà définie dans les chapitres de la partie 
mécanique et réunit l’énergie cinétique macroscopique (fluide en mouvement dans une canalisation par 
exemple) et son énergie potentielle macroscopique (de pesanteur par exemple). 


s On travaillera souvent avec des systèmes globalement immobiles, donc d’énergie cinétique macrosco- 
pique nulle et de dimensions suffisamment faibles pour que l’énergie potentielle puisse être considérée 
également comme constante et uniforme dans le système et donc prise pour référence afin de l’annuler. 
Ainsi l’énergie d’un système thermodynamique au repos se limitera à son énergie interne. 


= L'énergie interne d’un fluide est une fonction d’état extensive qui ne dépend que de trois paramètres 
d’état 7, P et V. Or ces trois paramètres sont liés entre eux par l’équation d’état du système, donc l’éner- 
gie interne ne s’exprime qu’en fonction de deux paramètres indépendants : U = U(T,V) 


Cette dépendance se conçoit intuitivement : si le volume V d’un système est modifié, la distance entre 
les particules est modifiée, ce qui modifie les énergies potentielles d'interaction. Si la température est 
modifiée, l’énergie cinétique moyenne des molécules est modifiée. 


= L'énergie interne est une fonction d’état, sa variation lors d’une transformation ne dépend que de l’état 
initial et de l’état final. Elle est indépendante du chemin suivi. 


5. La capacité thermique à volume constant 


Définitions 


= La capacité thermique à volume constant, notée C, est une grandeur extensive définie comme 
l’énergie à apporter à un système pour augmenter sa température d’un Kelvin, quand l’expérience est 
réalisée à volume constant. Elle s’exprime donc comme la dérivée partielle de l’énergie interne par 
rapport à la température à volume constant : 


— ee \ 


OT J Son unité est le Joule par Kelvin, noté J.K°! 


= Pour un système homogène, on définit également la capacité thermique massique à volume 
constant, notée c,, et la capacité thermique molaire à volume constant, notée C,,, toutes deux 
intensives, s’exprimant respectivement en J.K°-!.kg”' et J.K-!':mol!, telles que : 


et Con = — d’où C,=nC,, 


n V V,m 
où m et n représentent respectivement la masse et la quantité de matière du système. 


= mc, 





N. B. : Les notations et les termes ont évolué, on a donné ci-dessus le vocabulaire actuel et les nota- 
tions en vigueur. La notation en minuscule est standard en thermodynamique pour toutes les grandeurs 
massiques, elle est particulièrement utilisée dans un système ouvert ou diphasé. On pourra cependant 
rencontrer dans la littérature, voire dans les sujets, l’ancienne dénomination de « capacité calorifique 
molaire (notée C,)» à la place de capacité thermique molaire C,, ou de «chaleur massique » pour 
capacité thermique massique. La vigilance est donc de mise dans la lecture des énoncés. 
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D ET ERMPETMETET 


1. Le gaz parfait monoatomique 


Un gaz monoatomique est composé d’atomes non associés en molécules comme tous les gaz rares 
(hélium, néon, argon...). Un mélange de gaz monoatomiques pourra également être considéré comme 
un gaz monoatomique. 


Définition 
Un gaz parfait monoatomique est un modèle idéal de gaz monoatomique qui vérifie deux conditions : 
æ Les atomes sont de très petites tailles par rapport à la distance qui les sépare et peuvent être assi- 


milés à des points matériels. 
Les atomes n’ont aucune interaction entre eux. 


Lorsque le gaz est en équilibre, ses variables d’état sont liées par l’équation d’état : PV = nRT 





où À est une constante appelée constante des gaz parfaits : R = 8,314 J.K=!.mol! 


= La première hypothèse entraîne qu’étant ponctuels, les atomes ne peuvent avoir de mouvement de 
rotation. De ce fait, ils ne possèdent que trois degrés de liberté : ce sont les déplacements dans les trois 
directions de l’espace. 


= La seconde hypothèse est vérifiée lorsque les atomes sont éloignés les uns des autres, elle consiste 
donc à négliger l’interaction entre deux atomes proches. 


= Attention aux unités, dans l’équation d’état du gaz parfait, la pression P doit être en Pascal, le volume V 
en m°, la quantité de matière n en moles et la température T en Kelvin (et surtout pas en degré Celsius !). 


s On pourra aussi introduire le nombre N d’entités élémentaires du gaz : 


PV =nRT N R 
> PV=—RT=-N—T=NEK.T 
n=N/W, W, W, É 
Où k, est la constante de Boltzmann, k, = . —=1,38.10 ” J K 


W, 
2. Le gaz parfait polyatomique 


Bien qu’étant simpliste, le modèle du gaz parfait monoatomique est souvent utilisé pour résoudre des 
problèmes de dynamique des fluides. Dans ce modèle, seul compte le mouvement de translation des 
atomes pour déterminer l’énergie cinétique du gaz, puisque des points matériels n’ont pas d’autres mou- 
vements possibles. Dans le cas d’un gaz parfait polyatomique, 1l faut également prendre en compte les 
mouvements de rotation et de vibration des molécules. 


Les constituants d’un gaz polyatomique sont des molécules composées d’au minimum deux atomes. On 
y trouve par exemple, les gaz diatomiques : H,, O,, N,, CO... les gaz triatomiques : CO,, H,0, O.... 
Définition 
Un gaz parfait polyatomique est un modèle idéal de gaz qui vérifie deux conditions : 
æ Les molécules sont de très petite taille par rapport à la distance qui les sépare : elles seront assi- 
milées à des points matériels du point de vue du volume qu’elles occupent, mais pas du point de vue 


énergétique car leurs mouvements de rotation et de vibration doivent être pris en compte. 
Les molécules n’ont aucune interaction entre elles. 


Les résultats expérimentaux montrent que l’équation d’état PV = nRT reste valable pour un gaz 
parfait polyatomique. 
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3. Énergie interne et capacité thermique à volume constant 


L'énergie interne U d’un système thermodynamique est la somme des énergies cinétique et potentielle 
(interactions particule-particule) d’origine microscopique. Dans le cas des gaz parfaits monoatomiques, 
elle se limite aux énergies cinétiques de translation, les interactions étant par hypothèse inexistantes. Ces 
énergies cinétiques dépendent uniquement de la température (c’est le phénomène d’agitation thermique), 
donc l’énergie interne du gaz parfait monoatomique donné ne dépend que de la température. On peut 
généraliser ce résultat aux gaz parfaits polyatomiques. 


Propriété 


= L'énergie interne d’un gaz parfait ne dépend que de la température : U = U(T) 





= On peut définir les énergies internes molaires, VU, et massiques, u. 
= On dit d’un gaz dont l’énergie interne ne dépend que de la température qu’il obéit à la première loi de 
Joule : U, = U (T). 
La capacité thermique à volume constant C, s’écrit alors : 
AU(T,V)\ _ dU(T) 
OT } dr 


Dans le cas général, C, dépend de la température et la variation d’énergie interne vérifie : 





CG (GP) -( 


T; 
dU=C,AT etdone  AU,,(GP)= ["C, (rar 
On supposera souvent que C, est constant, on aura alors : AU, ,(GP)=C,(T, -T;) 


Cas du gaz parfait monoatomique 


On peut montrer que l’énergie interne et l’énergie interne molaire du gaz parfait monoatomique sont : 


: 3 
U(GP monoatomique) = >nRT = NT et U,(GP monoatomique) = : RT 


La capacité thermique et la capacité thermique molaire à volume constant du gaz parfait monoatomique, 
valent donc respectivement : 
dU(T) 3 C; 


——nR et C,,(GP monoatomique) - — — =R 


C, (GP monoatomique) = 
v( que dT 2 n 





Cas du gaz parfait diatomique 


On a vu que l'énergie interne du gaz parfait monoatomique composé de N atomes s’écrit 3NK,T/2. Or 
dans un tel gaz, les molécules ont trois degrés de liberté correspondant aux trois coordonnées de sa posi- 
tion, on associe donc le facteur NKk,T/2 à chaque degré de liberté. En plus de ces trois degrés de liberté 
de translation selon les axes (Ox), (Oy) et (Oz), une molécule diatomique possède deux degrés de liberté 
de rotation, selon les deux directions perpendiculaires à son axe, soit cinq degrés de liberté au total. Si 
en plus la liaison entre les deux atomes n’est pas rigide, on admettra qu’il faut rajouter deux degrés de 
liberté pour décrire les vibrations des atomes selon l’axe de la molécule, soit finalement sept degrés de 
hberté. Cette augmentation du nombre de degrés de liberté entraine une différence entre l’énergie interne 
d’un gaz parfait monoatomique et celle du gaz parfait diatomique. 


Les degrés de liberté d’un gaz diatomique dépendent de la température, car les mouvements de rotation 
et de vibration ne se produisent qu’à partir de certaines températures. On note 7, et T\, les températures 
seuils respectivement de translation et de rotation des molécules diatomiques. 
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T _— T Translation + Rotation + Vibration 


N .B. : On obtient évidemment les grandeurs du système en multipliant par le nombre de moles du système. 





= S1 l’on trace sur un graphe la capacité thermique à volume œ. 
constant en fonction de la température, on remarque donc 
trois paliers de valeurs équidistantes suivant la température 
du système pour un gaz parfait diatomique, tandis que pour 5} 
un gaz parfait monoatomique, C, reste constante quelle que 

soit la valeur de la température. LR Se - 


Gaz parfait 
monoatomique 






Gaz parfait 
diatomique 





= Pour les gaz usuels (comme l’air ou ses composants) les 
valeurs de T,, sont de l’ordre de quelques Kelvins à quelques Tr Tv T 
dizaines de Kelvins (toujours inférieures à 100 K) et les 

valeurs de T°, sont de l’ordre de plusieurs milliers de Kelvins (toujours supérieures à 1000 K). Sauf indi- 
cation contraire, on se placera donc la plupart du temps dans la zone intermédiaire pour les expressions 
de UetC, 


2 Du gaz réel au gaz parfait 


Le modèle du gaz parfait est utilisé dans de nombreuses approches thermodynamiques, 1l convient de 
déterminer dans quelle mesure les gaz réels se comportent comme tel. 


Expérience : Un cylindre, aux parois diathermanes et fermé par un piston, contient du gaz. En enfonçant 
progressivement le piston, la pression P à l’intérieur du cylindre augmente, tandis que son volume et 
donc aussi son volume molaire V, diminuent. Le processus est réalisé lentement pour que le gaz soit à 
tout instant en équilibre thermique T = T., = constante. Pour comparer les gaz réels au gaz parfait, on 
trace un diagramme d’Amagat, PV (P), à basse et haute pression. Dans un diagramme d’Amagat, les 
isothermes (évolutions des gaz à température constantes) du gaz parfait sont des droites parallèles à l’axe 
des abscisses car PV, = RT = constante. 


Observation : Les tracés de tous les gaz réels à basse pression, quelle que soit la température et quelle 
que soit leur atomicité, suivent ceux du gaz parfait. Par contre, à haute pression, les courbes représentant 
les caractéristiques des gaz réels s’écartent notablement de la droite horizontale du gaz parfait. 

ue” PV 


m 


1 





Basse pression P Haute pression P 
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Résultat 


Quelle que soit la température, le modèle du gaz parfait décrit d’autant mieux le gaz réel que la pres- 
sion est faible : lim PV, =RT avec V le volume molaire 
EN m 





= [l faut noter également que c’est par cette limite à la pression nulle que la température thermodyna- 
mique (définie au IL.1.) est mesurée. 


= [1 existe plusieurs modèles pour décrire un gaz réel, l’un des plus connus est le modèle du gaz de Van 
der Waals. Son équation d’état et son énergie interne (monoatomique et diatomique) sont : 


monoatomique 2 V 9 diatomique 2 V 


2 2 2 
pe | nb) nRT  U ART Oe  U _SYRT- "A 


L’équation d’état fait intervenir deux termes correctifs par rapport au gaz parfait, qui tiennent compte de 
la réalité du gaz par rapport au modèle, a et b sont des constantes qui dépendent du gaz : 
2 
n 4. | ) , . _ 
es Vi lié aux interactions des molécules entre elles, c’est la pression de cohésion. 
= nb lié aux dimensions non nulles des molécules, c’est le covolume. 





IVILe modèle de la phase condensée 


Le modèle des phases condensées incompressibles et indilatables est utile pour étudier de façon simpli- 
fiée les liquides et les solides. 


Définitions 
s L'augmentation du volume d’un corps, à pression constante, due à une augmentation de la tempéra- 


ture s’appelle la dilatation. Pour quantifier la tendance d’un corps à se dilater, on définit le coefficient 
de dilatation isobare : 


1 (2 
A nt l’unité est le K°!. 
v\ar |), dont l’unité est le 
= La diminution du volume d’un corps, à température constante, due à une augmentation de la pres- 
sion s’appelle la compressibilité. Pour quantifier la tendance du volume d’un corps à diminuer quand 


la pression augmente, on définit le coefficient de compressibilité isotherme : 


L'or Sur z 
Tr = cos dont l’unité est le Pa. 





Dans le cas général l’énergie interne U ne dépend que de deux paramètres thermodynamiques, la tempé- 
rature et le volume, c’est-à-dire U = U(T, V). Une phase condensée, incompressible (Y,. = 0) et indilatable 
(o = 0) est de volume constant quelles que soient les variations de pression ou de température, ce qui 
implique que son énergie interne ne dépend plus que de la température. 


Résultat 


L'énergie interne molaire d’une phase condensée incompressible et indilatable ne dépend que de 


sa température : U, = U,(T) et daU, = C, AT 





Approximation des phases condensées peu compressibles et peu dilatables 


Certains liquides, tels que les fluides corporels (sang, salive) sont faiblement compressibles et très peu 
dilatables. En se plaçant au voisinage d’un état de référence représenté par le couple thermodynamique 
(P,, T,) on peut, en première approximation, utiliser l’équation d’état des liquides peu compressibles et 
peu dilatables : 
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OPEN TO OT) 7 Cr) 


Où &, et Y,, sont respectivement les coefficients de dilatation isobare et de compressibilité isotherme 
du liquide dans l’état de référence. 


ns, VERS LA COLLE 


Questions de cours 

= Échelle de description d’un système en thermodynamique. 

a Système thermodynamique : définition, grandeurs, équations et fonctions d’état. 
# Grandeurs extensives et intensives : définition, exemples. 

= Modèle du gaz parfait : définition, équation d’état, différences liées à l’atomicité. 


s Energie interne et capacité thermique à volume constant : définitions, cas d’un gaz parfait mono et 
diatomique. 


s Propriétés d’une phase incompressible et indilatable, approximation peu dilatable et peu compressible. 


sa Comparaison d’un gaz réel au modèle du gaz parfait. 


Erreurs à éviter 
= Les grandeurs intensives ne s’additionnent pas (T' et P en particulier). 


# Attention aux unités, on utilise toujours le m° pour le volume, le Kelvin pour la température et le Pascal 
pour la pression dans l’équation d’état du gaz parfait car R n’est pas sans dimension. 


s Ne pas mettre le symbole « ° » (degré) lorsque la température est en Kelvin. 


# On échappera à bien des erreurs de calculs et on pourra s’éviter bien des conversions en faisant appa- 
raitre des rapports de grandeurs constantes dans les transformations. On pourra alors utiliser toutes 
les unités hors système, en particulier si elles figurent dans l’énoncé, sauf pour les températures pour 
lesquelles on ne fera QUE des rapports en Kelvin (voir exercices n° I et n° 2 p. 355 en particulier) ! 


Quelques « trucs » utiles 


m [1 y a beaucoup de définitions et de concepts nouveaux dans ce chapitre, tous essentiels pour la 
suite. Les connaître et les comprendre est indispensable pour être à l’aise dans l’étude de la thermo- 
dynamique. 


s D'un point de vue pratique, la présentation d’un exercice suit toujours les mêmes règles et la schéma- 
tisation des systèmes est toujours utile. Bien définir l’état initial et l’état final, le plus complètement 
possible et repérer les grandeurs qui ne changent pas, avant d’aborder la résolution par un calcul, afin 
d’éviter de tourner en rond. 
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Conseil 





Dans tous les exercices P, désigne la pression atmosphérique : P, = I atm = 1,013.10° Pa 


KE Exploitation de l'équation d'état * > corrigé p. 356 


© Déterminer la masse volumique de l’air (assimilé à un gaz parfait) à P, et 25°C. M, = 29,0 g.mol”. 
@ Déterminer le volume molaire du gaz parfait à P, et à 0 °C, puis à 25 °C. 


© Une bouteille en acier, munie d’un détenteur, contient un volume V, = 60 L d’air comprimé à la pres- 
sion P. = 4,0 atm. En ouvrant le détenteur à P,, quel volume d’air peut-on extraire ? 


Di Grandeurs et fonctions d'état * > corrigé p. 356 


On considère 3 dispositifs expérimentaux À, B et C qui contiennent de l’hélium. 

— À est une enceinte hermétiquement fermée aux parois rigides. 

— B est une enceinte thermostatée (c’est-à-dire dans laquelle la température est régulée de façon à ne pas 
varier) fermée par un piston hermétique mais qui peut coulisser. 

— C est une enceinte rigide, thermostatée, reliée à une bouteille d’hélium par un robinet. 

— Initialement dans tous les récipients le gaz parfait occupe un volume de 246 L, à P, et 27 °C. 


© Déterminer la quantité de matière d’hélium présente dans chacune des enceintes. 


© On veut doubler la pression dans chaque enceinte. Que vaudront alors les grandeurs d’état ? Comment 
réaliser chaque opération ? 


© Que vaut l’énergie interne initiale et finale dans chaque enceinte ? 


EI Pompe à vide (d'après Enstim 2009) * * > corrigé p. 357 


Le schéma représente, en coupe, un réservoir KR, un cylindre C Buercur T0 eDPo 
de parois diathermanes, et un piston P dont la course est limitée 
par le fond À (le volume du cylindre est alors nul) et la cale B (le 
volume du cylindre vaut alors V,). Le système est muni de deux 7 (Ok Réservoir R 
soupapes : S, permet le passage du gaz uniquement de C vers 
l'extérieur et S, uniquement de R vers C, et ce, dès que la diffé- 
rence de pression entre les parties inférieure et supérieure de la 
soupape est positive. Le cylindre est relié, par un tube de volume négligeable devant les autres volumes 
du système, au réservoir R de volume V, très supérieur à V,, contenant de l’air, supposé gaz parfait, dans 
lequel on souhaite « faire le vide ». 





© Dans l’état initial, le piston est en B, le cylindre et le réservoir contiennent de l’air à P, et à T,. On 
pousse le piston jusqu’en A et on le ramène en B assez lentement pour que la température reste 77. 
Expliquer les différents transferts de gaz au cours de cet aller-retour. Exprimer la pression P, dans R 
quand le piston revient en B. 


© Si les transferts de gaz s’effectuent de la même façon, exprimer la pression P, après un deuxième 
aller-retour du piston, puis P, après le nième aller-retour. Quelle est la limite de P, quand n — © ? 


© En réalité, quand le piston est en A, le volume V, entre le piston et le fond n’est pas strictement nul. 
La limite théorique précédente ne peut pas être atteinte. Pourquoi ? Déterminer la véritable limite 
théorique de cette pompe à vide. Pourquoi appelle-t-on V, le « volume nuisible »? 
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Conseil 


Peu d’exercices dans ce chapitre où l’apprentissage des définitions et des démonstrations du cours 


est une priorité. 


EI Exploitation de l'équation d'état > énoncé p. 355 


© Par définition, la masse volumique p est le rapport de la masse du système par son volume. On introduit 
la quantité de matière et on utilise l’équation d’état du gaz parfait, la masse volumique de l’air s’exprime : 





_ Mir = Dir M ir _ PUS it : _ PM %, 
. L Ve É Ve : HUE Mrs P E KT 
5 _. 
AN.: p= DIS NI0E< 2010710 p =1,19 kg.m * 
8,314 x 298 
© Par définition, le volume molaire V, est le rapport du volume sur la quantité de matière du gaz parfait : 
V __RT 
y ==" 
"on  P 
AN. àT=-0°C=-273K et P = P,=1,013.10° Pa : V, = 2,24.10 7 m°.mol = 22,4 L.mol” 


à T=25°C =298 K et P = P,=1,013.10° Pa: V, =2,45.10 7 m°.mol” = 24,5 L.mol” 
Plus la température augmente, plus le volume molaire d’un gaz parfait augmente. 


© Initialement la bouteille contient un volume V à la pression P, à la température T,. En ouvrant le déten- 
teur, n moles du gaz contenu dans la bouteille vont s’échapper dans l’air extérieur et atteindre l’équilibre 
thermodynamique jusqu’à ce que les pressions interne et externe de la bouteille soient égales à FE 
(équilibre mécanique) et l’équilibre thermique est atteint (T,= T.). L’équation d’état du gaz parfait donne : 


. = nRT, P, 4,0 


V, = 60x% = 240 L 





soit: PV =PV uis : |V. =V. 
P,V, =nRT, DOUCE f  ‘P 


En augmentant la pression, 1l est possible de faire contenir un très grand volume de gaz dans une bouteille 
de plus faible contenance. 


Bien comprendre 


s En thermodynamique, on s'intéresse toujours à l’état initial et à l’état final d’un système à l’équilibre. 
On ne s’occupe jamais des états intermédiaires. 

s Par ailleurs on a toujours intérêt dans les calculs, à faire apparaître des rapports de grandeurs de façon 
à utiliser les unités de son choix (1c1 les litres et les atmosphères) en particulier celles de l’énoncé. Cette 
méthode est mise en pratique dans l’exercice suivant. 

= Attention : la température doit impérativement être en Kelvin dans un rapport ! 


2 Grandeurs et fonctions d'état > énoncé p. 355 


© En utilisant l’équation d’état, les 3 systèmes ayant les mêmes grandeurs d’état : 


_ Vo _ 1,013.10° x 0,246 
"_ RAT, 8,314 x 300 








= n = n = 10,0 mol 


© Dans la première enceinte, le volume et la quantité de matière restent nécessairement constants, le seul 


moyen d'augmenter la pression est d'augmenter aussi la température : = — - d’où| T,=2T, = 600 K 
0 A 
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Il faut chauffer le système par exemple en plongeant l’enceinte dans un environnement à 600 K (327 °C). 
Dans la deuxième enceinte, la température et la quantité de matière restent nécessairement constantes, le 


seul moyen d'augmenter la pression est de diminuer le volume : PV, =2FV, d’où V,= V,/2 = 123 L 


Il faut appuyer sur le piston de façon à diminuer le volume de moitié. 
Dans la troisième enceinte, le volume et la RRPeote sont constants, le seul moyen d’augmenter la pres- 


. O2 DCS n 9 
sion est d'augmenter la quantité de matière : D = 75 En d’où | n,,=2n,= 20,0 mol 
0 


Il faut pomper pour injecter de l’hélium dans latente 


© L'énergie interne molaire ne dépend que de la température, l’énergie interne du système dépend évidem- 
ment aussi de sa quantité de matière. L’hélium est monoatomique, donc : 


3 3x10,0 xX8,314 x 300 


U, = 2 =n, RT, = LE 5 3 = 3,74.10* J=374kJ (même état initial pour À, B et C) 
U,=SnRT, = Sn R2T, =2U, = TAB) : U,=SnRT, = Sn RT, =U, =374KJ 
Ue=SnRTe = S2n,RT, = 2U, = 74,8 kJ 

Pompe à vide > énoncé p. 355 





© Lorsque le piston descend, il tend à augmenter la pression dans le cylindre, donc elle est supérieure aux 
deux autres, $, s’ouvre et $, se ferme, l’air du cylindre est expulsé dehors. Pendant ce temps la pression 
du réservoir ne change pas (S, fermée) et reste égale à P,. Lorsque le piston remonte, la pression dans le 
cylindre tend à diminuer (le volume augmente), donc $, se ferme et S, s’ouvre, permettant à une partie 
de l’air du réservoir de remplir le cylindre. Cet air sera donc chassé dehors lors de la prochaine descente, 
puis la remontée remplira à nouveau le cylindre et ainsi de suite. On espère ainsi pomper tout l’air vers 
l’extérieur. 
Pendant la montée la quantité d’air emprisonnée dans l’ensemble de la machine est constante (S, fermée) 
et son volume passe de V, à V, + V,, tandis que la pression passe de P, à P,, la quantité de matière et la 
température étant constantes, on obtient : 


_ V", 
PV, =P(V, +V,) SOI : P= hype, +. 
© De la même façon, lors du second aller-retour, la quantité d’air emprisonnée dans l’ensemble de la machine 
est constante (S, fermée) et son volume passe de V, à V, + V,, tandis que la pression passe de P, à P,, la 
quantité de matière et la température étant constantes, on obtient : 








_ + : £ A 
EV = EVE") soit : P, = P, V.+V, = P, V iv 


En réitérant n fois, on obtient donc la pression : 


V, V, \ V 
= = ;£ où: [limP = 0 
; MP +V, a 2 | d’où : car Pal 


© En raison d’un volume V, non nul, on atteint une situation limite, telle que le pompage ne change plus rien 
et les soupapes ne s’ouvrent plus : la quantité d’air emprisonnée dans le cylindre passe alors de V, à V, 
pendant la montée sans que S, ne s’ouvre (et encore moins $ ), ce qui signifie que la pression du réservoir 
est inférieure à celle du cylindre jusqu’en position haute, de même pendant la descente $S, ne s’ouvre pas 
(et a fortiori S.), ce qui signifie que la pression atmosphérique reste supérieure à celle du cylindre jusqu’en 
position basse. On a donc la situation limite de l’air emprisonné dans le cylindre 








En position haute : pression P,, et volume V, ; en position basse : pression P, et volume V,, d’où : 
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lim 


Ve — Eve SOI : 





On retrouve bien une limite nulle si V, est nul. V, limite la performance de la pompe d’où son nom. 






Bien comprendre 


s En réalité une telle pompe, même avec un volume V, nul, ne pourrait donner un vide parfait (pression 
nulle) car des fuites autour du piston sont impossibles à éliminer complètement, sous peine de ne plus 
coulisser ! Sans compter le nombre d’aller-retour infini pour atteindre la limite théorique. 





POUR EN SAVOIR PLUS 


Le vide représente théoriquement l’absence totale de matière, mais le vide absolu n’existe pas, même au plus profond de 
l’espace intergalactique, et le terme désigne l’état d’un gaz raréfié, caractérisé par une pression très inférieure à la pression 
atmosphérique. Pour diminuer la pression, on utilise des pompes. Une pompe primaire fonctionne dès la pression atmosphé- 
rique, une pompe secondaire nécessite un vide moyen pour s’amorcer. La première pompe à vide (pompe à air) fut inventée 
en 1654 par l’inventeur allemand Otto von Guericke. C’est l’industrie des lampes qui contribua fortement au développement 
de la technique du vide. Actuellement, le vide est nécessaire pour trois raisons principales, aussi bien dans l’industrie que 
dans les laboratoires de recherche : augmenter la durée de vie d’un échantillon, empêcher le transfert thermique dans l’air 
entre deux parois (conserver un aliment chaud ou froid, ou un gaz liquéfié) et limiter les obstacles sur le trajet d’un faisceau 
de particules (par exemple dans un accélérateur). 


Source : Société française du vide http://vide.org/publications/pages_techniques_fr 


Vide interstellaire Ultravide Vide secondaire Vide primaire 
107 10 10° P(Pa) 


10° 10° molécules/m* 


Naturel Pompe ionique Pompe Pompe 
ou pompe turbo à diffusion rotative à palettes 
moléculaire 


Pression P (en Pa) | Pression (en P,) | Densité de particules (en nombre/m°) 
Atmosphère normale 10° Pa 10% 
Vide primaire 10° Pa 107? 


Vide secondaire 10 à 107! Pa 10 "à 10%P, 10! à 10! 
Ultra-vide 10719 à 10 Pa 105à10P 10!° à 10 


À méditer 

La thermodynamique est un sujet curieux. La première fois qu'on l’aborde, on ne le comprend pas du tout. 
La deuxième fois, on pense qu’on le comprend, sauf l’un ou l’autre point. La troisième fois, on sait qu’on 
ne le comprend pas, mais à ce stade on y est tellement habitué qu'on ne s’en préoccupe plus. 

ARNOLD SOMMERFELD (1868-1951) 





Échanges énergétiques 


au cours d'une transformation 





Une étude énergétique a pour but de mettre en évidence des échanges d'énergie entre un système 
et le milieu extérieur. En thermodynamique on distingue deux types d'échanges, le transfert méca- 
nique (le travail des forces, souvent limité à celui des forces de pression) et le transfert thermique 
(la chaleur). Ces transferts ont lieu lorsque le système thermodynamique subit des transformations 
dues aux contraintes imposées par le milieu extérieur. Pour pouvoir quantifier ces échanges et les 
exprimer en fonction des paramètres thermodynamiques, il est nécessaire d'étudier les propriétés 
des différentes transformations. 


ms OUTILS MATHÉMATIQUES x 
= Aire sous une courbe : 


L'intégrale d’une fonction est liée à l’aire sous la courbe par : 


L'rOodx = -f" FGodx = À 











LU Les transformations thermodynamiques 


1. La transformation réversible — la transformation dite quasi statique 


Définitions 

Une transformation thermodynamique est un processus au cours duquel un système thermody- 
namique, sous l’action d’une perturbation extérieure, passe d’un état d'équilibre initial à un état 
d'équilibre final compatible avec les nouvelles contraintes extérieures. L'état d'équilibre suppose 
l’état d'équilibre mécanique et thermique. 


= La transformation dite quasi statique est une transformation au cours de laquelle chaque état 
intermédiaire entre l’état d'équilibre initial et l’état d'équilibre final est un état d’équilibre. 


= La transformation réversible est une transformation au cours de laquelle chaque état intermédiaire 
entre l’état d'équilibre initial et l’état d'équilibre final est un état d'équilibre infiniment voisin du pré- 
cédent et telle qu’en modifiant de manière infinitésimale une contrainte extérieure, on peut inverser le 
sens d’évolution de la transformation. La transformation inverse suit alors la même succession d’états 
que le chemin direct. 


= Dans une transformation réversible, les paramètres d’état, par exemple T, P, et V, sont définis à 
chaque instant et varient continûment. 





= La transformation réversible est un modèle idéal qui n’a pas de réalité physique puisqu’entre des 
états d'équilibre infiniment voisins, 1l n’y a pas d'évolution. Cependant ce modèle de transformation est 
extrêmement utile, car 1l permet de modéliser des transformations théoriques sur lesquelles la variation 
des fonctions d’état est facile à calculer (voir point méthode p. 362). 
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= L’expression « quasi statique » fait débat, certains auteurs la confonde avec le terme réversible, d’autres 
en réfutent totalement la pertinence. Sauf dans le paragraphe ci-dessous, où le caractère quasi statique 
permet de se faire une idée concrète de la transformation réversible qui doit (mais pas uniquement) être 
suffisamment lente pour qu’il n’y ait pas création d’inhomogénéités, le terme de quasi statique ne sera 
plus utilisé par la suite. Seule la notion sans ambiguïté de transformation réversible sera considérée. 


Exemple : À l’état initial, un gaz est contenu dans un cylindre vertical fermé par un piston sans masse 
et mobile sans frottements. On pose sur le piston des masselottes jusqu’à une masse totale égale à m. 
À tout instant, dans un état intermédiaire le système est à l’équilibre, car la perturbation créée est trop 
faible pour produire des inhomogénéités : c’est une transformation quasi statique. On peut imaginer que 
les masses déposées sont infinitésimales (dm aussi petites que l’on veut) et l’on peut donc, à toute étape, 
retirer dm et revenir strictement à l’état précédent. L’état du gaz ne dépend alors que de la masse totale 
présente sur le piston et non du sens d’évolution de la transformation : c’est une transformation réversible. 


Contre-exemple : On lâche brutalement sur le piston une masse m, les particules de gaz proches du pis- 
ton sont comprimées subitement, tandis que les molécules au fond du cylindre sont encore à la pression 
initiale P,. Par la suite, la perturbation se propage de proche en proche grâce aux chocs entre molécules 
et aux transferts d'énergie cinétique au cours de ces chocs. La pression devient alors homogène. Au 
cours de la transformation, la pression n’est pas définie, le système est fortement inhomogène et hors 
équilibre : la transformation n’est donc pas quasi statique et a fortiori pas réversible. 


= Le phénomène d’irréversibilité sera étudié au chapitre 22. Il résulte d’une évolution spontanée à sens 
unique des systèmes physiques : diffusion thermique du « chaud » vers le « froid », déplacement des 
particules du « plus » au « moins » concentré, dissipation énergétique liée aux frottements.. 


2. Les transformations particulières 


Les transformations thermodynamiques réelles et complexes peuvent être décomposées en une succes- 
sion de transformations élémentaires permettant ainsi de faire des calculs de transferts d’énergie méca- 
nique et thermique. Certaines de ces transformations sont nécessairement réversibles. 


Définitions 


a Une transformation est isobare si la pression du système est définie à chaque instant et est constante 
au cours de l’évolution (exemple : on chauffe lentement un gaz contenu dans un cylindre fermé par un 
piston mobile, le gaz se dilate et reste à la pression extérieure imposée par le piston). 


a Une transformation est isochore si la surface qui délimite le système n’est pas déformée au cours 
de son évolution. Le volume est donc constant (exemple : gaz chauffé dans un récipient rigide). 


a Une transformation est isotherme si la température du système est définie à chaque instant et est 
constante au cours de l’évolution (exemple : on comprime tout doucement le gaz contenu dans un 
récipient muni de parois diathermanes, le gaz qui aurait tendance à s’échauffer reste à la température 
atmosphérique en dégageant de l’énergie thermique vers le milieu extérieur). 


s Une transformation est adiabatique s1 le système n’échange pas d’énergie thermique avec le milieu 
extérieur (la compression adiabatique d’un gaz l’échauffe, la détente adiabatique le refroidit). 





a Une transformation adiabatique idéale suppose des parois diathermanes ou parfaitement calorifugées, 
parfois improprement appelées parois adiabatiques. 


s Une transformation isotherme est nécessairement réversible, la transformation réelle qui s’en rap- 
proche le plus est donc forcément très lente pour que l’équilibre thermique se produise à chaque 1ins- 
tant. À l'inverse, une transformation adiabatique doit être suffisamment rapide pour n’autoriser aucun 
échange thermique (une isolation thermique parfaite est impossible) et une transformation rapide est 
généralement considérée adiabatique. 
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= En pratique, 1l est impossible de réaliser une transformation parfaitement isotherme ou parfaitement 
adiabatique, une véritable évolution se situera entre ces deux situations idéales. On dit alors que cette 
transformation est polytropique. 


= [l ne faut pas confondre adiabatique et isotherme ! Lors d’une transformation adiabatique, la tempéra- 
ture du système varie toujours et lors d’une transformation isotherme, 1l y a toujours échange de chaleur. 


Définitions 
= Une évolution est monobare s1 la pression exercée par le milieu extérieur sur le système est 
constante et uniforme au cours de la transformation (cela ne dit rien sur la pression du système). 


= Une évolution est monotherme si la température du milieu extérieur est constante et uniforme au 
cours de la transformation (cela ne dit rien sur la température du système). 





Les évolutions thermodynamiques « mono » d’un système sont causées par la modification des para- 
mètres du milieu extérieur dont certains peuvent être connus et constants durant toute la transformation 
thermodynamique, mais, contrairement aux transformations réversibles « 150 », l’état intermédiaire du 
système n’est pas forcément connu. 


 Diagrammes de Clapeyron et de Watt 


Pour étudier l’évolution d’un système thermodynamique au cours d’une ou plusieurs transformations, 
il est utile de tracer un diagramme de Clapeyron qui donne l’évolution de la pression en fonction du 
volume massique P(v) ou du volume molaire P(V) au cours de la transformation : 


ISOTHERME (GP) 
Transformation ISOBARE ISOCHORE 
SR REVERSIBLE (GP) 


Diagramme de 
Clapeyron D 
V V V 


Relation utile pour =, | Isotherme : : PV = constante 
un Gaz Parfait T T Adiab. réversible!. : PV? = constante 


Avertissement : TH ne faut pas confondre le diagramme de Clapeyron avec le diagramme de Watt où 
la pression est fonction du volume P(V). Le diagramme de Clapeyron n’utilise que des grandeurs inten- 
sives. S1 le système est ouvert (masse variable), ces deux diagrammes diffèrent. Cependant si la masse 
est constante, les deux diagrammes sont équivalents et 1ls sont souvent confondus dans la littérature ou 
dans les sujets où l’on parle de diagramme de Clapeyron alors qu’on trace en fait des diagrammes de 
Watt. On travaille dans ce qui suit sur des systèmes fermés, on utilisera donc le nom de Clapeyron, plus 
habituel pour les étudiants, bien que techniquement on trace des diagrammes de Watt. 





= En traçant ce type de diagramme, on suppose que les transformations étudiées sont réversibles, ce qui 
implique que la pression d’un fluide contenu dans une enceinte fermée est définie à tout instant. 


= Dans un diagramme de Clapeyron, si la transformation n’est pas réversible, la pression ne peut pas être 
définie au cours de l’évolution du système : on peut alors seulement représenter l’état d’équihibre initial 
et l’état d'équilibre final du gaz sans connaître les états intermédiaires. 


= Les tracés des isochores ou des isobares sont valables pour tout gaz, mais ceux des isothermes et des 
adiabatiques réversibles ne sont valables que pour un gaz parfait. La forme des grandeurs constantes 


1. Les propriétés de la transformation adiabatique réversible sont étudiées au chapitre 22, p. 399. 
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montre que la pente de la tangente en un point d’intersection de coordonnées (P,, V.) est plus grande 
pour une adiabatique réversible que pour une isotherme (voir chapitre 22 p. 400, équations de Laplace). 


Rs POINT MÉTHODE x 
Choisir une notation pertinente : À, d, à ou rien 


« Pour comprendre les différences de notations À, d, rien et à dans ce qui suit il faut bien distinguer 
fonctions d’état et grandeurs d’échange. Dans toutes les transformations étudiées, on considère d’une 
part un état initial et un état final et d’autre part une transformation permettant de passer de l’un à l’autre. 
Dans le chapitre précédent on a défini des grandeurs et des fonctions d’état qui caractérisent le système 
dans un état donné. Ces grandeurs varient pendant la transformation, mais leur variation entre l’état in1- 
tal et l’état final ne dépend que des états, donc pas de la nature de la transformation (autrement dit pas 
du chemin suivi). On peut donc définir leur variation macroscopique AY ou infinitésimale dY et éven- 
tuellement les calculer sur un chemin théorique (réversible, idéal, simple, ...) d’où l’intérêt particulier 
de la transformation réversible. On pourra appliquer à ces grandeurs le calcul différentiel des fonctions 
de plusieurs variables. D’autres fonctions d’état (H et S) seront vues plus loin. 


Dans ce chapitre, on s’intéresse dans les paragraphes suivants à des grandeurs d’échange, (travail W 
et chaleur ©) qui sont des quantités que le système échange avec le milieu extérieur. Cela n’a pas de 
sens de les définir dans un état donné, elles n’interviennent qu’au cours d’une transformation et, à ce 
titre, dépendent de la transformation (du chemin suivi) et pas seulement de l’état initial, et de l’état final. 
Parler de leur variation n’a pas de sens, seul compte la quantité macroscopique de la transformation 
réelle Z ou la petite quantité ÔZ échangée et utiliser un chemin théorique ne permet pas de les déterminer. 
D’autres grandeurs d’échange (Sets, ) seront vues plus loin. S., n’est pas à strictement parler 


é échangée 


une grandeur d’échange, mais elle se comporte comme telle du point de vue de ce qui est expliqué 1ci. 


na En résumé : 


Transformation macroscopique 


jransformatior 7 





1 : : 
We: Q ue Grandeurs et fonctions d’état (valable aussi pour H, S, P, V T) 


Système Système a (2) (théori 
y … … — = _ eorique) 
Etat A Transformation théorique État B AU a 38 Un Ua AU = AUS AU 5 


Grandeurs d’échange (valable aussi pour S_. et S 


créée échangée 


(e2) (2) (théorique) 
Wi» T Wi F Wi » 


(e2) (2) (théorique) 
et OÙ, #02, #0 
AB AB AB 


Transformation infinitésimale 


jransformañioy r 


5w 60 


A—À' AA" 






ss Système Grandeurs et fonctions d’état (valable aussi pour H, S, P, V T) 
ystème 


2 É De : : (= CS (théorique) 
Etat À Transformation Etat A" très dU, » — U, En U, — dU, — dU, » — dau," x : 
proche de A 
2 E créée et re, 
théorique 
() (2) (théorique) 
5w® 60 (2) ÔW, a ÔW,_» F ÔW, ; . 
A—À' A—A' L @) (2) (théorique) 
7 7 2 1 0Q, x # 0Q x La 0Q, 1" 
fansformatio" 


Grandeurs d’échange (valable aussi pour S 


à» Signe des grandeurs d’échange : dans toutes les transformations, on considère toujours (sauf indi- 
cation contraire) le point de vue du système ; si le système reçoit, la quantité est positive, si le système 
fournit, la quantité est négative. 
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1. Expression générale du travail des forces de pression 


Le travail est un mode de transfert d’énergie entre le milieu extérieur et le système thermodynamique. 
Cette notion a déjà été définie dans le cours de mécanique (voir chapitre 14 p. 257). On s’intéresse 1c1 
au travail des forces de pression que l’on calcule sur un cas simple. Initialement, le piston, dont la section 
est notée S, délimite un volume Sx de gaz (l’axe est orienté dans le sens d’une variation positive de x 
pour une augmentation de volume). On note la pression extérieure P.. Le système (le gaz de particules) 
subit donc une force de la part du milieu extérieur telle que : 


1 — 6) e, 
. sn . : ———> 
On peut donc exprimer le travail élémentaire des forces de pression, F.. 
noté 0W, exercées sur le système lors d’un déplacement infinitésimal + 


dx du piston : 


ext 


ÔW=F dxe =—P. .Sdx=-P.dV 


ext 





où dV est la variation de volume du système lors du déplacement du 
piston. | 


Pour une compression : dx <0 —= dV<0 = ôW>0 O0 X 


Le travail est positif donc le système reçoit du travail provenant du milieu extérieur. 
Pour une dilatation :  dx>0 = dV>0 —= ôW<0 


Le travail est négatif donc le système fournit du travail au milieu extérieur. 


On peut montrer que cette expression se généralise à un système de forme quelconque, subissant des 
déformations quelconques du fait des forces de pression. 


Définition 


Le travail des forces de pression échangé par un système évoluant d’un état d'équilibre initial A à 


ext 


un état d'équilibre final B est égal à : Wii je P_dV 


Le travail est homogène à une énergie et s’exprime en Joule. 





= Attention, il faut bien comprendre que la pression extérieure P,. n’est pas nécessairement la pression 
du milieu extérieur, mais la somme algébrique de toutes les pressions « ressenties » par le système (par 
exemple, les pressions exercées par l’atmosphère, par le piston, par l’expérimentateur, par une masse 
posée sur le piston...). P. caractérise le milieu extérieur tel que le système le « perçoit », tandis que dV 
caractérise le système. 


= D'autres travaux, dont la somme est appelée travail utile, que celui des forces de pression peuvent être 
échangés par le système (turbine...), mais on travaillera souvent dans des situations où seul intervient le 
travail des forces de pression. 


2. Cas d'une transformation isochore (gaz quelconque) 


Pour une transformation 1sochore, le volume V du système reste constant durant toute l’évolution, 1l n’y 
a pas de déplacement des points d’application des forces de pression donc : 





Certaines transformations ne sont pas 1sochores, mais telles que les points d’application des forces de 
pression ne se déplacent pas et le travail sera également nul (voir détente de Joule-Gay-Lussac p. 379). 
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3. Cas d'une transformation monobare (gaz quelconque) 


Soit un cylindre muni d’un piston de masse nulle et de section S. À l’équilibre initial, la pression du gaz 
P est égale à la pression du milieu extérieur, par exemple la pression atmosphérique P,. On pose une 
masse m sur le piston, dès lors, la pression à l’intérieur du cylindre n’est plus définie. Il en est de même 
tout au long de la transformation. Lorsque le piston s’immobilise, le système atteint un état d'équilibre, 
la pression du gaz est de nouveau définie. En revanche, au cours de la transformation, la pression impo- 
sée par le milieu extérieur sur le système est constante et égale à P,. = P, + mg/S. Le travail des forces 
de pression vaut : 


ext 


v, 
W,_ ,(monobare) ——P.. k, dv -=-P (v, . v,) 


= Cette transformation est souvent utilisée par les chimistes pour mesurer des constantes de réactivités 
à pression constante. 


4. Cas d'une transformation réversible (gaz quelconque) 


On envisage une transformation réversible d’un gaz contenu dans une enceinte fermée de l’état d'équilibre 
initial A à l’état d’équilibre final B. À tout instant de la transformation, le système est à l’équilibre avec le 
milieu extérieur. Par conséquent la pression interne du gaz P est égale à tout instant à la pression extérieure 
P..= P. Ainsi le travail des forces de pression d’un gaz subissant une transformation réversible vaut : 


ext 


ext 





v, v, 
W,_;(réversible) = — [ P.,dv = = Pdv 


= Ce résultat est essentiel, car 1l permet d’étudier ces transformations particulières, qui seront souvent 
utilisées pour modéliser de façon simple des transformations rééelles plus complexes. 


Cas d'une transformation isobare (gaz quelconque) 


Pour une transformation 1sobare non seulement la pression du gaz est égale à la pression extérieure, mais 
de plus elle reste constante durant toute l’évolution : 


A 





Ve 
W,_,,;(Gisobare) = — PT], dv = —P( 


a Une transformation 1sobare est donc un cas particulier de transformation monobare. 


= Le travail des forces de pression dépend de la variation du volume du système : les parois de l’enceinte 
doivent être déformables pour que le gaz subisse une transformation 1sobare. 


= Pour un gaz parfait, on obtient aussi grâce à l’équation d’état : 
W,_.,(Gisobare GP) - -nR(T, - T,,) 


% Cas d'une transformation isotherme (gaz parfait) 
Pour une transformation isotherme, la température T du système reste constante durant toute l’évolution. 
En utilisant l’équation d’état des gaz parfaits, on obtient : 


nRT 
V 





W,_ (isotherme GP)= -[” PdV = -[” dv = -nRT |" . 


W,_,;(Gisotherme GP) = nRTin[q = nRrin( 





A A 


= Le travail des forces de pression dépend de la température du système. Les parois de l’enceinte doivent 
être diathermanes pour que le gaz subisse une transformation isotherme. 
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ns POINT MÉTHODE 
Calculer le travail des forces de pression sur un gaz 


2 On retiendra que la démarche pour calculer le travail des forces de pression W,_., d’un gaz subissant 
une transformation est toujours la même : 
= Déterminer l’état initial et l’état final du gaz. 
æ Déterminer la pression extérieure, c’est-à-dire celle réellement « perçue » par le gaz pendant 
la transformation, en tenant compte des actions éventuellement exercée sur un piston (atmosphère 
extérieure, opérateur, masse...). 
= Déterminer si elle est identique ou non à celle régnant dans le système, en prenant en compte 
le type de la transformation (brutale, réversible...) et introduire si nécessaire l’équation d’état des 
gaz parfaits. 


> Exprimer le travail : W. , =-— É P dV etremplacer P selon les conclusions de l’étude 
P AB V, ext P ext 


= Le calcul du travail nécessite donc de connaître la nature de la transformation subie par le gaz. 





Récapitulatif : Travail reçu (algébriquement) par un gaz parfait confiné dans une enceinte et subissant 
une transformation de l’état d'équilibre initial A à l’état d'équilibre final B. 


Transformation Travail reçu par le système 
l 


V P 
A À 


3. Visualisation du travail des forces de pression sur un diagramme de Clapeyron 





Pour une transformation réversible, le signe du travail des forces de pression peut être déterminé par un 
diagramme de Clapeyron P(V). 


Dans ce diagramme, l’aire sous la courbe représentant la transformation est liée au travail échangé (voir 
outils mathématiques p. 359). 


Diagramme 
de Clapeyron 


Va V " V 
Signe __fY _ __f" _ 
AR W = [, PdV = À > 0 Win =-[," Pav = À <0 
À Le système subit une compression Le système subit une détente 
Conséquence Ÿ P Ÿ 
— il reçoit du travail. — il fournit du travail. 
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= Cette représentation permet de vérifier, lors d’une application numérique, si le signe obtenu est correct. 


= Le diagramme de Clapeyron permet de constater que le travail des forces de pression dépend du che- 
min suivi, Car l’aire dépend de la forme de la courbe représentant la transformation de A à B. 






Définition 


Un système subit une transformation cyclique si l’état d’équilibre final coïncide avec l’état d’équi- 


libre initial après passage par plusieurs états d’équilibre intermédiaires. 


On peut représenter sur un diagramme de Clapeyron une transformation cyclique d’un système subis- 
sant successivement deux transformations thermodynamiques, a et b. L’état d'équilibre initial et l’état 
d'équilibre final sont indiqués par les coordonnées du point E et l’état intermédiaire par les coordonnées 
du point I. Le travail d’une transformation cyclique est la somme des travaux de chaque transformation 
particulière : W., =W +W 


cycle ET SE 


Par conséquent, dans les schémas ci-dessous, le travail sur le cycle est toujours la différence entre l’aire 
sous la courbe rouge et celle sous la courbe bleue, ce qui entraîne que le travail est égal (selon le sens 
du cycle) à + l’aire du cycle. Selon le sens de parcours du cycle, on obtient donc un travail total positif 
ou négatif. 


Diagramme de 
Clapeyron 


4 VU, V 
trigonométrique horaire 


Cycle récepteur : le système reçoit du travail. Cycle moteur : le système fournit du travail 


= La variation d’une fonction d’état est toujours nulle pour une transformation cyclique (AU, 
les grandeurs d’échange ne sont généralement pas nulles sur un cycle complet. 


A V, V 





, = Ü) mais 


[TT Transfert thermique (chaleur) 





1. Notion de transfert thermique 





Définition 
Le transfert thermique ou chaleur est une forme d’énergie échangée par un système thermody- 
namique avec le milieu extérieur au cours d’une transformation, indépendamment des effets méca- 


niques. Cette grandeur, notée Q, est homogène à une énergie et son unité est le Joule. 


= La chaleur est une grandeur extensive mais n’est pas une fonction d’état, elle dépend du chemin suivi, 
et doit être notée 0Q sur une transformation infinitésimale. 


= [l ne faut pas confondre température et chaleur. La température est une grandeur d’état définie pour un 
système dans un état d'équilibre. La chaleur est une grandeur énergétique d’échange entre deux états. 
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On peut parler de la température d’un système mais cela n’a pas de sens de parler de sa chaleur (pas 
plus que de son travail). 


= Contrairement à ce qui a été vu pour W, 1l n’y a pas de «formule » pour calculer Q. On verra au cha- 
pitre 21 comment le premier principe permettra cependant de la calculer. 


a On distingue trois modes fondamentaux de transmission de l’énergie thermique : la conduction, la 
convection et le rayonnement qui ont été envisagés au lycée et qui feront l’objet d’un cours approfondi 
en deuxième année. 


ns POINT MÉTHODE 
Différencier la transformation adiabatique et la transformation isotherme 


= [1 convient d’insister sur la distinction adiabatique/isotherme, notions souvent confondues par les 
étudiants : 

Une transformation adiabatique se fait sans transfert thermique entre le système et le milieu extérieur 
(Q = 0), une transformation isotherme se fait sans variation de température (T = constante). 

Exemple 1 : Lorsque l’on fait bouillir de l’eau à pression atmosphérique, la température de l’eau reste 
égale à 100°C pendant le changement d’état liquide/vapeur. Cette transformation est isotherme et non 
adiabatique, puisque le système reçoit de l’énergie thermique. 

Exemple 2 : Si l’on comprime un gaz contenu dans un récipient aux parois athermanes, sa tempéra- 
ture va croître malgré l’absence d’échange thermique avec le milieu extérieur. Cette transformation est 
adiabatique et non isotherme, le système reçoit du travail qui fait augmenter sa température. 


= La conduction thermique est un phénomène lent, ce qui explique pourquoi une transformation 1so- 
therme d’un gaz dans une enceinte en contact avec l’extérieur se passe lentement, pour que la conduction 
thermique à travers la paroi diathermane permettant l’équilibre des températures ait le temps de se pro- 
duire. Inversement une transformation rapide sera souvent supposée adiabatique, les échanges de chaleur 
n'ayant pas le temps de se produire (ce qui rend le concept d’adiabatique réversible parfois paradoxal). 


2. Les thermostats 
Définition 


Un thermostat, noté (2, (ou « source de chaleur ») est un système fermé de volume constant capable 


d'échanger de l’énergie thermique en gardant une température constante notée T”.. Le milieu extérieur 
d’un système est souvent assimilé à un thermostat ou à un ensemble de thermostats. 





s La température du thermostat est uniforme et stationnaire en tout point de l’espace et à chaque instant. 


= Le thermostat est un modèle physique idéal. Il s’agit d’un système dont la capacité thermique est assez 
grande pour que sa variation de température soit négligeable lors de transfert thermique avec le système. 
Un dispositif s’approche d’autant plus d’un thermostat idéal que son volume est grand. Par exemple, l’at- 
mosphère est un excellent thermostat car, malgré les activités humaines, la température de l’atmosphère 
n’a augmenté que de 1,1 °C en un siècle’. 


= Un système subissant une transformation monotherme ne reçoit un transfert thermique que d’un seul 
thermostat (appelé source) à la température T7. 


2. 5° rapport du GIEC (Groupe d’experts Intergouvernemental sur l’Évolution du Climat)-2013. 
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Questions de cours 


# Fonctions d’état/grandeurs d’échange : définitions, exemples, distinctions, notations. 


s Transformation réversible, isobare, isochore, isotherme, adiabatique, monobare, monotherme : défi- 
nitions, exemples, diagrammes de Clapeyron (validité selon la nature quelconque ou parfaite du gaz). 


m Travail des forces de pression : expression dans le cas général, expressions dans les différents cas 
particuliers (isochore, réversible, isobare, isotherme, monobare). 


sm Visualisation du travail des forces de pression dans un diagramme de Clapeyron pour une transforma- 
tion cyclique ou non, signe, exemples. 


= Transfert thermique : définition, propriétés, exemples. 
a Thermostat : définition, exemples, propriétés, intérêt. 


s Transformation adiabatique / transformation isotherme : définitions, propriétés, exemples, distinction. 


Erreurs à éviter 
s Ne pas confondre chaleur et température : ne jamais dire qu’une transformation adiabatique est à 
température constante n1 que, si la température est constante, 1l n’y a pas de chaleur échangée. 


# Ne pas confondre les notations d, A réservées aux fonctions d’état, et à ou rien réservées aux grandeurs 
d'échange (voir point méthode p. 562). 


Quelques « trucs » utiles 


ms Même si l’énoncé ne le demande pas, toujours faire un schéma synoptique des transformations (voir 
exercice n° Î par exemple) et tracer un diagramme de Clapeyron des transformations étudiées. On y 
placera également les isothermes intéressantes (aux températures des thermostats) pour se repérer. 


# La nature des transformations sera indiquée sur le schéma et permettra d’utiliser les relations entre les 
états de façon efficace. Par exemple P,V, = P,V, pour une transformation isotherme de A à B, sans 
revenir sans cesse à l’équation d’état du GP. 
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Échanges énergétiques au cours d'une transformation 
EE EXERCICES 


Conseils 


Ce chapitre est avant tout un chapitre de définitions, d’où le petit nombre d’exercices. Le lecteur est 


invité à toujours représenter les transformations proposées et à s’assurer que tout le vocabulaire est 
connu et toutes les définitions intégrées. 





El Transformation cyclique d'un gaz parfait * > corrigé p. 370 


Une mole de gaz parfait diatomique subit une transformation cyclique constituée des étapes suivantes : 
— À partir des conditions initiales P , = lbaretf, = 27 °C (état A), un échauffement isochore fait tripler 
sa pression et sa température atteint £, (état B). 

— Une détente isotherme lu1 fait ensuite retrouver sa pression initiale (état C). 

— Un refroidissement isobare le ramène à l’état initial A. 


© Déterminer les grandeurs d’état de À, B et C. 


© Représenter le cycle dans un diagramme de Clapeyron. En déduire le signe du travail reçu par le gaz 
au cours d’un cycle. 


© Calculer le travail reçu par le gaz et sa variation d’énergie interne pour chaque transformation puis 
sur le cycle. 


F1 Cycle d'un gaz parfait * > corrigé p. 371 


Une mole de gaz parfait monoatomique passe d’un état À (P,, V,, T,) à un état B (P,, V,, T,) avec 
V, > V,. Une première méthode consiste à lui faire subir une transformation isobare suivie d’une trans- 
formation 1sochore (état intermédiaire noté C). Une seconde méthode lui fait d’abord subir une transfor- 
mation isochore puis une transformation isobare (état intermédiaire noté D). 


© Déterminer et comparer la variation d’énergie interne du gaz pour chacune des deux méthodes 
envisagées pour passer de À à B. Peut-on donner les mêmes conclusions pour le travail et la chaleur 
échangées par le gaz avec l’extérieur sur les deux transformations ? 


© Le gaz effectue maintenant un cycle ADBCA en suivant les mêmes chemins que décrits ci-dessus. 
Déterminer le travail sur chaque étape. En déduire le travail total sur le cycle. Pouvait-on prévoir ce 
résultat ? 


El Détentes d'un gaz parfait * * > corrigé p. 372 


On enferme n moles d’un gaz parfait monoatomique dans un cylindre vertical aux parois diathermanes 
clos par un piston sans masse de section S. Le piston est maintenu de sorte que le gaz soit comprimé 
à la pression P, = 5P, où P, est la pression atmosphérique extérieure. Le gaz occupe initialement le 
volume V,. La température extérieure est 7°. L'ensemble est à l’équilibre. On réalise deux expériences 
à partir de ce même état initial : 

a) On relâche brutalement le piston et on attend l’équilibre. 

b) On relâche très lentement le piston de façon à ce que le système passe par une suite d’états d’équilibre 
infiniment voisins. 


© Caractériser les transformations et déterminer l’état final dans chaque cas. 
© Déterminer le travail reçu par le gaz au cours de chaque transformation. Conclure. 
© Déterminer la variation d'énergie interne dans chaque cas. Commenter. 


© Que peut-on dire des échanges thermiques dans chaque cas ? 
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© On rassemble les informations sur le schéma 


Échanges énergétiques au cours d'une transformation 


Hi Transformation cyclique d'un gaz parfait > énoncé p. 369 


synoptique ci-contre. Les températures doivent 
être en Kelvin dans tous les calculs. La pression 
doit être en Pascal dans l’équation du gaz parfait 
mais peut rester en bar dans les calculs suivants, 
où l’on utilise uniquement des rapports, de même 






T,=? 


pour le volume qui doit être en m° dans l’équation isobare P=3 P,= 3.10 Pa 
du gaz parfait, mais peut rester en litre ensuite, Pons 
puisqu'on effectue uniquement des rapports de État C 

grandeurs. 1-1 

Le système est fermé donc la quantité de matière P,.=P,=10* Pa 


est la même dans tous les états : V,.= ? 


n, =n,=n,= 1 mole. 


En utilisant l’équation des gaz parfaits, on détermine complètement l’état À en calculant V, : 





ES 
= 4 d’où : 
fl; F, 
On détermine complètement l’état C en calculant V.. La transformation BC est isotherme, donc : 
ee 3P 
PeVe = PVy d’où : =V,-E=V,—4=3V, =7,5.10 7 m° =75L 
C 





© Le diagramme de Clapeyron P(V) figure ci-contre. Le cycle étant 


© Les transformations BC et CA sont réversibles, le travail se calcule 


parcouru dans le sens horaire, le travail total est négatif, égal à 
l'opposé de l’aire + du cycle. 


comme suit, Où £ = initial et f = final sur l’une quelconque des 
transformations : 
if ext 


MER L P. dV = |. PdV 


Soit respectivement sur l’isotherme BC et sur l’isobare CA : 





P 
W,_ c =nRT, mr. } —P,V,In3=-3P,V, In3 et 


B 





Sur l’isochore AB, le travail est nul : W,_., =0 
Le gaz est diatomique, et les températures comprises entre 100 et 1000 K, on aura donc C,, = 5R/2. La 
variation d’énergie interne se calcule de la même façon sur toutes les transformations : 


5 
AU, ,,=nC, ,(T, -T)= 5 AR, rt) 
Les résultats numériques sont rassemblés dans le tableau 
C1-contre. 

On trouve sans surprise sur le cycle, une variation nulle de l’éner- 
gie interne et un travail négatif. 
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Bien comprendre 


isobare 


La variation d’une fonction d’état ne dépend pas du chemin suivi AU" 3 = AU, 8 > AU, =0.Cen'est 


pas le cas du travail, grandeur d’échange, qui est différent selon le chemin WS "ZW, 3 — Wie #0. 


On se rappellera par ailleurs que les grandeurs d’échange sont toujours comptées algébriquement du point 
de vue du système, positives s’1l reçoit, négatives s’1l fournit. 


2 Cycle d'un gaz parfait > énoncé p. 369 


© La variation d’énergie interne ne dépend que de l’état initial et de l’état final, donc elle est la même pour 
les deux méthodes. Par ailleurs l’énergie interne d’un gaz parfait ne dépend que de la température, or elle 
est identique en À et en B. La variation d’énergie interne est donc nulle sur chaque transformation. 





Le travail et la chaleur sont des grandeurs d’échange, elles seront différentes selon que l’on effectue la 
transformation ACB ou ADB. 


© Le travail sur les isochores AD et BC est nul. Sur les transformations isobares, il vaut : 


W..,=- lé P_dV=- jé dv =- 1 AV = PV; -V.) 


ext isobare pare 
—?] 


Soit, en notant que AD est isochore, donc V, = V,, que BC est isochore, donc V.= V,, et que DB est isobare 
à la pression P, et CA est isobare à la pression P  : 


WP) PV) et Wei 2-2) 
Le travail total sur le cycle vaut : 
12 = Wa Wo 75 Wa D os soit : We = (Pr —P,)V, — Vs) 
En traçant le diagramme de Clapeyron, on retrouve que le travail du P 
ne : ; Fer Isotherme T, 
cycle est positif, car 1l est parcouru dans le sens trigonométrique, (le 0 
système est récepteur et reçoit du travail de l’extérieur sur un cycle) # 


et sa valeur est la surface du cycle ic1 aisée à calculer puisqu'il s’agit 
du rectangle ADBC dont la surface vaut bien : 


À, =(P,-P,XV, -V,) 


cycle AR Fe 





Bien comprendre 


= Le diagramme de Clapeyron permet de comprendre et de visualiser les transformations, 1l est per- 


timent de le faire dès le début de l’exercice, au moins au brouillon et éventuellement de le compléter 
au fur et à mesure. 

= Dans la première question, la variation d’énergie interne AB est identique sur ACB et ADB, mais 
elle diffère sur chaque portion dont les états initiaux et finaux sont différents à chaque fois. 
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3 Détentes d'un gaz parfait > énoncé p. 369 


© À la fin de chaque expérience le système est en équilibre donc, le piston étant mobile, il est à la même 
pression que le milieu extérieur. Par ailleurs les parois étant diathermanes, 1l est aussi à la même tempéra- 
ture que l’extérieur. La quantité de matière étant la même et le système fermé, on en déduit que le volume 
est aussi le même. Les deux transformations mènent donc au même état final. La première transformation 
est monobare et monotherme. La seconde est telle que le système est en équilibre à tout instant, (donc 
réversible) de sorte qu’en raison des parois diathermane, il reste à la même température pendant toute la 
transformation, laquelle est donc isotherme. 


ns P,V, =nkT, : 
On peut donc écrire : — VE d’où : 
P,V, =nkT, 





© On obtient le travail en utilisant les propriétés d’une transformation monobare pour (a), isotherme pour (b). 


Vg Vg Ve : 
Wis 3 = Le ae FjdV = —F, 1h a (Vs —V,)=—A4FV, 


AB 


D Vg tu Vz ne Ve NKT, er  dV 
Wii, = nes dv = Î, PdV =—| 7 dv = nRT,], 


ext 
A 


—In(S)2RT, =-In(5)r,V, 





On obtient sans surprise un travail négatif dans les deux cas, puisqu'il s’agit d’une détente. De même on 
constate que les travaux sont différents puisque les transformations sont différentes bien qu'ayant même 
état initial et même état final. 


© Le gaz est monoatomique, la variation d’énergie interne est donc dans les deux cas : 


AU y = AU y =nCy n(Ty Ts) = SnR(Ts Ts) =0 





L'état initial et l’état final étant identiques, la variation d’énergie interne (fonction d’état) est la même pour 
les deux transformations. 


© Les parois diathermanes permettent les échanges de chaleur avec l’extérieur. On peut imaginer que la 
première détente, brutale et rapide, est dans un premier temps adiabatique, et donc le gaz se refroidit, puis 
il doit prendre de la chaleur au milieu extérieur pour arriver à l’équilibre thermique. Dans le second cas, 
le gaz doit à tout instant être en équilibre thermique, 1l reçoit donc de la chaleur pendant toute la transfor- 
mation pour maintenir sa température pendant la détente. Dans tous les cas la chaleur est positive, mais 
la valeur ne sera pas identique entre les deux transformations qui sont différentes, car Q est une grandeur 
d'échange. 


Bien comprendre 


La thermodynamique sera d’autant mieux comprise, qu’on s’efforce de visualiser les transformations et les 
échanges qui s’y déroulent, en particulier le sens des échanges avec l’extérieur selon la nature des transfor- 
mations. La détermination aussi complète que possible des états initiaux et des états finaux, la construction 
d’un schéma et d’un diagramme de Clapeyron, sur lequel on portera les isothermes intéressantes comme 
ici, Seront toujours d’une grande utilité dans la résolution, car ils mettront en évidence les inconnues, la 
nature des transformations et, par suite, le fil conducteur de la résolution. 


À méditer 


Comprendre un problème physique, c’est être capable d’en voir la solution sans résoudre d'équations. 
PAUL DIRAC (1902-1984) 
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Le principe de conservation de l'énergie, qui constitue l'un des principes unificateurs de la phy- 
sique, émerge et se formalise au milieu du xix° siècle. On le retrouve en thermodynamique, donnant 
lieu à la naissance du premier principe, énoncé en 1845 par le physicien allemand Julius Robert 
von Mayer (1814-1878). Ce principe permet d'aboutir à un bilan énergétique unifiant un système 
à son milieu extérieur. Il en découle une connaissance sur les transferts énergétiques qui sont à 
la base du fonctionnement de nombreuses machines thermiques. Ainsi, une parfaite maîtrise de 
ces transferts permet, tout en optimisant le rendement des machines, de limiter la consommation 
énergétique, un enjeu capital pour notre société actuelle. 





Pl Premier principe de la thermodynamique 


1. La conservation de l'énergie 
” Énergie d'un système 

Historiquement la notion d’énergie est présente à la fois en mécanique et en chimie, c’est-à-dire dans 
le premier cas, sous son aspect macroscopique et dans le second cas sous son aspect microscopique. De 
même les échanges énergétiques en mécanique sont exprimés à travers le travail des forces, tandis qu’en 
chimie, 1ls le sont plutôt à travers la chaleur. Aucune de ces deux approches n’est suffisante pour décrire 
totalement le comportement d’un système. Par exemple en mécanique, le frottement produit de la cha- 
leur qui n’est pas prise en compte dans le bilan énergétique. La première étape consiste donc à établir la 
nature de l’énergie totale du système thermodynamique afin de traiter ses variations de façon exhaustive. 


Définition 


L'énergie totale d’un système, notée E, est définie comme étant la somme des énergies cinétiques et 


potentielles macroscopiques (E et E ) et microscopiques (e ete 


C,macro Pmacro C,micro un) j 


E-=E, LE? 6 =E,, +U 


,macro P,macro C,micro 





P,micro 


n£ =E + E représente l’énergie mécanique du système, qui dépend du référentiel. L'énergie 
Om C,macro Pmacro l . : | | 

cinétique macroscopique fait référence à un mouvement d’ensemble de toutes les particules (fluide en 

écoulement...). L'énergie potentielle macroscopique découle des interactions avec l’extérieur (champ 


gravitationnel, champ électromagnétique.….). 


aU= enr + Epmn TePréSente l'énergie interne du système, qui est indépendante du référentiel. 
L'énergie cinétique microscopique prend en compte l’agitation thermique, tandis que l’énergie poten- 
tielle microscopique découle d’interactions entre les particules du système. 

= [l est important de noter que la réunion de deux systèmes ne se traduit pas forcément par l’additivité 
de leurs énergies internes, car le mélange peut introduire une nouvelle énergie potentielle d'interaction 
entre les systèmes. Cependant dans le cas de gaz parfaits pour lesquels ces interactions sont négligées, 


on pourra écrire : U(GP, UGP,)=U(GP,)+U(GP,). 


Variation de l'énergie du système 


Après avoir subi une transformation due aux contraintes de son milieu extérieur, le système possédant 
initialement l'énergie E, évolue vers un nouvel état d’énergie E,. Le bilan énergétique permet de lier 
directement la variation d’énergie aux transferts avec l’extérieur. 
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Enoncé 
L'énergie totale d’un système 1solé est constante : 
ÂËE (système isolé) = 0 


Par conséquent la variation d’énergie d’un système est le fait d'échanges énergétiques avec l’extérieur : 


AE (système) = € 


échangée 





Le fondement est simple : l’énergie de l’univers (système isolé par excellence) est constante. Donc si 
l’on définit le système et le reste de l’univers, la variation d’énergie du système est égale et opposée à 
celle du reste de l’univers. Cette variation est donc due à l’échange énergétique entre le système et le 
reste de l’univers, à savoir le milieu extérieur. Ces relations simples peuvent paraître évidentes, mais elles 
traduisent une des lois les plus fondamentales et universelle de la physique qu’est le principe de conser- 
vation de l’énergie', principe qui n’est réellement apparu qu’au xix* siècle après une longue maturation 
de la pensée scientifique. On verra au chapitre suivant que d’autres grandeurs ne se conservent pas, mais 
peuvent être créées. 


2. Énoncés du premier principe 


Les énergies échangées entre un système thermodynamique et son milieu extérieur se traduisent par un 
échange de travail ou transfert mécanique (des forces de pression et éventuellement d’autres forces) W 
et un échange de chaleur ou transfert thermique Q. En tenant compte de l’ensemble de ces échanges 
dans le principe de conservation de l’énergie entre un système et son milieu extérieur, on en déduit le 
premier principe de la thermodynamique. Historiquement ce principe provient d’une volonté de créer 
une grandeur reflétant l’énergie du système, qui soit conservative, ce que n’est pas l’énergie mécanique 
seule par exemple. 


Enoncé 


Premier principe de la thermodynamique : 


= Un système fermé qui évolue d’un état d'équilibre initial A à un état d’équilibre final B échange 
avec le milieu extérieur un travail W et une chaleur © selon le principe de conservation de l’énergie : 


AE, ÿ = AE; + AU, » = PR + 


AB 


= Pour une transformation infinitésimale d’un état À à un état A’ (proche de l’état A) le premier prin- 
cipe de la thermodynamique s’écrit : 
dE = dE,, + dU = ÔW +6Q 





= Le premier principe s’applique toujours entre deux états d'équilibre. 


= S1 le système étudié est ouvert, 1l faudra tenir compte de l’échange de matière avec le milieu extérieur 
ou, plus simplement, se ramener à un système fermé, ce qui sera abordé au paragraphe IIL.2 (p. 380). et 
détaillé au chapitre 23 (p. 425). 


= Le premier principe permet de relier la variation d’énergie entre deux états, à l’énergie échangée entre 
le système et l’extérieur, exprimée, sauf mention contraire, algébriquement par rapport au système : 

æ S1 le système reçoit de l’énergie : W + © > 0, alors son énergie totale E augmente. 

æ S1 le système fournit de l’énergie : W + Q < 0, alors son énergie totale E diminue. 


= Le travail des forces conservatives est pris en compte dans l’énergie mécanique via l’énergie potentielle. 


1. Les lois de conservation (en particulier celle de l’énergie) sont des piliers de la physique. En 1930, Wolfgang Paul: 
préféra postuler l’existence d’une particule alors inconnue (le neutrino), plutôt que de renoncer aux lois de conservation. 





respge.blogspotcom 


Premier principe de la thermodynamique 





Enoncé 

Dans le cas simple, mais fréquent, d’un système fermé au repos dans une enceinte globalement 
immobile, donc tel que son énergie macroscopique ne varie pas, le premier principe de la thermody- 
namique s’écrit plus simplement, respectivement pour une transformation macroscopique et pour une 


transformation infinitésimale : 


AU, ,=W, ,+ ou  dU=6ôW +60 


AB 





S1 le système reçoit de l’énergie pour passer de A à B, alors 1l doit en fournir une quantité identique pour 
passer de B à À. Le premier principe ne dit pas s1 le système va évoluer spontanément de A à B ou de B 
à À, car c’est un principe de conservation. La nécessité d’un principe d’évolution fera l’objet du second 
principe, étudié au chapitre suivant. 


Les conséquences des signes des grandeurs énergétiques échangées sur la nature du système sont étu- 
diées en détail dans le chapitre 23 sur les machines thermiques. 


Rs POINT MÉTHODE ns 
Calculer les grandeurs d'échanges 


= Le premier principe sert souvent à calculer l’énergie thermique Q échangée. En effet diverses rela- 
tions permettent, selon les transformations, de calculer le travail (voir p. 363-364). Par ailleurs, on sait 
le plus souvent calculer la variation d’énergie interne, car elle ne dépend que de l’état final et de l’état 
initial. Le premier principe permettra donc en général de déterminer l’expression de la chaleur échangée. 


= S1 la transformation subie par le système est adiabatique (pas de transfert d’énergie thermique) : Q = 0, 
le premier principe permet plutôt de déterminer assez simplement la valeur du travail. 


à Il est essentiel de différencier les notations 6 et d, qui distinguent les fonctions d’état (E, U, H...) et 
les grandeurs d’échanges (W, Q) (voir point méthode détaillé sur cette question p. 362). 
EEE" — ————— À 


3. Une nouvelle fonction d'état : l'enthalpie 


De nombreuses transformations thermodynamiques s’effectuent directement en contact avec l’atmos- 
phère, c’est-à-dire à pression constante, comme par exemple une réaction chimique. La notion d’enthal- 
pie est née de la nécessité de décrire ces transformations’. On l’utilisera également avec profit pour les 
fluides en écoulement (voir chapitre 23 p. 425). 


Définition 


L’enthalpie, notée H, d’un système thermodynamique est une fonction d’état égale à la somme de 


son énergie interne U et du travail que ce système doit exercer contre la pression extérieure P pour 
pouvoir occuper un volume V : H=U+PV 


L’enthalpie s’exprime en Joule (symbole J). 





» L’enthalpie d’un fluide est une fonction d’état extensive qui ne dépend que de trois paramètres d’état 
T, P et V. Or ces trois paramètres sont liés entre eux par l’équation d’état du système, donc l’enthalpie 
ne s’exprime qu’en fonction de deux paramètres indépendants : H = H(T,P). 


2. Étymologiquement, enthalpie signifie apport de chaleur en grec (en-thalpein), ce qui explique que l’enthalpie soit uti- 
hisée en chimie pour déterminer le caractère exothermique ou endothermique d’une réaction. 
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= On privilégiera l’enthalpie à l’énergie interne, lorsque le traitement du problème fera apparaître un 
système décrit à partir des grandeurs T et P. 


Capacité thermique à pression constante 
Définitions 
= La capacité thermique à pression constante, notée C,, est une grandeur extensive définie comme 
l’énergie à apporter à un système pour augmenter sa température d’un Kelvin, quand l’expérience 


est réalisée à pression constante. Elle s’exprime donc comme la dérivée partielle de l’enthalpie par 
rapport à la température à pression constante : 


OT 


= On définit également la capacité thermique massique à pression constante, notée c,, et la 
capacité thermique molaire à pression constante, notée C,,, toutes deux intensives, s'exprimant 
respectivement en J.K”!.kg”' et J.K-'.mol!, telles que : 

C 


ASS == ee 
RS d’où : Cp=nChm = Mp 


C, = En Son unité est le Joule par Kelvin, noté J.K°”. 
P 


où m et n représentent respectivement la masse et la quantité de matière du système. 


Définition 
a On définit le coefficient adiabatique (ou coefficient de Laplace) d’un fluide homogène quel- 
conque (gaz parfait et gaz réel), noté y, comme étant le rapport des capacités thermiques : 


C> = ce. —_— 


C, C, m 





= Pour un gaz quelconque, ce coefficient dépend de la température. 


= Malgré son nom, l’utilisation de ce coefficient ne se restreint pas aux transformations adiabatiques. 


4. Conséquences directes du premier principe 


S1 le système (d’énergie macroscopique constante) subit une transformation infinitésimale isobare, sans 
autre échange de travail que celui des forces de pression, on a : 


dH = dU +d(PV) = ÔW +ÔQ + PdV +VdP =-PdV +60 + PdV +0 = 60 


S1 le système (d’énergie macroscopique constante) subit une transformation infinitésimale isochore, sans 
autre échange de travail que celui des forces de pression, on a : 


dU = ÔW + 0 =0 + 60 = 60 
Résultats qui se généralisent aisément par intégration à une transformation macroscopique. 


Résultats 


Le premier principe pour un système d’énergie macroscopique constante, n’échangeant d’autre travail 
que celui des forces de pression, s’écrit, respectivement pour des transformations macroscopiques et 
infinitésimales : 


+ Pour une transformation isochore : AU, (isochore)=Q,, et dU(isochore) = 00 


+ Pour une transformation isobare : AH, (isobare)=Q, , et dHisobare) = 00 
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= Cette dernière propriété est à la base de la calorimétrie qui est généralement réalisée à pression 
constante. 

= Par abus de langage, on confond parfois dans ces conditions (en chimie par exemple) les termes cha- 
leur et enthalpie. 


Cas d'une phase condensée 
Le modèle des phases condensées incompressibles et indilatables est utile pour étudier de façon simpli- 
fiée les liquides et les solides. Dans ces systèmes le produit PV varie très peu et, de ce fait, les fonctions 
U et H ne dépendent pratiquement que de la température. En conséquence, les capacités thermiques à 
pression et volume constants sont peu différentes, et on les considèrera généralement identiques : 


C_- a | _ AH(T) 





OT dr 
or: H= U+PV (avec PV = constante) donc : LE KE) = du(T) 
c_=( UV) | | dU(T) ar ar 
d OT dr 
HESTILEL: 


Les capacités thermiques à volume constant et pression constante d’une phase condensée incom- 
pressible et indilatable sont confondues en une seule grandeur C, la capacité thermique : 


m 





C,=C,=C d’où:  — et Cpm = Cyvm =C =£ soit: C=nC, = mc 


a On retiendra que la capacité thermique massique de l’eau liquide à la pression atmosphérique et à 
température ambiante est : ©, = 4,18 kI.K” kg”. 


SRE: 
Pour une phase condensée, le premier principe se réduit donc en général à : 
AH, , FR AU, 3=0Q,,3»=CAT, ,=mc(T,-T,) ou dHrdU=60=CadT = mcdT 


AB AB 








D ET EETET 


1. Capacités thermiques du gaz parfait 
L’enthalpie H et l’enthalpie molaire H, d’un gaz parfait s'expriment grâce à l’équation d’état 
(PV = nRT) : 

H=U+PV=U+nRT et H, =U, +RT 
Or pour un gaz parfait, l’énergie interne ne dépend que de la température, donc l’enthalpie du gaz parfait 
ne dépend que de la température. 
Un gaz qui possède cette propriété obéit à la seconde loi de Joule : H, = H (T). 
Les expressions des capacités thermiques du gaz parfait sont donc les dérivées des fonctions d’état qui 
ne dépendent que de T (la définition de C, a été vue au chapitre 19 p. 349) : 


C, (GP) = ES) __ dAH(T) 


OT _. dr 
Or : H = U + PV d’où: d4 du, ,RdT SOIt : di _dU _,p 


OU(T,V aU(T dT dT dT dr di. 
(Gr - [UT = 


Qui permet d’écrire une relation simple entre les capacités thermiques. 
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Théorème 


La relation de Mayer relie les capacités thermiques à volume constant et à pression constante du 


caz parfait : 
C,- C, = nkR et 








_ nkR _ KR 

= = Con == 
V — ynR et yR 
C,-C,=nR TE | Con = y 


Cas des gaz parfaits monoatomique et diatomique 


Les capacités thermiques à volume constant ont été données au chapitre 19 p. 352. En utilisant la relation 
de Mayer et la définition du coefficient adiabatique, on obtient aisément le tableau suivant. 


C 


C, 
V Es 
: 3 : 3 5 : 
GP diatomique 5 Er 7. 
=nk Le 
(100 K < T < 1000 K) 2 2. Ju 


# Dans les conditions usuelles de température et de pression, l’air peut être assimilé à un gaz parfait dia- 
tomique (composé à 99 % de N, et O,). Le coefficient adiabatique de l’air est donc approximativement 
égal à 1,4. 





2. Transformations du gaz parfait 


Pour un gaz parfait, les variations de l’énergie interne et de l’enthalpie ne dépendent que des tempéra- 
tures initiale (T°) et finale (T) de la transformation et pas de la nature de celle-ci : 
AU, ,,=nC,,(T,-T;)=nC, AT, ,, 
AH, ,,= AU, ,, +nRAT, ,,=nC,,({T,-T)+nR(T,-T.) 
AH; ,,=nC,,(T,-T)=nC, AT, 


if 


En utilisant les résultats des calculs du travail des différentes transformations habituelles du chapitre 19, 
le premier principe et ses conséquences (voir I.4.), ainsi que les expressions ci-dessus, on peut dresser 
le tableau ci-dessous, où l’on note pour alléger : 


AT=T,-T,; AU=AU,,,; AH=AH,,,; W=W,,,; 0=Q,; 


CRE 
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Où l’on voit à nouveau clairement que les variations des fonctions d’état (U, H) sont indépendantes de 
la transformation, mais pas les grandeurs d’échange (W, O). 





[TT Les détentes de gaz 






Définition 
Une détente est une transformation au cours de laquelle le volume molaire d’un gaz quelconque 
augmente et donc sa pression diminue. 


Historiquement les détentes dites de Joule étudiées ci-dessous, ont été élaborées pour établir des pro- 
priétés des gaz et mesurer certains paramètres, comme la valeur des coefficients a et b de l’équation 
d’état de Van der Waals du gaz réel (voir p. 353) qui peuvent se déterminer à l’aide de la variation de 
température mesurée respectivement dans la détente de Joule-Gay-Lussac et dans la détente de Joule- 
Kelvin étudiées ci-après. 


Actuellement des détendeurs sont utilisés pour obtenir une baisse de pression dans les bouteilles de 
plongée, les bouteilles de gaz de combustion, les systèmes de réfrigération. 


1. La détente de Joule-Gay-Lussac 


L'expérience de Joule-Gay-Lussac a été réalisée au xIx° siècle par 
Joule, Gay-Lussac et Hirn. Elle consiste à séparer une enceinte 
calorifugée et indéformable en 2 compartiments distincts par 
un robinet. Le compartiment À est rempli d’un gaz quelconque 
homogène à la pression P, et à la température T\, tandis que le 
compartiment B est initialement vide* (voir figures ci-contre). On 
ouvre le robinet pour permettre la diffusion spontanée“ du gaz dans 
les deux compartiments. Durant toute la transformation le système 
choisi, c’est-à-dire le gaz, n’est pas homogène car la pression et la 
température ne sont pas uniformes, mais cela n’interdit pas d’ex- 
primer le premier principe entre l’état final (f) et l’état initial (i) 
qui sont deux états d'équilibre. Dans ces deux états, on suppose S état final 
que le gaz est macroscopiquement au repos dans une enceinte res- 

tée immobile, son énergie mécanique initiale est donc égale à son 

énergie mécanique finale. 





Travail : Les parois sont rigides, donc immobiles, le gaz n’échange aucun travail avec l’extérieur : 


W. s 0 

Chaleur : Les parois sont adiabatiques, le gaz n’échange aucune chaleur avec l’extérieur : 
Q, ,; — 0 

Premier principe : AU, ,,=W.,,+0Q,,,=0 


Résultat 


La détente de Joule-Gay-Lussac est isoénergétique, la variation d’énergie interne du gaz lors de la 
= 0 


transformation est nulle : AU, Go 


—Lussac 





3. Voir le document sur le vide p. 358. 
4. La spontanéité du transfert des particules sera étudiée dans le chapitre 22. 
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* Évolution de la température dans une détente de Joule Gay-Lussac 


Propriétés 
= Lors d’une détente de Joule-Gay-Lussac, la température d’un gaz diminue : 
AT Joule-Gay-Lussac < 0 SOIt T, = T, 
a Un gaz suit la première loi de Joule, si son énergie interne ne dépend que de la température. 
Dans ce cas sa température ne varie pas lors d’une détente de Joule Gay Lussac. 
AT (gaz / 1“ loideJoulke) =Q Soit T Fr = T 


Joule-Gaÿ-Lussac 





= La baisse de température n’est pas surprenante, puisqu’à l’état d’équilibre final, le gaz réel occupe 

un volume plus important qu’initialement, ce qui implique que la distance inter-particulaire moyenne 

augmente, on observe donc une augmentation de la variation de l’énergie potentielle microscopique. 

Comme l’énergie interne, U = e.. +e . ,ne varie pas, alors l’énergie cinétique microscopique dimi- 
| | . C,MmICroO PAAICEC : ; 

nue. L’agitation thermique est donc moindre et la température diminue. 


= [l existe quelques très rares exceptions à la propriété ci-dessus, par exemple l’hélium, pris à une tem- 
pérature initiale supérieure à 200 K, se réchauffe lors d’une détente de Joule-Gay-Lussac. 


= La détente de Joule-Gay-Lussac permet donc de tester si un gaz suit ou non la première loi de Joule, 
à travers la variation éventuelle de sa température lors de la détente. 


2. La détente de Joule-Kelvin ou Joule-Thomson’ 


L'expérience est réalisée en 1852 par lord Kelvin : un fluide cir- 
cule dans une canalisation horizontale, rigide, aux parois adiaba- 
tiques. Le champ de pesanteur est vertical et uniforme, l’énergie 
potentielle du fluide ne varie donc pas. On s’intéresse à la façon 
dont l’état du fluide est modifié entre une position 1 (dite en 
amont) et une position 2 (dite en aval) entre lesquelles une paroi 
poreuse permet la diffusion lente du fluide, suffisamment lente 
pour que l’énergie cinétique du fluide et plus particulièrement 
sa variation soient négligeables. La pression et la température 
du fluide peuvent être définies localement sur un volume de 
fluide en amont et en aval de l’écoulement, suffisamment loin 
de la zone de diffusion (paroi poreuse) pour être considérées 
uniformes. L’écoulement est stationnaire (l’état du fluide en une 
position donnée ne varie pas dans le temps). L’écoulement est 
unidimensionnel (suivant une direction notée x)‘. 

Il s’agit a priori d’un système ouvert mais, comme toujours dans 
ce cas, on se ramène à un système fermé qui se déplace, comme 
indiqué sur le schéma. Le système Z évolue donc entre un état 
initial (i) et un état final (f) : 

2 (état initial) = fluide compris dans (KLMN) 





= Lai initial = 21 + 29 
2 (état final) = fluide compris dans (K'L'M'N') 
= Lu final — 2, +2 


5. William Thomson (1834-1907) a été anobli en Lord Kelvin. On utilise donc indifféremment les deux patronymes. 
6. Dans le chapitre sur les machines thermiques, on étudiera le cas où l’écoulement n’est pas horizontal et de vitesse non 
négligeable (voir p. 425). 
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On applique le premier principe à ce système (la variation d’énergie mécanique est nulle dans les hypo- 
thèses précisées ci-dessus) : 


AU. ;; =U(2,, final ) = UD initier) = [U(Z,) + U(2,)] a [U(Z,)+ U(2,)] =U(2,)-U(2) 


Tout se passe du point de vue de la variation d’énergie, comme si le système Z  (=KLK'L”) évoluait 
en 2, (=MNM'N')’. La partie centrale du système, dont l’état n’est pas aisé à définir, car inhomogène, 
n'intervient pas dans l’écriture (du fait du régime stationnaire). 


Travail : Les parois sont rigides, donc immobiles, par contre le fluide en amont de KL et le fluide en 
aval de M’'N' font partie de l’extérieur du système défini, et donc exercent des forces de pression sur le 
système. Tout se passe comme si une paroi virtuelle progressait de KL à K'L en « poussant » le gaz à la 
pression P, (constante), de sorte que son volume varie de V, = V(KLK'L”) à 0 et de même en aval, tout 
se passe comme si une paroi virtuelle progressait de MN à M'N' en « tirant » le gaz à une pression P, 
(constante) de sorte que son volume évolue de 0 à V, = V(MNM'N"). Le travail (transformations mono- 
bares) échangé entre le gaz et l’extérieur est donc : 


W.,, =W +W, =—F(0-V)-F(V, —0)=ÆEV — EV, 
Chaleur : les parois sont calorifugées, le gaz n’échange aucune chaleur avec l'extérieur : Q, ,, =0 
Premier principe : AU; ,,2)=W.,,+0,,,=W +W, =PV — PV, 
d’où : (U, +U,)-(U, +U,)= PV, - BV, 
Soit : (U,+BV,)-(U,+2V,)=0 et H,-H =H(@,)-H(E,)=0 


Si l’on considère que le système Z, a évolué en 2, alors la variation d’enthalpie du système est nulle. 


On peut également tirer la même conclusion sur le système fermé Z car, bien que l’expression de l’en- 
thalpie du système Z, ne soit pas aisée à exprimer, on peut néanmoins l’introduire dans l’équation sans 
la développer : 


H,+H,-H-H,=(HC,)+HG))-(HG)+4G))=HCG,)-HE,)=0 


Résultat 


La détente de Joule-Kelvin est isenthalpique, la variation d’enthalpie du gaz lors de la transformation 


est nulle : AH = 0 





Joule-Kelvin 


* Évolution de la température dans une détente de Joule-Kelvin 


La température en amont est celle T, du système Z,, la température en aval est celle T, du système 2. 


Propriété 
= Lors d’une détente de Joule-Kelvin, la température d’un gaz varie : 
AT <0 soit: T,<T ou AT >0 soit: T,>T, 


Joule-Kelvin Joule-Kelvin 


a Un gaz suit la deuxième loi de Joule si son enthalpie ne dépend que de la température. Dans ce cas 
sa température ne varie pas lors d’une détente de Joule-Kelvin : 





AT 


Joule-Kelvin 


(gaz / 2° loi de Joule) = Ô SOI : T, =, 


= Pour chaque gaz il existe une température dite d’inversion T°, telle que le gaz s’échauffe s’il est pris à 
une température initiale supérieure à T.., et se refroidit s’il est pris à une température initiale inférieure 
à T,.. Assez élevée pour la plupart des gaz (580 K environ pour l’oxygène et l’azote), elle est basse pour 


7. On comprend aisément que les deux systèmes contiennent la même quantité de matière (puisque X, est inchangé) et, 
même si Z ne se transforme pas dans la réalité directement en X,, on peut imaginer une telle transformation, pour déter- 
miner la variation d’énergie, puisqu'elle repose sur les mêmes états initial et final que l’évolution réelle. 
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l'hydrogène (205 K) et l’hélium (45 K). C’est pourquoi on dit généralement abusivement que les gaz, 
hormis l’hydrogène et l’hélium, se refroidissent lors d’une détente de Joule-Kelvin, car c’est effective- 
ment ce qui se produit à la température ordinaire. 


3. Le cas du gaz parfait 


La définition initiale du gaz parfait s’appuie sur sa nature : particules ponctuelles et sans interactions 
entre elles. Une autre définition, issue de la précédente et du comportement microscopique du gaz, est 
celle donnée par son équation d’état (PV = nRT). La première est descriptive, la seconde permet de 
prévoir le comportement du gaz parfait. Il est intéressant d’en formuler une troisième, qui permettra de 
déterminer si un gaz est parfait de façon expérimentale. 





Définition 


Un gaz parfait est un gaz qui suit les deux lois de Joule et réciproquement : 


U(GP) = U(T) et H(GP) = H(T) 


= Ainsi, on peut expérimentalement déterminer si un gaz est parfait, en lui faisant subir les détentes de 
Joule. S1 sa température est constante lors de ces deux détentes, alors le gaz est parfait. 


= En réalité le gaz parfait reste un modèle idéal, les détentes de Joule permettront de déterminer expé- 
rimentalement dans quelle mesure et dans quelles conditions, un gaz peut être assimilé à un gaz parfait. 
Plus la variation de température lors des détentes est faible et plus le gaz est proche d’un modèle de gaz 


parfait dans les conditions de l’expérience. 


Ds VERS LA COLLE ces 


Questions de cours 
= Énergie d’un système thermodynamique, premier principe et conservation de l’énergie. 
a Enthalpie : définition, unité, intérêt. 


sm Capacité thermique à pression constante et capacité thermique à volume constant : définitions. Cas 
du gaz parfait : relation de Mayer, expression des capacités thermiques. Cas de la phase condensée. 


sm Variation d’énergie interne, variation d’enthalpie, travail, chaleur : cas de transformations isochore, 
isobare, isotherme, adiabatique, en particulier pour un gaz parfait. 


# Détente de Joule-Gay-Lussac : principe, propriétés. 
# Détente de Joule-Kelvin : principe, propriétés. 


= Les détentes de Joule dans le cas du gaz parfait : propriétés, utilité. 


Erreurs à éviter 


= Les relations de Mayer et les expressions qui en découlent concernant les capacités thermiques ne sont 
valables que pour les gaz parfaits, on ne les utilisera pas pour un liquide par exemple. 


Quelques «trucs » utiles 


= Dans un exercice ou un sujet de thermodynamique, on a souvent à calculer des variations d’énergie 
(AU, AP) où des échanges énergétiques (Q, W) pour plusieurs systèmes et sur différentes transforma- 
tons. On évitera donc d’écrire des formules muettes générales, mais on indicera systématiquement les 
grandeurs et on écrira explicitement les variations des paramètres d’état : 


Exemple : AU,, (ou AU, ,,)=m,c{T, — T,) au lieu de AU = mcAT 
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Cylindre d'un moteur peu performant (ENSTIM 2008) * * > corrigé p. 385 
Données numériques : V,= LOL V, = 330 mL T, = 300 K P,= 1,0 bar 
m = 10 kg S = 100 cm? g=I0ONkg! 7y=1,4 


La constante des gaz parfaits est: R = 8,314 J.K°!'mol". 


Les différentes transformations seront supposées réversibles. 

On imagine un cylindre aux parois diathermanes (perméables à la chaleur), fermé par un piston. Le pis- 
ton, de masse négligeable, peut glisser sans frottement entre 2 cales A et B, sa section est S. Dans l’état 
initial, le piston est en A, le cylindre renferme un volume V, d’air supposé gaz parfait, de coefficient 7, 
à la température de l’extérieur T\ et à la pression extérieure P. 


DAT 


B FFF 


A 


Etat 0 Etat 1 Etat 2 











On place une masse m sur le piston et on chauffe très doucement le gaz par un moyen approprié, non 
représenté sur le schéma, jusqu’à ce que le piston décolle juste de la cale À (gaz dans l’état 1: P, V,,T,). 
Puis, on maintient le chauffage jusqu’à ce que le piston arrive juste en B (gaz dans l’état 2 : REV): 
le chauffage est alors arrêté. On Ôôte m et on laisse refroidir l’ensemble jusqu’à ce que le piston décolle 
juste de B (gaz dans l’état 3 : P,, V,, T.). On laisse toujours refroidir jusqu’à la température 7, alors le 
piston revient en À (gaz dans l’état 0), le cycle est terminé. 

O Exprimer les capacités thermiques à pression et à volume constants C, et C, du gaz en fonction de 

P,, V,, T,, Y. Les calculer. 


@ Quelle est la nature de la transformation de 0 à 1 subie par le gaz ? Exprimer la pression P, et la tem- 
pérature T', en fonction de P,, T,, m, g, S. Faire l’application numérique. Exprimer, puis calculer la 
quantité de chaleur (transfert thermique) Q, reçue par le gaz au cours de cette transformation. 

© Quelle est la nature de la transformation 1 à 2 subie par le gaz ? Exprimer, puis calculer la température 
T', et la quantité de chaleur (transfert thermique) Of reçue par le gaz au cours de cette transformation. 

© Quelles sont les natures des transformations 2 à 3 et 3 à O subies par le gaz ? Exprimer et calculer les 
chaleurs échangées sur ces transformations. 


© Exprimer, puis calculer le travail W échangé par le gaz avec l’extérieur, au cours du cycle. 


© Tracer l’allure du diagramme de Clapeyron du cycle. Retrouver, d’après le diagramme, le travail W 
calculé précédemment et vérifier la pertinence littérale et numérique de W obtenu par cette méthode 
avec W obtenu précédemment. 


Fi Calorimétrie * * — corrigé p. 386 


On dispose d’un calorimètre, qui contient initialement une masse m = 250 g d’eau liquide à la tempéra- 

ture de 20 °C. On y ajoute m’ = 500 g d’eau liquide à la température de 50 °C. 

© Quelle est la température finale attendue, si l’on néglige la capacité thermique du calorimètre ? 

© En fait on mesure une température finale Ile = 35 °C. En déduire la capacité thermique du calorimètre. 

© On reprend le calorimètre dans le même état initial que précédemment et on jette dans l’eau un bloc de 
plomb de masse M = 500 £, à la température de 80 °C. Déterminer la température finale TS attendue. 


En fait on obtient une température légèrement inférieure, proposer une explication. 
Données : ©, = 4,18 kI kg” .K7 et _c,, = 0,129 KJkg”'.K” 


pl 
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El Transformations de gaz parfaits (d'après CCP 2008) * * * — corrigé p. 387 


Le dispositif expérimental est un cylindre indéformable de parois diather- P. au 
manes, de section S = 10? m°, dans lequel 2 pistons de masses négligeables, 
nr, et x, peuvent se déplacer librement et sans frottement. x, délimite un 
compartiment 0 dans lequel se trouve du dioxygène. Le compartiment 1 situé 
entre les deux pistons contient du diazote. Dans l’état initial, noté état À, les 
systèmes sont à l’équilibre thermique et mécanique. La pression extérieure 
est P.. = 10° Pa, la température extérieure est T,.. = 300 K. Les hauteurs des 
compartiments sont respectivement d', = 0,2 m et d, =0,15 m. Les gaz sont 
considérés parfaits. On note les de en nn par l’état et à l’aide 
d’un exposant correspondant au gaz : par exemple T\ est la température du 
gaz dans le compartiment 0 dans l’état À. On bloque ñ,, nr, est libre de se déplacer et le système est 
entièrement plongé dans un thermostat à la température 7, = 600 K, la pression extérieure n'étant pas 
modifiée. On note B le nouvel état d'équilibre atteint par les systèmes. 
Données : — constantes massiques* dioxygène et diazote : r, = 260 J.K”' kg” et r, = 297 J.K°' kg” 

— coefficients adiabatiques : y, = y, = y= 1,4 





© Déterminer complètement les pressions et températures de l’état À, en déduire les masses de gaz dans 
les compartiments. 


© Après avoir caractérisé les transformations subies par les gaz, déterminer complètement l’état B. 


© Calculer les variations d’énergie interne et d’enthalpie des systèmes, ainsi que le travail et la chaleur 
échangées par chaque gaz. (On pourra calculer ces grandeurs dans l’ordre qui paraîtra pertinent). 


© L'ensemble étant dans l’état d'équilibre B, on bloque tr, puis on libère n,. Déterminer complètement 
le nouvel état d'équilibre noté C, ainsi que la variation d’énergie interne et d’enthalpie de chaque gaz. 
@ On note W,. le travail reçu par le dioxygène. À l’aide de cette grandeur, exprimer toutes les grandeurs 


a ue échangées par les gaz. Représenter le diagramme de Clapeyron des transformations, en 
y plaçant les isothermes pertinentes. 


E Détente de Joule-Gay-Lussac * — corrigé p. 392 


Le comportement des gaz réels est assez bien décrit par l’équation d’état de Van der Waals et de l’énergie 


2 
interne associée soit : L “+ ve Ne nb)= RARE EUR LE EE 


y 


© On fait subir une détente de Joule-Gay-Lussac aux gaz du tableau ci-dessous. En supposant qu’ils 
vérifient l’équation de Van der Waals, déterminer pour chacun de ces gaz la variation de température 
attendue s1 le volume des deux enceintes est le même et vaut 10 L, et selon que l’on utilise 10 moles 
ou 0,1 mole de gaz. 


© Commenter ces résultats en comparant les différents cas, selon que l’on a initialement fixé la même 
pression dans l’enceinte pour toutes les mesures, ou la même température pour toutes les mesures. 





à (0° Jar) ns | 163 os | 174 


8. La constante massique r est telle que : nR=mr soit r = R/M, elle dépend donc du gaz, contrairement à R. 
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ES CORRIGÉS 


En Cylindre d'un moteur peu performant > énoncé p. 383 


© D'après la relation de Mayer et la définition de ", les capacités thermiques s’expriment comme : 








PV 
ë pen C, = 04 20,275 JK” 
ee el | | Ty —1) 
ce” — r etenutilisantlaloides gaz parfaits : PV 
n 
CEE: @ = C, Ton 035 JK* 





© De 0 à 1, le volume reste constant, la température augmente ainsi que la pression, jusqu’à permettre au gaz 
de « soulever » le piston, c’est-à-dire jusqu’à ce que la pression interne soit égale à la pression atmosphé- 
rique additionnée de la pression due à la masse m : 


FE 





La transformation est isochore, donc d’après les conséquences du premier principe et les propriétés du gaz 
parfait, On a : 


Q, = AU, =C,(T, -T,)=8,25 J 


Bien comprendre 


Dans les calculs du ©, il est essentiel d’exprimer les grandeurs en unités internationales, en particulier les 
volumes en m° et bien évidemment les températures en Kelvin et les pressions en Pascal : V,=3,3.10" mr, 
T, = 300 K, P, = 10° Pa... En revanche, il est plus intéressant de donner les résultats dans les unités de 
l’énoncé, et lorsque des proportionnalités entre deux grandeurs du même type sont engagées, on peut 
garder ces unités, par exemple dans la question @. On exprimera avantageusement comme suit et on évi- 
tera de se ruer sur la calculatrice et de la surcharger de puissances de 10, que l’on calculera rapidement 
mentalement avec profit. Notons en particulier, que dans le premier calcul, la même grandeur est utilisée 
dans deux unités différentes : 


mg 10x10 
P=P [148 |=10%[ 1+ 100 Li0x(+0,0=11b 
1 +) | { TT à NEC 


107 x10° 

Dans les questions suivantes, les grandeurs doivent être dans une unité quelconque du moment qu’elles sont 
identiques dans un calcul de rapport : volumes en m°, L ou mL (le plus pratique), pression en Pa ou bar (le plus 
pratique). Les températures sont impérativement en K, les rapports de température en °C n’ont pas de sens. 


: =n [15 so [1 HD) 00x01 330 K 


0 





© De 1 à 2 la pression reste constante, identique à P,, puisque le gaz se dilate en soulevant le piston lentement 
(transformations réversibles). Ce dernier est alors constamment en équilibre mécanique et thermique. La 
transformation est donc isobare, le volume évoluant de V, à V,, le gaz étant parfait : 


HR: V 

2 = + soit : T, =T = =1000 K 

Vs Ne ‘à 
La transformation est isobare. D’après les conséquences du premier principe et les propriétés du gaz par- 
fait, on a : 


Q=AH?=C,(T,-T)=258 J 
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© De 2 à 3 la transformation est isochore, et de 3 à 0 elle est isobare (même type de transformations que pré- 
cédemment mais avec un refroidissement), on peut donc utiliser les mêmes raisonnements que ci-dessus, 
le calcul préalable de la température T, est donc nécessaire : 


a à P 
PP. avec PNEU IR Er. soit : £ nu K 
Et: V|(Q=AU;=-C,(T,-T,)=-25J Of = AH; =C,(T,-T,;)=-234J 





© On applique le premier principe sur le cycle, en remarquant que U est une fonction d’état, donc sa variation 
sur un cycle est nulle, puisque l’état initial et l’état final sont identiques. D’où : 


AU = 0 = Do: +D Wi = Q, +0 +0; == (0 nee 
Soit: [Wu = -(Q5 +Q; +0; +0,)=-6,7J 





Bien comprendre 


Les arrondis des calculs et les choix des chiffres significatifs peuvent influer sur le résultat ci-dessus (où 
la somme a été calculée avec les résultats non arrondis, elle donne 7,3 J sinon). Comme dans beaucoup 
d’énoncés, les données ne sont pas toujours proposées avec beaucoup de cohérence (les volumes par 
exemple) dans leur précision et cela peut sembler influer de façon importante sur le résultat, surtout lors- 
qu'il est petit comme 1c1. Il faudra alors présenter les résultats avec un peu d’intelligence pour les rendre 
acceptables et susceptibles de se prêter à une analyse pertinente. Certaines données ont d’ailleurs été un 
peu modifiées par rapport au texte original (pressions). 





© Le diagramme de Clapeyron permet d’écrire que le travail est égal à 
l’opposé de l’aire du cycle (rectangle), puisqu'il est parcouru dans le 
sens horaire (voir p. 366), soit : 


=-(P —P,)(V, -V,)=0,1.10° x 670.10 ° = —6,7 J 


W 


cycle 











Qui est cohérent numériquement avec ce qui précède. On peut vérifier 
aussi la pertinence de l’expression littérale, en détaillant les expressions 
des chaleurs : 


We CO SEE SCC OT De Ce r] =nR[T -T+T,-T,] 


cycle 





En utilisant la loi des gaz parfaits : 
Wen PV SEVEN EV OT : RO ER ER VEN Ne Ve ee 


cycle 


LEE ES 
D'où : LA 


A EC WW, = —(P — F, )(V, — V,) 


cycle 


Ce qui est identique au résultat obtenu par l’aire du cycle. Le système fournit du travail QUE < 0), on verra 
au chapitre 23 qu’il s’agit donc d’un moteur. 


2 Calorimétrie > énoncé p. 383 


Toutes les expériences sont à pression atmosphérique constante, les quantités de chaleur échangées sont donc 
égales aux variations d’enthalpie des systèmes (conséquences du premier principe). Le calorimètre étant 
adiabatique, la chaleur totale échangée par l’ensemble des systèmes mis en contact à l’intérieur du calorimètre 
est nulle. On applique ce raisonnement à chaque question. Par ailleurs les systèmes sont soit des liquides 
(eau), soit des solides (plomb, calorimètre), donc uniquement des phases condensées, pour lesquelles on ne 
définit qu’un seul coefficient calorimétrique € (avec € = mc si le système est homogène). 
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© Le mélange des deux masses m et m' d’eau initialement aux températures respectivement T et T’ conduit 
à un état d'équilibre à la température T,, telles que : 


AH = QO=0=AH + AH = mc, (T,-T) +m'c 


total 


(T,-T) 


eau 


Bien comprendre 


= En calorimétrie on ne s’intéresse la plupart du temps qu’à des différences de températures, ce qui 
permet (exceptionnellement en thermodynamique !) de travailler avec des valeurs en °C. On pourra 
vérifier que le calcul avec les valeurs en Kelvin fournit évidemment le même résultat. Dans la formule 
précédente, on peut également garder les masses en grammes puisqu'il s’agit d’un rapport. 


= On évitera par ailleurs (1c1 et dans tous les exercices) les formules générales type AH = CAT et 
on écrira systématiquement la différence des températures pertinente selon le corps, ce qui est non 
seulement plus rigoureux mais également beaucoup moins source d’erreurs. Des indices explicites 
facilitent aussi le calcul et sa compréhension. 





© On reprend le même raisonnement mais en tenant compte du calorimètre : 


AH 


total 


=Q=0=AH+AH'+AH ,=me. (; : r' +m'e.. ( S r” or (Tr; = r' 


_ m(T; -T)+m\(T; -T') 


, Cu = 1,045 KJ.K” 
(T, EH T) 





N. B. : Le calorimètre n’est pas un objet homogène, la capacité thermique massique ici n'aurait pas de sens. 


© Le raisonnement est à nouveau le même en tenant compte de l’eau, du plomb et du calorimètre : 
NME QD ARE PA, =, en) ue, ee, RO en 


total plomb plomb plomb 


m Co T Le M C plomb T Plomb + C T 


n cal oO 
TL 1C. = 21,8 °C 





f 
mc, + Mc 


plomb 


On notera que l’élévation de température est beaucoup plus faible qu'avec l’eau, en raison de la capacité 
thermique du plomb nettement inférieure à celle de l’eau, ce qui signifie qu’il faut beaucoup plus d’énergie 
pour chauffer l’eau d’un degré que pour chauffer (ou 1c1 refroidir) une masse identique de plomb de I °C. 
S1 l’on obtient une valeur inférieure dans la mesure, c’est que le calorimètre n’est pas idéal et qu’une partie 
de la chaleur est dissipée à l’extérieur malgré tout. 


EI Transformations de gaz parfaits > énoncé p. 384 


On propose ici une méthode de résolution qui permet de clairement poser le problème, donc de guider la 
solution, voire de présenter sa solution. L'un des avantages de cette façon de procéder est d’avoir toujours 
de façon claire et disponible toutes les données de l’énoncé et toutes celles qui sont calculées en cours de 
problème. Dans un long problème de thermodynamique comme celui dont est tiré ce sujet, cela permet d’être 
rapide, efficace et de limiter les erreurs. On peut utiliser cette méthode dans tous les exercices de thermody- 
namique et dans tous les problèmes (en particulier ceux traitant des machines thermiques, en faisant appa- 
raître autant de rectangles contenant les grandeurs que d’état successifs du fluide), même si dans un souci de 
concision et de gain de place, cela n’a pas été fait dans cet ouvrage. Le diagramme de Clapeyron, même s'il 
n’est pas demandé, est aussi un moyen de schématiser et de visualiser le problème. 
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EU LE EUR 
T T 


D 
Isobare — Q = AH 


V= est = = est 


0 _ 
d,= 0,20 m 


Isochore = Q=AU 





Dans le schéma ci-dessus, on a porté : 
> en noir les données de l’énoncé ; 
en vert les données des états que l’on peut immédiatement trouver à la lecture de l’énoncé ; 
en bleu les propriétés des transformations que l’on pourra exploiter ensuite dans la résolution ; 
en rouge les grandeurs inconnues qui nécessiteront un calcul. 
L'idéal est de compléter le schéma au fur et à mesure de la résolution et de le garder sous les yeux tout au 
long du problème (ici on le reproduit au fur et à mesure du corrigé pour montrer la méthode) en utilisant des 
couleurs différentes pour les données de l’énoncé et pour les grandeurs calculées, de façon à utiliser préféren- 
tellement les premières qui sont plus fiables. 


© L'ensemble du système est en équilibre thermique avec l’extérieur d’où : T\ =T, =T.. =300 K 
Les pistons sont libres de se déplacer, l’équilibre mécanique étant atteint et leur masse négligeable, la 
pression est donc la même de part et d’autre de ñ, et de n, d’où : P,=P,=P.,=10"Pa 
Les gaz sont parfaits, d’où : 
PV En RTL: avec: V, =Sd, et MR=Mo, 
ne = al avec 0 et Dit 


Soit : et 





© À l'équilibre dans l’état B, les gaz sont en équilibre thermique avec l’extérieur en raison des parois diather- 
manes, leurs températures sont donc égales à celle du thermostat : 1-1 T, = 600 K 


Le piston 1, étant bloqué, le volume du compartiment 0 reste fixé, et la transformation du dioxygène est 
donc isochore, d’où : 


0 0 
d, =d\ =0,2 m et Hi Soit : 


B A 





L’échange de chaleur avec le thermostat étant lent, et le piston tr, étant libre, il reste en équilibre mécanique 
pendant la transformation, la pression restant identique de part et d’autre, la transformation du diazote est 
donc 1isobare, d’où : 


P, = P} =10° Pa et —  — SOI : 





On peut compléter le schéma. 
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Paule. 
à T 


BRRRES” 
Isobare = Q = AH 


V=cst = F=est 
dŸ= 0,20 m 
BEES 


Isochore = Q=AU 


Bien comprendre 


s L’échange thermique avec le thermostat se fait lentement, ce qui permet de supposer que Île piston évolue 
également lentement, en restant dans une succession d’états d’équilibre (même pression de part et d’autre), 
et donc de qualifier la transformation dans le compartiment 1 de réversible à pression extérieure constante, 
c’est-à-dire 1sobare. 

= Il est toujours plus commode de caractériser les transformations à l’aide d’un rapport de grandeurs 
constant, plutôt que de revenir à la loi des gaz parfaits, d’autant qu’ici les rapports sont particulièrement 
simples numériquement. 

= Les données numériques sont celles de l’énoncé original, qui n’est pas très tatillon sur les chiffres signi- 
ficatifs... On choisira donc ic1 de donner 3 chiffres significatifs sur des valeurs utiles tout au long du sujet 
(masse par exemple) et on n’hésitera pas à arrondir les grandeurs énergétiques par exemple (voir aussi 
point méthode p. 12). 





© La transformation du dioxygène est isochore. On peut écrire, d’après les conséquences du premier principe 
établies en cours : 


ù AUS Où 
Par ailleurs le dioxygène est supposé parfait donc : 
NE TC CE) et NÉS CAE ETS) 


P,m0 


mr. 
Soit: AU‘, = 0°, = —"* 


7-1 





(T°-T")=500J| et AH = D (I T3) = 700 J 


La transformation du diazote est isobare. On peut écrire, d’après les conséquences du premier principe 
établies en cours : 


AH i5 = Qas 
Par ailleurs le diazote est supposé parfait donc : 
AH 5 = Cp T5 T4) et AU 5 = Cv Ts = T3) 
mr, 





mr 
Soit: |AH,, = Qi = es _T\)=525J| et AU!, = (T}i-T\)=375J 





7-1 
Le travail peut être calculé de plusieurs façons, la plus rapide utilise le premier principe : 
Wis = AU ;5 — Os = —150 J 
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Les deux gaz s’échauffent et reçoivent donc de l’énergie, le diazote fournit du travail en poussant le piston 
hbre, 1l reçoit en revanche de la chaleur de la part du thermostat. Le dioxygène n’échange pas de travail 
et reçoit uniquement de la chaleur. Il est vraisemblable qu’il y a aussi échange de chaleur entre les gaz. 


On applique à nouveau la même schématisation pour la suite du problème, le schéma ci-dessous pouvant 
être placé en prolongement du précédent en un seul enchaînement : À — B — C. La même logique de 
couleur est adoptée ci. 


T,= T,= (PV).= (PV), > (Pd). = (Pd), 
DS 
Monotherme — AH=0 et AU=0 


T;=T,> (PV).= (PV), — (Pd). = (Pd), 


Monotherme — AH=0 et AU=0 


Bien comprendre 


s [l a été conseillé plusieurs fois de traduire les transformations par des égalités de rapports simples 
(par exemple isobare par V/T = cst). On peut utiliser le même principe sur des transformations non 
« 150 » avec une petite précaution. En effet, 1l est important de comprendre 1c1, que, bien que la tem- 
pérature finale et la température initiale soient les mêmes, la transformation n’est pas isotherme (car 
brutale), donc il est incorrect d’écrire T' = cst ou PV = cst, car c’est faux au cours de la transformation. 
Cela n’a pas d'importance pour la détermination des grandeurs, car on peut, sans erreur, écrire des 
égalités en valeurs initiales et finales : PV. — PV. 


# La schématisation préalable des systèmes dans les différents états présente aussi l’avantage de pré- 
voir l’évolution, par exemple 1c1 on s’attend à trouver une pression finale intermédiaire entre les deux 
pressions initiales, et des distances qui montrent que le piston remonte nécessairement. Ces prévisions 
permettent en particulier de traquer les erreurs de calculs. 





© La libération du piston x, soumis à des pressions différentes de part et d’autre, lui permet de se dépla- 
cer (nécessairement vers le haut en raison d’une pression supérieure dans le compartiment 0) de façon à 
atteindre l’équilibre mécanique. Dans l’état final C, les pressions seront donc identiques dans les deux 
compartiments. Pendant cette transformation brutale, la température n’est pas homogène pendant la trans- 
formation, mais, lorsque l’équilibre est atteint, les gaz sont en équilibre thermique avec l’extérieur en 
raison des parois diathermanes. On a donc : 


ES 2e dont la valeur est à établir, et : T° =TQ =T, = 600 K 


Les transformations sont donc monothermes et les gaz parfaits, d’où : 


D = che on 
© * * soit, en effectuant le rapport de ces deux égalités : 
d\P! = d\P! : 


P' 
P 


Ju 
d 


Ou 
GS 2 
œ — 
© 








GO & 
SŸ 
œ © 
D S 


LME AUS Tes 


OCTO 1002 


Par ailleurs le volume total reste constant puisque le piston nr est bloqué, d’où : 
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ci - de = d, = ce —=0,2+0,3=0,5 (où les distances sont en mètres) 
Soit le système d’équations simple à résoudre : 


___ t d' == 0,214 
3de. = 4de ch ste ‘ _— . 


Qui permet de calculer la pression à l’aide de l’une ou l’autre équation initiale : 


0 1 
BASE = dr po =-& p, =1,43.10° Pa 


Lt: 
La température finale est identique à la température initiale pour chaque gaz dans la transformation BC, donc : 


AU; =0J  AU,-.=0J AH,.-0J AH,.-=0J 


© Le volume global de l’enceinte ne varie pas, aucune paroi 
extérieure ne se déplace, les systèmes n’échangent donc pas 
de travail avec l’extérieur, mais uniquement entre eux, du 
fait du déplacement du piston ñ,. Le travail reçu par l’un est 
donc égal à celui fourni par l’autre, c’est-à-dire l’opposé de 
celui reçu par l’autre : 


1 ___yy0 


D’après le premier principe on peut donc écrire : 


AUS, = he + WE. =0 soit: 
AUhe = Qc + Wic =0 soit: 


P Dioxygène P … Diazote 
: Compartiment 0 : CC Compartiment 1 





Bien comprendre 


= Ici la transformation est brutale et n’est donc pas aisée à caractériser. Cela n’empêche nullement de 
calculer les variations des fonctions d’état qui ne dépendent pas de la transformation, mais uniquement de 
l’état initial et de l’état final. Par contre, le calcul des grandeurs échangées est délicat. On peut cependant 
donner des relations entre elles, à l’aide du premier principe. Par ailleurs 1l faut noter que les gaz échangent 
du travail uniquement entre eux, mais que les échanges de chaleur vont se faire d’une part avec l’extérieur 
et d’autre part entre les gaz et qu’il n’est pas aisé de différencier ces échanges. 

s On note bien 1c1 l’importance de la distinction entre fonctions d’état et grandeurs d’échange. Les varia- 
tions des fonctions se calculent toujours aisément, si on connaît l’état d’équilibre initial et l’état d’équilibre 
final. Par contre les grandeurs d’échange ne peuvent s’obtenir totalement que si les caractéristiques de la 
transformation sont connues et, de surcroît à ce niveau, si1 elles sont simples (et souvent réversibles). Cette 
distinction apparaît aussi sur les diagrammes sur lesquels on peut toujours porter les états de départ et 
d’arrivée, mais pas nécessairement le chemin suivi, en pointillé quelconque de B à C. 

= Signalons enfin que les notations peuvent paraître lourdes dans cet énoncé, mais qu’elles ont le mérite 
d’être logiques et sans ambiguïté, et sont donc finalement très pratiques. 
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E1 Détente de Joule-Gay-Lussac > énoncé p. 384 


© La détente de Joule-Gay-Lussac est isoénergétique (démonstration à connaître voir p. 379), on en déduit 
en notant V, = V, le volume d’une enceinte, T° la température initiale du gaz et n la quantité de matière 





introduite : 
0 ee Et ne 
JC VaW VaW GP 12 +V, V,m JC 2 V, V,m JGL 2 
où AT est la variation de température du gaz due à la détente, d’où : | AT — one <0 
V,m'A 


où l’on distinguera deux cas : monoatomique (hélium, néon, argon) ou diatomique (dihydrogène, diazote, 


dioxygène). 
| 
2 


— AT(n = 0,1 mol) (en K) 0,0014 0,0085 0,055 0,0059 0,0334 0,033 


La plus faible variation est obtenue avec l’hélium pour les gaz monoatomiques, avec le dihydrogène pour 
les diatomiques. Par ailleurs tous les gaz subissent un refroidissement. 


| 





© On note aussi que lorsque la quantité de matière diminue, pour un même volume, la variation de tempéra- 
ture est plus faible. Ic1 on a fixé le volume, donc on peut encore fixer un second paramètre : 
= S1 on fixe la température initiale, alors plus le nombre de mole est petit et plus la pression 
initiale est faible (en première approximation on peut raisonner sur le gaz parfait PV = nRT). Or 
un plus faible nombre de moles induit une plus faible variation de température. On en déduit que 
toutes conditions égales par ailleurs, le gaz se rapproche de la première loi de Joule (et donc du 
GP) quand la pression diminue. 
 S1 on fixe la pression, pour ñn et V donnés, alors la température est d’autant plus élevée que le 
nombre de moles est faible. Or un plus faible nombre de moles induit une plus faible variation 
de température. On en déduit que toutes conditions égales par ailleurs, le gaz se rapproche de la 
première loi de Joule (et donc du GP) quand la température augmente. 
Ces résultats sont cohérents avec la définition du GP : à faible pression les molécules sont peu en inte- 
raction car dispersées et à haute température, l’énergie d’agitation thermique est importante et l’énergie 
potentielle d'interaction devient faible devant elle. Dans ces deux cas, les interactions entre molécules sont 
d’autant plus négligeables (et le gaz d’autant plus proche d’un GP) que la pression est faible et la tempé- 
rature élevée. 


Millie 


De toutes les lois de conservation, celle qui traite de l'énergie est la plus difficile, la plus abstraite et cependant 
la plus utile. Elle est plus difficile car [...] cette fois, nous avons un nombre qui ne varie pas avec le temps, 
mais ce nombre ne représente aucun objet particulier. 


RICHARD FEYNMAN (1918-1988) 





Second principe 


de la thermodynamique 





Historiquement, le second principe de la thermodynamique fut énoncé au début de l'ère indus- 
trielle au XIX° siècle, bien avant le premier principe, à travers les réflexions menées sur le fonc- 
tionnement des machines thermiques. En effet, si le premier principe traduit les échanges énergé- 
tiques des systèmes, il ne permet cependant pas de prévoir leur évolution. Un second principe est 
donc nécessaire, dont le formalisme actuel dépasse largement le cadre des machines thermiques, 
et même celui de la thermodynamique, puisqu'on le retrouve à l'œuvre dans la totalité des phé- 
nomènes physiques réels. 


ms OUTILS MATHÉMATIQUES x 


= Propriétés de la fonction logarithme In x : 


In(a-b)=Ina+lnb, in(®)-Ina- ins et In(a*)=aina 


On en déduit facilement la différentielle logarithmique : x°y° = cste & à . + p® = (0 





ni Entropie d'un système thermodynamique 


1. Un principe d'évolution nécessaire 


Le premier principe est un principe de conservation énergétique Évolution spontanée 

qui ne permet pas de prévoir le sens d’évolution d’un système. TT CA 

Ce manque d’information doit être comblé par un second prin- 

cipe, indispensable lors d’une étude thermodynamique. | (J 
h 





La majeure partie des phénomènes physiques qui nous 
entourent, telle que, par exemple, la chute d’une balle de tennis 
dans du sable, depuis une hauteur h, sont irréversibles. Jamais RS CE 
la balle posée sur le sol ne remontera spontanément, alors que K__7 

ce n’est pas interdit par le premier principe : l’augmentation de Évolution impossible 

l’énergie potentielle de la balle, lors de cette transformation, 

pourrait être compensée par une diminution de l’énergie interne, se traduisant par une baisse de la tem- 
pérature du système. Jamais personne n’a observé une balle remonter toute seule en se refroidissant, 
une telle transformation est impossible, ce que le premier principe ne permet pas d’établir. Il est donc 
nécessaire d’ajouter un principe d'évolution qui permet d'imposer un sens évolutif à une transformation. 
C’est précisément le rôle du second principe de la thermodynamique. 









Définition 
Une transformation est dite réversible s’il est possible d’en inverser le sens par une modification 
infinitésimale des conditions extérieures. 


a Une transformation réversible passe par une succession d’états infiniment voisins qui sont tous des 
états d'équilibre. 
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La majorité des phénomènes sont naturellement irréversibles et tendent à homogénéiser une distribution 
hétérogène. La présence de phénomènes dissipatifs, tels que les frottements fluides ou solides, l’inho- 
mogénéité de la concentration ou de la température d’un milieu, la brutalité et la rapidité d’une transfor- 
mation et certaines réactions chimiques sont des causes d’irréversibilité. 


Afin de rendre compte du sens spontané d’une transformation et des phénomènes d’irréversibilité, le 
physicien Rudolf Clausius (1822-1888) introduit en 1865 une fonction nommée entropie. Ce terme 
dérive du grec entropê signifiant «cause d’évolution ». 





Définition 
À tout système thermodynamique est associée une fonction d’état extensive appelée entropie et notée 
S. L’entropie s’exprime en J.K°". 


= Les variations de l’entropie ne dépendent pas du chemin suivi, puisque c’est une fonction d’état. 


2. Élaboration de la fonction entropie 


L’entropie étant une fonction d’état, S et V peuvent être utilisés comme grandeurs d’état indépendantes 
pour décrire un système thermodynamique. Ainsi la différentielle totale de l’énergie interne d’un 
système U/[(S,V) peut s’exprimer : 


dU(S.V)= ea dS+ Er dv 
V S 


Définitions 


La température thermodynamique T, qui s’identifie à la température cinétique, liée à l’agitation 
thermique des constituants et la pression thermodynamique P, qui s’identifie à la pression ciné- 


tique, liée aux chocs des constituants, s’expriment alors respectivement par : 


_ {au 
r,= (9) 


s On admettra que la température et la pression thermodynamiques s’identifient respectivement à la 
température absolue T' et à la pression mécanique P précédemment définies. 
Cela conduit à la première identité thermodynamique, 





dU = TdS — PdV soit en permutant dS = 7 dU +7 dV 


L’entropie peut ainsi s’exprimer en fonction de l’énergie interne U et du volume V. Toutefois 1l est 
souvent commode d’effectuer un passage des variables (U, V) à (H,P) en introduisant la définition de 
l’enthalpie H = U + PV dans la première identité thermodynamique : 


dH = dU + PdV + VdP = dH = TdS — PdV + PdV + VdP 
æ Cela conduit à la deuxième identité thermodynamique, 


dH = TdS + VdP soit en permutant dS — Lan — V ap 


T T 


= Ces deux identités sont extrêmement importantes et on donne dans l’exercice n° 2 un moyen de les 
retrouver rapidement. En effet, elles permettront par la suite d’exprimer l’entropie d’un gaz parfait, 
d’une phase condensée et d’étudier une transformation isentropique d’un gaz parfait. 
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= [l est important de souligner que ces deux identités sont seulement valables pour des systèmes thermo- 
dynamiques monophasés divariants!. 


3. Expressions de l'entropie d'un gaz parfait 


Chaque état d’équilibre d’un système fermé contenant n moles de gaz parfait peut être décrit par trois 
paramètres thermodynamiques, P, V et T. Or ces trois paramètres sont liés entre eux par l’équation d’état 
du gaz parfait PV = nRT, par conséquent seul l’un de ces couples de variables (TV), (TP) ou (PV) 
suffit à identifier parfaitement un état d'équilibre. L’entropie qui est une fonction d’état, ne dépend que 
des états macroscopiques du gaz, ce qui permet donc de l’exprimer en fonction d’un couple de deux 
variables : S(T,V), S(TP) ou S(P V). 

æ Avec la première identité thermodynamique, la première loi de Joule (expression de U(T)) et 

l'équation d’état des gaz parfaits, on obtient S,. (TV) : 


= 1 
dS=> 


soit en intégrant: |Sp(1,V)=C,InT +nkRlnV +cste 


En utilisant la deuxième identité thermodynamique, la seconde loi de Joule (expression de 
H(T)) et l’équation d’état des gaz parfaits, on obtient S. (7, P) : 


lis y 
ds = dH > 


soit en intégrant: |S;(T,P)=C,InT -nRlnP +cste 


æ La détermination de S,(P, V) peut s’obtenir à partir d’une combinaison linéaire des deux équa- 
tions précédentes et en utilisant la relation de Mayer, C, — C,=nR,on obtient : 


Sp(V,P)=C,InP +C,lnV +cste 


= L’entropie est en fait définie à une constante additive près correspondant à un état arbitraire choisi 
comme origine. Ces expressions démontrent bien le caractère extensif de l’entropie. 


P Le TT, ,pdV 
au + dv > ds =C, T +nk V 


dP = dS=C, F-nRT 


= [l est inutile de retenir par cœur ces équations qui seront en principe données dans un énoncé, mais 1l 
est conseillé de savoir les redémontrer. 


En pratique, on s'intéresse toujours à la variation de l’entropie AS, , 4, entre deux états d'équilibre 
(P,V,T,) et (P,,V,,T,), ce qui permet d'éliminer les constantes d’intégration. Aïnsi la variation de l’en- 
tropie en fonction du couple (TV) s’écrit : 


T V 
AS pp ç0 = Sp Vs)= ST Va)= Cy mr } ein] | 
A A 


En utilisant la relation C,, — _ 


… nk un . Ve . nk 0 
ÀS | ,3 «cp = (7 }6 Din à | = Etre 


En utilisant ce qui précède et à l’aide de la relation C, = ls 


, On peut écrire : 











R | nn 
ge 90 retrouve les expressions de la variation 


de l’entropie pour les deux autres couples de variables récapitulées ci-après. A titre d’exercice, le lecteur 
est invité à retrouver ces expressions. 


1. C'est-à-dire ayant deux variables indépendantes. 
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AS, ,p «p(T »V) AS, y «CT »P) AS, ,p «mp (P »V) 


Variation 
d’entropie du GP 





= Dans toutes ces expressions, on suppose C, C, et donc y indépendants de la température. 


= S1 le système subit une transformation cyclique, on vérifie bien que la variation de l’entropie est nulle 
(fonction d’état). 


On tire aisément de ce qui précède, la variation de l’entropie d’un gaz parfait confiné dans une enceinte 
subissant une transformation particulière de l’état d’équihibre initial À à l’état d’équilhibre final B : 





4. Expressions de l'entropie d'une phase condensée 


Pour une phase condensée indilatable, 1l est très difficile de faire varier le volume et la pression du sys- 
tème. On a vu (chapitre 21 p. 377) que l’on peut écrire : 


dU = dH = CdT où C = C,= C, est la capacité thermique du système, indépendante de T. 


| _ dU _-dT 
On a donc : dS= Tr CT 
D'où : S 


phase condensée 


= CInT +cste 


S1 la phase est homogène, on peut utiliser la capacité thermique massique c : 


S = mcInT +cste 


phase condensée 





[TI Second principe de la thermodynamique 


1. Enoncés 


Le second principe se décline sous différents énoncés historiques fondés sur le bon sens et en général, 
ils sont reliés au fonctionnement des machines thermiques, ce qui est compréhensible, puisqu'ils sont 
issus de réflexions menées entre 1810 et 1860. Trois énoncés du deuxième principe ont eu une grande 
portée historique : d’abord l’énoncé de l’ingénieur français Sadi Carnot en 1824, exprimé sous la forme 
du « rendement » maximal d’un moteur thermique fonctionnant de façon réversible entre deux sources 
de chaleur, ensuite ceux de l’ Allemand Rudolf Clausius et de l’Écossais William Thomson (le futur 
lord Kelvin), respectivement en 1850 et en 1852. Clausius stipule qu’il n’existe aucune transformation 
thermodynamique dont le seul effet est d’extraire une quantité de chaleur d’un réservoir froid et de la 
fournir à un réservoir chaud tandis que Kelvin montre qu'aucune transformation thermodynamique a 
pour seul effet d’extraire une quantité de chaleur d’un réservoir et de la convertir entièrement en travail. 


Dans le cadre de la thermodynamique axiomatique des principes qui fait l’objet de cette partie du pro- 
gramme, on énonce aujourd’hui le second principe avec un formalisme qui s’appuie en particulier sur 
les fonctions d’état d’un système, comme on le voit dans ce qui suit, en continuité avec les chapitres 
précédents. On verra néanmoins au chapitre 23 suivant, que l’application du second principe (exprimé en 
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termes d’entropie) aux machines thermiques, permet de retrouver tous les énoncés historiques évoqués 
c1-dessus. (voir retour au second principe p. 430). 


Ces énoncés ont tous en commun les phénomènes d’irréversibilités, qui n’apparaissent pas dans 
l’énoncé du premier principe. 


Énoncé 
Second principe de la thermodynamique : 


Lors d’une transformation thermodynamique, l’entropie créée, notée S.., au sein d’un système 
fermé est toujours positive ou nulle : 


S  =0 


créée 
Pour une transformation réversible, S_. est nulle, tandis que pour une transformation irréversible 
S .. est Strictement positive. 


créé 





= Certains auteurs discutent des phénomènes physiques encourus s1 l’entropie créée prend une valeur 
négative. Un tel résultat signifie simplement qu’une telle transformation thermodynamique 1rait à l’en- 
contre de toutes les lois physiques et donc ne pourrait avoir lieu. 


s Même si le temps n'apparaît pas, le signe de S... porte en lui le sens possible de l’évolution du 
système, contrairement au premier principe. Bien au-delà de la thermodynamique, le second principe 
imposera toujours une flèche du temps dans les transformations des systèmes physiques. 


2. Bilan entropique 
Pour connaître l’entropie créée par un système subissant une transformation, on effectue un bilan entropique. 
Énoncé 


Un système qui reçoit du milieu extérieur un travail W et une chaleur © à pour bilan entropique : 
ASS EE Sr 


créée échangée 


où le terme S,, . représente l’entropie reçue par le système de la part du milieu extérieur. 
échangée 


Chaque terme de cette équation s’exprime en J.K°”'. 





= Contrairement à la variation d’énergie qui ne peut que résulter d’un échange, la variation d’entropie 
peut provenir non seulement d’un échange mais aussi être créée à «partir de rien ». 


= Cette expression est un bilan d’entropie et ne constitue pas le second principe, contrairement à ce 
qu’on entend souvent. En physique un terme de création, comme toutes les autres grandeurs, est a priori 
algébrique, positif s’1l y a apparition, négatif si 11 y a disparition. Le second principe consiste bien à dire 
que S … ne peut qu'être positive. 


créée 


= Dans ce bilan, S est une fonction d’état, sa variation ne dépend pas de la transformation mais uni- 
quement de l’état intitial et de l’état final. Au contraire, S epangée ©St UNE grandeur d'échange et S., se 


comporte comme telle (même si en toute rigueur elle n’est pas une grandeur d’échange). Elles dépendent 
donc de la transformation (voir point méthode p. 5362). 


Cas particuliers de bilans entropiques 
= Dans le cas d’une transformation cyclique, la variation de l’entropie d’un système fermé est nulle 
(AS = 0), car l’entropie S est une fonction d’état. Le bilan entropique s’écrit alors : 
AS, =S., +59, = 0 


cycle créée échangée 


Comme S 2 0, on en déduit alors que S, < 0. 


échangée 
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= Dans le cas d’un système totalement isolé du milieu extérieur, la variation de l’entropie d’un système 
fermé est seulement égale à l’entropie créée : 


AS(isolé)=S... >0 


Cela implique que l’entropie d’un système isolé ne peut que croître jusqu’à atteindre sa valeur maximale 
lorsque l’état d'équilibre est atteint. Dans son état d'équilibre, l’entropie est donc constante, d’où AS = 0, 


c’est-à-dire qu’il n’y a plus de création d’entropie au sein du système. L'univers étant le système isolé 
par excellence, on énonce parfois le second principe sous la forme : AS > 0. 


univers 


= Pour une transformation infinitésimale d’un état À à un état A’ (proche de l’état A) le bilan entropique 
s'exprime : 
dS = ÔS.., + ÔS 


créée échangée 


Expression de l'entropie échangée 


La détermination de l’entropie échangée, S., est issue des travaux théoriques de Clausius lors de la 


échangée 


construction de la fonction entropie $S. On admettra les résultats qu1 suivent. 


Énoncé 


Lors d’une transformation infinitésimale quelconque, l’entropie échangée par un système fermé Z 
en contact avec un milieu extérieur à la température T s’exprime par l’intermédiaire du transfert 
thermique : 


contact 


ô S _… 00. 
échangée 
contact 





= Le problème de la détermination des échanges thermiques et des températures de contact peut être 
extrêmement complexe. Dans le cas d’un thermostat, T...., est la température du thermostat. Par contre 


si le milieu extérieur n’est pas un thermostat, la température de contact est celle de la frontière entre le 
système et le milieu extérieur où la température n’a aucune raison d’être uniforme. 


Dans le cas simple d’un contact avec un seul thermostat {2 à la température T°, S, vaut : 


échangée 


Se (1 thermostat) = échangés 





Q 


On généralise à un système en contact avec N thermostats {2 à la température T°, : 


2 
(N thermostats) — D 


i=1 Q; 


S échangée 





a Le premier principe est appelé principe d’équivalence car W et Q jouent les mêmes rôles vis-à-vis 
de l’énergie interne. Le second principe brise cette équivalence, car le travail n’intervient pas dans la 
variation de l’entropie. L’entropie, contrairement à l’énergie, n’est pas une grandeur conservative, c’est 
pourquoi c’est une fonction qui donne un sens à la flèche du temps. 


Récapitulatif 


Adiabatique Q = 0 Non adiabatique Q 7 0 


Réversible S., 0 De =0—AS-=0 S = 0et Done £ 0 = AS quelconque 





Su > 0 et  … =0—=AS>O Su > 0 et de . £ 0 = AS quelconque 
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En POINT MÉTHODE nt 
Exploiter le second principe et le bilan entropique 


= Le second principe peut permettre en théorie de déterminer dans quel sens se produit une transfor- 
mation, à travers le signe de l’entropie créée. En pratique, on sait généralement quelle transformation 
a lieu et le bilan entropique correspondant permet de vérifier la réversibilité ou l’irréversibilité de la 
transformation. On procède alors dans l’ordre suivant (voir exercices) : 
= Déterminer l’état d'équilibre final (les paramètres thermodynamiques). 
= Déterminer la variation de l’entropie AS par le biais d’une des identités thermodynamiques ou 
d’une expression de l’entropie fournie par l’énoncé. Attention, AS peut être négative ou positive. 
” À l’aide, en général, du premier principe ou de ses conséquences, calculer les transferts ther- 
miques Q. Cela suppose de connaître la nature de la transformation. 





N 
| ne ; Q, 
= Calculer l’entropie échangée, a — > T.— 
= Écrire le bilan entropique AS =S  +S et en déduire S_… : 


créée échangée créée 


, et nulle, alors la transformation étudiée est réversible. 


— SiS 

créé 
— Si S.. est strictement positive, alors la transformation étudiée est irréversible et l’on préci- 
sera la source des irréversibilités. 


— Si S est négatif..…., chercher l'erreur de calcul ! 


é 
= Dans le cours sur les machines thermiques (voir chapitre 23), on verra que le second principe permet 
d’imposer des limites à leurs possibilités et des conditions à leur fonctionnement. 


= [l n’est pas surprenant que le bilan entropique nécessite de connaître la nature de la transformation, 
puisque S., . est une grandeur d'échange et que S se comporte comme telle. 


échangée créée 





[TT Le cas particulier de la transformation adiabatique réversible 


Propriété 
Lors d’une transformation adiabatique GP = 0) et réversible (S.. = 0), la variation d’entropie 
est nécessairement nulle : 


ÀS , ,,; (adiabatique réversible) = 0 





Cette transformation est dite isentropique. 


1. Les lois de Laplace (GP) 


En utilisant les expressions de la variation de l’entropie du gaz parfait établies p. 396, on peut écrire pour 
la transformation 1sentropique : 
1- 1 
nk Ve nk 1e nk 17 


rt fr ne fr rive 




















soit : PR Th 1. D lie ie 
Ces relations sont valables tout au long d’une transformation réversible, qui constitue une suite d’états 
d'équilibre, ce qui permet d’en déduire les lois qu’elle vérifie. 
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Énoncé 
Un gaz parfait subissant une transformation adiabatique réversible suit les lois de Laplace : 


PV'=cste , T'P'*=cste , TV'”=cste 





= Il est conseillé aux étudiants de mémoriser la première relation et de retrouver les deux autres en injec- 
tant l’équation des gaz parfaits dans PV” = cste. Une autre façon d’établir ces équations est proposée 
dans l’exercice n° 3 p. 404. 


2. Comparaison entre une adiabatique réversible et une isotherme (GP) 


Pour comparer sur un diagramme de Clapeyron l'allure de la courbe 
représentant une transformation isotherme et une transformation 
adiabatique réversible d’un gaz parfait, on calcule la pente de la 
tangente en un point appartenant à ces courbes (voir différentielle 
logarithmique, outils mathématiques p. 393). 
= Transformation adiabatique réversible. On utilise la loi 
de Laplace du gaz parfait : 


some P+yd o(d) =? 
PV” =cste = P+Ÿy =0—= av). Vy 


PA ïIsotherme Adiabatique réversible 





Transformation isotherme. On utilise l’équation d’état 
du gaz parfait : 


L dP, dv _ dP\ __?P 
PV=cstes P . 7 =0=() = V 


Le coefficient adiabatique y d’un gaz parfait est supérieur à 1. En un point (V, P) quelconque du 
diagramme de Clapeyron, la courbe représentant la transformation adiabatique réversible a toujours une 
pente supérieure à celle de l’isotherme passant par le même point. 


IV Diagramme entropique 


1. Transformations particulières 


Tout comme dans le chapitre 20 où l’on a décrit les transformations dans un diagramme de Clapeyron, 
il est possible de représenter les états d'équilibre et les évolutions du système dans un diagramme 
entropique (7 = f{S)). En traçant ce type de diagramme, on suppose que les transformations étudiées 
sont réversibles, ce qui implique que les grandeurs d’état du système sont définies à tout instant. 


= Les représentations d’une transformation isotherme et d’une adiabatique réversible dans ce type de 
diagramme ne posent aucune difficulté. Par contre 1l est plus délicat de tracer une isobare et une isochore 
dans le cas du gaz parfait. Pour cela 1l faut exprimer S(T,P) et S(T, V) et les comparer. 

= Transformation isobare. On utilise l’expression de l’entropie S(T,P) du gaz parfait : 


CE 


S(T,P)=S(T)= S(T)=C,nT -nRhP+ceste=C,NT+S, = NnT=— 
F 





= S —S, _ S 
d’où : Le _ exp ce F k Exp &. 
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= Transformation isochore. On utilise l'expression de l’entropie S(T,V) du gaz parfait : 


S(T,V)=S(T)= S(T)=C, INT +nRinV+cste =C,InT+S = A 


S = 
d’où : pie _ exp 





Pour un gaz parfait C, est supérieur à C,. En un point (S,, T,) quelconque du diagramme entropique, la 
courbe représentant la transformation isobare a toujours une pente inférieure à celle de l’isochore. 


ADIABATIQUE ISOBARE (GP) 
Transformation ISOTHERME 


Diagramme 
entropique 
(TS) 


2. Visualisation du transfert thermique sur un diagramme entropique 





Pour une transformation réversible, le signe du transfert thermique peut être déterminé par un diagramme 
entropique T{(S). La chaleur échangée par un système d’un état d’équilibre initial A à un état d’équilibre 
final B est liée à l’aire * sous la courbe (voir outils mathématiques du chapitre 20, p. 359). 


Diagramme 
entropique 


Signe Sy Sy 
5 — T — : — T = — 
de la chaleur Cés.a 5 [ s, ds À > 0 Oé.a»8 [; dS ——X% <0 


Conséquence Le système reçoit de la chaleur. Le système fournit de la chaleur. 


On peut représenter une transformation cyclique sur un diagramme entropique : un système subissant 
successivement deux transformations thermodynamiques, a et b, où l’état d'équilibre initial et l’état 
d’équilibre final sont indiqués par les coordonnées du point E et l’état intermédiaire par les coordonnées 
du point I. La chaleur échangée lors d’une transformation cyclique est la somme des transferts ther- 
miques de chaque transformation particulière : ©, = 0, +0, ,; 
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Par conséquent dans les schémas ci-dessous, la chaleur sur le cycle est toujours égale à la différence 
entre l’aire sous la courbe rouge et celle sous la courbe bleue, ce qui entraîne que le transfert thermique 
est égal (selon le sens du cycle) à + l’aire du cycle. Selon le sens de parcours du cycle, on obtient donc 
un transfert thermique total positif ou négatif. 


Diagramme 
entropique 


Se S, 


Se S; 
Sens de parcours horaire trigonométrique 


Cycle moteur : le système reçoit de la chaleur. | Cycle récepteur : le système fournit de la chaleur. 


= [l ne faut pas confondre cycle moteur et récepteur dans un diagramme entropique. Les dénominations 
moteur et récepteur proviennent du signe du travail échangé entre un système et son milieu extérieur pen- 





dant une transformation cyclique. En effet lors d’une transformation cyclique AU 
æ SO, >0—W.., <0 : cycle moteur 


cycle 
æ Si Qu 0 W. > 0 : cycle récepteur 


cycle 


= W cle e © cie — 0. 


cycle Cy 


cycle 


= S1 une transformation cyclique est représentée dans un diagramme (P V) et un diagramme (TZ, S), alors 
les aires et les sens du parcours seront identiques. 


CONCLUSION : Entropie et désordre 


L’entropie a été définie 1c1 comme une fonction d’état macroscopique d’un système thermodynamique mais 
reste une grandeur abstraite, difficile à appréhender. Sans entrer dans les détails d’une approche microsco- 
pique (hors programme), 1l reste intéressant d’en connaître les conclusions pour mieux comprendre cette 
notion. Proposée par Boltzmann (1844-1906) en 1877, une définition probabiliste microscopique de l’en- 
tropie permet de la considérer comme une mesure du désordre régnant dans un système. Le second principe 
traduit alors l’idée que, spontanément, un système isolé évolue vers l’état le plus désordonné possible, ce 
que n’importe quelle chambre ou bureau d’étudiant met facilement en évidence ! 


Plus sérieusement, on montre que le système va naturellement adopter une répartition équilibrée et 
homogène de ses composants et de ses grandeurs d’état (ce qui traduit le plus grand désordre), car elle 
est infiniment plus probable que toute distribution déséquilibrée (qui traduit une situation présentant 
davantage d’ordre). Par exemple, lors d’une détente de Joule-Gay-Lussac, le gaz va spontanément se 
répartir de façon homogène entre les deux compartiments et jamais ensuite, toutes les particules ne se 
retrouveront dans un seul compartiment. On notera au passage que cette transformation se fait sans 
échange d’énergie, ce qui fait que le premier principe n’interdit en aucun cas le retour complet du gaz 
dans un seul compartiment. On comprend sur cet exemple l’importance du rôle du second principe dans 
l’évolution des systèmes. 


On peut également dire que, si localement un ordre apparaît dans un système X, c’est nécessairement 
au prix d’un désordre plus grand dans son environnement, car, globalement, l’entropie du système isolé 
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(Z + environnement de ?) augmente’. On comprend alors, pourquoi les systèmes évoluent vers un état le 
plus homogène possible, c’est parce que c’est l’état de plus grand désordre : deux objets de températures 
différentes évoluent vers un état de température intermédiaire identique à travers un transfert thermique 
du chaud vers le froid, un liquide concentré se dilue dans un liquide moins concentré et un tiroir bien 
rangé devient toujours ..… un fouillis inextricable ! 


En conclusion, on retiendra que le second principe permet de comprendre l’évolution spontanée d’un 
système macroscopique et, bien au-delà, de la totalité des systèmes physiques. 


Ds, VERS LA COLLE cm 


Questions de cours 


= Fonction entropie : définition, entropie d’un gaz parfait, variation d’entropie du gaz parfait selon la 
transformation. 


# Second principe : insuffisance du premier principe, nécessité d’un principe d’évolution, énoncé. 
= Bilan entropique : expression et conséquences, transformation adiabatique ou non, réversible ou non. 


= Transformation adiabatique réversible du GP : lois de Laplace, allure de la transformation dans un 
diagramme de Clapeyron, comparaison à l’isotherme. 


Erreurs à éviter 


sm Le second principe ne consiste pas à écrire que la variation d’entropie est la somme de deux termes, 
mais que l’entropie créée dans un système fermé est nécessairement positive. 


= L’entropie échangée est une grandeur d’échange, comme le travail ou la chaleur. L’entropie créée 
n’est pas une grandeur d’échange, mais ce n’est pas non plus une fonction d’état. Elle se comporte 
comme les grandeurs d’échange, c’est-à-dire qu’elle n’a de sens que du fait d’une transformation et 
elle dépend du chemin suivi entre l’état initial et l’état final. 


# Les lois de Laplace ne sont pas valables dans tous les cas, mais uniquement pour un gaz parfait subis- 
sant une transformation adiabatique réversible (isentropique). 


Quelques « trucs » utiles 


x L'identité thermodynamique ou l’expression de l’entropie échangée montrent qu’entre les grandeurs 
énergétiques et entropiques, 1l y a un facteur de l’ordre de la température. On ne compare pas des 
grandeurs de nature différente, mais on trouvera nécessairement pour une transformation donnée des 
valeurs numériques beaucoup plus faibles pour les grandeurs entropiques que pour les grandeurs éner- 
gétiques (exemple : Q = 500 J et AS = 0,8 J.K°). 

sx On ne s’étonnera pas d’une variation d’entropie négative dans un système, seule l’entropie créée dans 
un système fermé est nécessairement positive. 


m La température intervenant dans le calcul de l’entropie échangée est celle du thermostat, qui n’a 
aucune raison d’être celle du système au cours de la transformation (sauf transformation isotherme). 


s On aura le réflexe de traduire transformation isentropique par adiabatique réversible dans un énoncé 
et d'appliquer les lois de Laplace si l’on travaille sur un gaz parfait. 


2. Ce concept a été développé par Schrôdinger, à travers l’idée que le haut degré d’organisation d’un organisme vivant, 
pourrait se traduire comme une lutte permanente contre l’évolution naturelle de l’entropie des systèmes physiques. Cette 
approche à donné lieu à de nombreux débats passionnés des physiciens, dont le détail dépasse largement le cadre de cet 
ouvrage et même celui de la physique, puisqu'il s’est étendu à l’économie, la sociologie, l’écologie… 
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1 Détentes d'un gaz parfait * — corrigé p. 406 


Détente de Joule-Gay-Lussac : 

On considère une mole de gaz parfait monoatomique enfermée dans une enceinte calorifugée À de 
volume V, à la pression P, et à la température T°. Cette enceinte communique par une vanne avec une 
enceinte identique B vide. On ouvre la vanne et on attend l’équilibre. 

Détente brutale : 

On prend maintenant une mole du même gaz dans un récipient muni d’une paroi diathermane. Un piston 
sans masse est maintenu par un opérateur de façon que le volume soit V, et la pression P,. La pression 
extérieure est de P,/2 et la température extérieure est constante à T°. L'opérateur lâche le piston brus- 
quement. 

Détente lente : 

On reprend l’énoncé de la détente brutale mais maintenant l’opérateur relâche le piston très lentement. 


© Pour chaque détente, déterminer si la transformation subie par le gaz est réversible ou irréversible. 
Préciser, le cas échéant, la source des irréversibilités. 


© Classer les entropies créées en fonction de leur importance et commenter. 


PA Identités thermodynamiques et lois de Laplace * > corrigé p. 408 


Retrouver les identités thermodynamiques en appliquant les deux principes à une transformation réver- 
sible infinitésimale. En déduire les lois de Laplace pour un gaz parfait. 


EI Transformation cyclique d'un gaz parfait * * > corrigé p. 408 


Une masse constante de gaz parfait, dont le rapport des capacités thermiques à pression et volume 
constants est = 1,4, décrit le cycle ci-contre. 

Le gaz initialement dans l’état d'équilibre A (P,= 10° Pa, 
V,=4,14.107 m°, T, = 144,4 K) subit une compression 
isentropique qui l’amène à la température T, — 278,8 K. 


© Calculer la pression P, et le volume V, de l’état 
d'équilibre B. 

© Le gaz est mis en contact avec une source à la 
température T,, il subit une détente isotherme réver- 
sible, qui ramène son volume à la valeur initiale V,. 
Calculer P,. et la variation de l’entropie AS. 


© Le gaz dans l’état d'équilibre C est mis en contact 
avec un thermostat de température T', tandis que son 
volume est maintenu constant à la valeur V,. Calculer 
la variation de l’entropie AS, et le transfert thermique ©... 





© En déduire l’entropie créée S_.. au cours de la transformation isochore CA. Conclure. 


© Représenter le cycle sur un diagramme entropique (TS). 


404 Physique-Chimie MPSI oartagelivrespge.blogs®æotcom 





EXERCICES BR 


Second principe de la thermodynamique 





E Transformations dans un cylindre (d'après ATS 2000) * * * > corrigé p. 410 


Cet exercice académique a pour but de comprendre les différences et les points communs des propriétés 
des transformations rencontrées dans les exercices de thermodynamique. Il est donc utile de manier 
dans un premier temps des relations littérales avec un maximum de rapport de grandeurs de même type, 
relations qu’on exploitera dans de nombreuses situations, et les applications numériques, qui pourront 
être effectuées en fin d'exercice, feront l’objet d’arrondis, tant dans les données que dans les résultats, 
sans nuire à la compréhension. 


Un cylindre vertical, fermé par un piston sans masse et mobile sans frottement, contient un gaz diato- 
mique supposé parfait. L'ensemble est placé dans un milieu thermostaté de température T\ où règne une 
pression P,. Les conditions initiales sont les suivantes : Le cylindre de volume V, contient n moles de 
gaz à la température T° et le piston est à l’équilibre. On considère 4 cylindres identiques, sauf en ce qui 
concerne les parois et on place une masse totale M sur chacun des pistons comme suit : 


a Cylindre Î : parois diathermanes, on place M brutalement. 


a Cylindre 2 : parois diathermanes, on place des masselottes aussi petites que l’on veut, très lentement, 
jusqu’à une masse totale M. 


= Cylindre 3 : parois athermanes (= adiabatiques), on place M brutalement. 


= Cylindre 4 : parois athermanes, on place des masselottes aussi petites que l’on veut, très lentement, 

jusqu’à une masse totale M. 

On note avec un indice les grandeurs et fonctions d’état de chaque cylindre i dans son état d’équilibre 

final. Pour chaque expression littérale, effectuer les applications numériques rapides avec : P, = 1 bar ; 

T =300K ; V,=4,8 L ; n = 0,2 mol ; M = 50 kg ; g = 10 ms”; S$ = 50 cm”; R = 8 USI ; y= 7/5. 

© Pour chaque cylindre, caractériser la transformation et déterminer l’expression de la pression finale. 
Dans ce qui suit, on pourra utiliser le rapport des pressions &, = P./ P, pour alléger les calculs. En 
déduire la température finale des cylindres 1,2 et 4. On ne cherche pas pour l’instant à déterminer 7, 
mais on peut l’utiliser pour exprimer les grandeurs demandées dans ce qui suit. Exprimer les volumes 
dans l’état final. 


© Exprimer la variation d’énergie interne pour chaque cylindre, puis le travail et la chaleur reçus par 


| sl) 1 
le gaz. On peut maintenant déterminer la température T.. Montrer qu’elle vaut : T, =, == — W ) 


© Pour chaque cylindre, déterminer la variation d’entropie, l’entropie échangée et l’entropie créée. 


@ Commenter tous ces résultats, qu’on rassemblera avantageusement dans un tableau. 
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4 Détentes d'un gaz parfait > énoncé p. 404 


© Pour chaque détente on cherche à identifier la réversibilité ou l’irréversibilité des transformations. Pour 
cela il faut suivre scrupuleusement le point méthode p. 399. 


Étape 1 : On cherche à identifier les paramètres de l’état final. 


% La détente de Joule-Gay-Lussac (JGL) est un cas particulier, car l’obtention des grandeurs thermody- 
namiques de l’état d'équilibre final n’est possible qu'après avoir identifié la chaleur échangée Q. Comme 
le gaz parfait est contenu dans une enceinte isolée mécaniquement, W = 0 et isolé thermiquement, Q = 0. 


En appliquant le premier principe on obtient : AU, ,(IGL)=C,(T,-T,)=0 donc 


Puis en utilisant l’équation d’état des gaz parfaits sur cette transformation isotherme, on détermine P, 
sachant que V, = 2V : 


PF, 
PV, = P,V, = P,2V, d’où : RE de: 


% Lorsque la transformation est brutale (TB), le système n’est pas en équilibre thermique entre l’état in1- 


tial et final. La transformation est donc monotherme, d’où : T, =T,=T, 


D | 


A l’état final, le piston est à l’équilibre mécanique avec la pression extérieure, d’où  |P, = 


De plus la détermination du volume s’effectue par le biais de l’équation d’état du gaz parfait, 


d’où : P,V, = PV, SOI : 





% Lorsque la transformation est uniformément lente (TL), cela assure au système un équilibre thermique 


pendant toute l’évolution. La transformation est donc isotherme, d’où : T, =T,=1T, 


D | 


A l’état final, le piston est à l’équilibre mécanique avec la pression extérieure, d’où : |P, = 


De plus la détermination du volume s’effectue par le biais de l’équation d’état du gaz parfait, 


CHOUESRVEVA SOI : 





Étape 2 : On cherche à identifier la chaleur échangée ©. 
Pour toutes ces détentes, la variation d'énergie interne s’écrit : AU, ,=C, (T, — fi) = 0 


En appliquant le premier principe sur chacun de ces systèmes, on obtient : Q, ,=-W, ,=| P.,dV 


= Transformation brutale : P = Be = cSte d’où: 


ex 





| RT. 
= Transformation lente : Poor - V ; 





V", 


d'où: |Q,,,(TL)=nRT, Ge 





Étape 3 : À l’aide des identités thermodynamiques, en déduire la variation de l’entropie. 


La variation d’entropie se calcule de la même façon pour les trois transformations, soit à partir de l’ex- 
pression de l’entropie du gaz parfait, soit en la retrouvant à l’aide des identités thermodynamiques, en 
choisissant un chemin quelconque, par exemple réversible : 


_dU . PdV he de de Lg Vs 
IS = +7 — ASS = [’ C; T + [} nkR V =C, [7 nr 
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æ Détente de Joule-Gay-Lussac : AS (J GL) = nRin2 
Détente brutale : AS (TB) — nRin2 
Détente lente : AS (TL) — nRn2 


Étape 4 : En déduire l’entropie échangée S 


échangée® 
L’entropie échangée se calcule identiquement pour tous : S eungée. AB = Fes 
0 





” Détente de Joule-Gay-Lussac : S epangée A ->B (J GL) = 0 


= Détente brutale : S ;-pangée A8 (TB) = FoVo _ nR 


2T, 2 





Détente lente : S échangés À->E ( 


TL)=#RIn2 


Étape 5 : Ecrire le bilan entropique permettant d’obtenir l’entropie créée S 


r » © 
créee 





Le bilan entropique s’obtient identiquement pour ces trois systèmes : S 4,5 = AS 4 8 — S écnangée AB 
” Détente de Joule-Gay-Lussac : S és À-»B (JGL)=nRIn2 > 0 

% Détente brutale : Sréée.s 8 (TB)=nR In 2 — 5) 0 

Détente lente : RTS (TL) =0 


Ainsi d’après le second principe, lorsque S'_.. est strictement positive, la transformation est irréversible. 
C’est le cas d’une détente de Joule-Gay-Lussac et d’une détente brutale. L’irréversibilité est due à la dif- 
fusion de particules des zones de fortes concentrations vers les basses concentrations. Par contre lorsque 
la détente est infiniment lente, l’entropie créée est nulle, ce qui traduit, d’après le second principe, un phé- 
nomène réversible. À tout instant, les états intermédiaires du système sont à l’équilibre, car la perturbation 
créée est trop faible pour produire des inhomogénéités. Toutes les transformations ont le même état initial 
et le même état final. La variation de l’entropie (AS) est donc la même puisque c’est une fonction d’état. 
Par contre les entropies créées et échangées diffèrent dans les trois cas car elles dépendent du chemin suivi. 


© On peut classer les entropies créées en fonction de leur importance, ainsi : 
S .. (Joule-Gay-Lussac) > S... (Transformation Brutale) > S'.. (Transformation Lente) 


Cette classification n’est pas étonnante. II est facile de comprendre que dans une détente de Joule-Gay- 
Lussac, les particules ont un espace vide dans lequel elles peuvent se mouvoir et donc créer plus de 
désordre qu’une détente brutale où le piston mobile permet de limiter la zone de diffusion de ces particules. 
Au contraire lors d’une transformation lente, le volume déplacé par le piston est extrêmement petit, ne 
permettant pas d'augmenter le désordre dans le gaz. 


Bien comprendre 


Une détente de Joule-Gay-Lussac est toujours irréversible, le gaz ne peut pas revenir dans son état initial 
naturellement. Il faut bien avoir en tête que le travail est nul durant toute la transformation. En effet même 
si le volume final est supérieur au volume initial, le gaz ne subit aucune force provenant du milieu exté- 
rieur, en raison de la rigidité des parois. 
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PA Identités thermodynamiques et lois de Laplace > énoncé p. 404 


Soit un gaz à la pression P, contenu dans une enceinte fermée, et en contact avec un thermostat à la tempéra- 
ture T. Il subit une transformation réversible infinitésimale d’un état d'équilibre A vers un état d’équilibre A. 
Les deux principes de la thermodynamique s’écrivent : 


1° principe : dU =0W +Q 2° principe : ÔS... =0 


créée 


En appliquant un bilan entropique, on obtient donc : dS = àS, = 0) d’où 0Q = TdS 


échangée 18 


Le système reste en équilibre mécanique pendant la transformation réversible donc : ÔW =-PdV 


Soit dU = -PdV +Tas ou TdS = dU + PdV (1) la première identité thermodynamique 


En introduisant la définition de l’enthalpie H = U + PV dans l’expression ci-dessus, on obtient : 
dAH = dU + PdV + VdP = TdS — PdV + PdV + VdP 


d’où : |dH = VdP + TdS ou TdS = d'A - VdP (2) la deuxième identité thermodynamique 





Pour une transformation adiabatique (ôs nn 0) et réversible (ôS., ée = 0), l’entropie est constante : dS = 0. 
(1) appliqué au GP : gs = + EE = 0 = CP +R =0 

Soit : Pa  u > +) 0 (3) 
qui est la différentielle logarithmique de (voir p. 393) : 

(2) appliqué au GP : ds=P- PE =0 — CT -nRS=0 

Soit : PT nr =0 > +) =0 (4) 


qui est la différentielle logarithmique de : 
_ anne ee re 
Pour finir, y (3) — (4) donne y V + Die 0 qui est la différentielle logarithmique de 


Bien comprendre 


Un seul de ces calculs suffit pour obtenir une équation de Laplace, les deux autres formules peuvent être 
obtenues en remplaçant la variable à changer par la relation des gaz parfaits PV = nRT. 


El Transformation cyclique d'un gaz parfait > énoncé p. 404 


© La compression subite par le gaz parfait est isentropique, c’est-à-dire que l’entropie est constante durant 
toute l’évolution, c’est une transformation adiabatique réversible. Pour obtenir les paramètres P, et V, dans 
l’état d’équilibre B on utilise les équations de Laplace, soient T”P"? = cste pour déterminer la pression 
et TV?" = cste pour le volume. 





— Détermination de la pression dans l’état d'équilibre B : 


Le 
L-y 
: — 10° Pa 


T, 


B 





IPN =) P. — r| 
— Détermination du volume dans l’état d'équilibre B : 


T 
D V, = y, 
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Par la suite, on peut calculer la quantité de mol n dans l’état d’équilibre A qui reste constante durant toutes 
les évolutions du gaz parfait : 





© À présent le gaz subit une transformation isotherme à la température T,, jusqu’à atteindre un état d’équi- 


libre C. On peut donc écrire P,V, = P A7 d’où : P:= Ê QE 


C 





= 1,9.10° Pa 


On a le choix entre trois équations pour déterminer la variation de l’entropie AS d’un gaz parfait. On choisit 
S(T,V) car la variable T est constante. Pour rappel, d’après la première identité thermodynamique, de la 
première loi de Joule et de l’équation d’état des gaz parfaits, on obtient S(T, V) : 


IE F d7 dV 
= "QU +—dV =C, —=—+nR— 
dS TU T > dS =C, T n V 
soit en intégrant : S(T,V)= CAE rl Ve ccse 


Ie V 
ASzc (T,V) = Se m0, = C- nf }enrin( 


B 
V, 


T,=T,, d'où : AS» =nrin({e nine }-0.48 JK” 


© En conservant le volume constant, on abaisse la température jusqu’à atteindre l’état d'équilibre A. 
L'expression de la variation de l’entropie s’écrit : 


Le 
AS, (T,V) =), 0 C, me Jen 


Te 


Or V.=V,, d’où : 





Durant cette transformation isochore, le gaz n’échange pas de travail avec le milieu extérieur, d’où : 


AU,, =Q,, HE —T;) =—97,7 J 





© L’entropie créée lors de la transformation CA, se détermine en réalisant un bilan entropique. Pour cela on 
doit calculer l’entropie échangée entre le gaz parfait et le milieu extérieur durant cette évolution. Le gaz 
est mis en contact avec un thermostat à température 7. 








LT : 
D. com Ces = us : 2) = —68J.K 
| Een (97 se D) F, 
Le bilan entropique de cette transformation est : 
_1 
AS,, = Séte CA qi S échangée CA A S véée CA _ AS, = S changée CA = 0,20 J.K 


La transformation n’est pas réversible, car l’entropie créée est strictement supérieure à 0. Ce phénomène 
est dû à la diffusion de la température, allant du plus chaud T,. vers le plus froid T,. 


© Le diagramme entropique est représenté ci-contre. La transfor- 
mation totale est cyclique, car le gaz parfait revient dans son état 
d'équilibre initial À après être passé par deux états d’équilibres 
intermédiaires, B et C. L’aire et le sens de parcours du cycle sont 
identiques à ceux du diagramme de Clapeyron (PV). 
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E1 Transformations dans un cylindre > énoncé p. 405 


© Dans l’état final, les quatre systèmes atteignent le même état d’équilibre mécanique, la pression du gaz 
étant égale à la pression extérieure : 


et LRO 2 





À l’état final les deux premiers cylindres sont en équilibre thermique (parois diathermanes) avec l’extérieur : 


T =T, =T, =300 K 


La transformation est brutale dans le cylindre 1 qui n’est pas en équilibre thermique lors du passage de 
l’état initial à l’état final, contrairement au cylindre 2 pour lequel la transformation uniformément lente 
assure un équilibre thermique pendant toute la transformation, qui est donc réversible. La première trans- 
formation est donc monotherme et la seconde est isotherme. 

Les transformations subies par le cylindre 3 et 4 sont respectivement adiabatique irréversible et adiabatique 
réversible. Les lois de Laplace ne s’appliquent que dans ce dernier cas : 





UE TEE — 
À ce stade on ne peut pas calculer te 


Dans les fluides des cylindres 1 et 2, les températures initiales et finales sont égales d’où : 





Dans le cylindre 4, on peut calculer le volume avec la loi des gaz parfaits ou une loi de Laplace : 


_ 
Le, , =PV =. V,=V,a ? =2,9 L 


Dans le cylindre 3, seule la loi des gaz parfaits est pertinente : 





nk 
Soit : AU, ,, = AU, ,, =0J} AU, ,3 = 7-1 -T) 
Le travail s’écrit pour tous les systèmes : W,., =— À PA dV 


e , nkRT. 
Sur la transformation brutale 1, P,., = P, = cste. Sur la transformation réversible 2, P = 


gd RES __ 
D'où : W, = 


12 
—V,)=480 J et W,., = nRran( Ve | 333 J 
0 


D'où l’on déduit à l’aide du premier principe : 
Q,., = AU W —480 J\ et 0,,, = AU, ,,-W, , =-33J 


0-1 "V0-1 — 





Pour les transformations 3 et 4, il est plus commode de commencer par la chaleur : Q, ,, =Q, ,=0J 


D'où, à l’aide du premier principe : 


Wi4 = AU, 4 0,4 = 264J et Wos = (v, — V) = AU, ,; 
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La dernière équation permet maintenant de déterminer T, : —P,(V, —V, )= Fi (T, -T,) 
| DU TRE 

Soit : (7-08 Er J =nR(T, -T,) 

Puis SUR or SE To 
| ee T,F, 

Puis on peut en déduire : |V, = TP, V,=3,1L et AU, ,;3=W,,;3=340J 


© La variation d’entropie se calcule de la même façon pour les quatre transformations, soit à partir de l’ex- 
pression de l’entropie du gaz parfait, soit en la retrouvant à l’aide des identités thermodynamiques en 
choisissant un chemin quelconque, par exemple réversible : 


PRE _—_ nRdäV 
TER ds 


V 
D'où : AS, = UE } nRin| | 


Remarque : On obtient évidemment le même résultat en appliquant S (GP) = 


D'où : = AS,., =-nRino =-1,11 J.K 


nR T; V, 1 
03 y ax }: KE 0,31 J.K 


T nkR d1T V rdv 











_ Sfr + me 7 











Q.., 


échangée, (= en 
échangée 


L’entropie échangée se calcule identiquement pour tous : S, 
D'où : 


échangée,0—1 — 


échangée,0—3 s échangée 0—4 





L’entropie créée s’obtient 1dentiquement pour tous, en effectuant un bilan d’entropie : 
S = AS, ,—S 


créée,0—i échangée ,0—i 


D'où : S = AS,_., —S 0 J.K* 


échangée,0—2 


= 0,49 JK ” 





créée,0—1 = AS, En S ecpangée 0-»1 créée ,0—2 


S = 0,31 J.K” = AS, ,,—S =0 J.K” 





= AS,.,; —S 


créée ,0—3 


échangée,0—3 


créée ,0—4 échangée ,0—4 


On obtient bien une entropie créée nulle pour les deux transformations réversibles et strictement positive 
pour les autres. 
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© On récapitule dans le tableau ci-dessous, les expressions des grandeurs d’échange et les variations des 
fonctions d’état et les variations de la température. 


dr 5. D 


Cylindre 
0 1 
(monotherme 
non-réversible) 


Cylindre 
0 — 2 
(isotherme 
réversible) 
Cylindre 
0 — 3 
SES Y— 


(adiabatique 
non-réversible) 


Cylindre 
0 — 4 
(adiabatique 
réversible) 





Analyses des résultats de ces expressions : 

% Le travail est toujours positif, car le gaz est comprimé, W > 0. 

 S’1l peut échanger de la chaleur avec le milieu extérieur, alors le gaz en fournit nécessairement lors de 
la compression, Q < 0. 

” En conséquence, il fournit forcement de l’entropie à l'extérieur, S,,,,,, < 0. 

% Le signe de la variation d’entropie est plus délicat et dépend des conditions de la transformation : 

— Cas du cylindre 1 et 2, les systèmes évoluent vers un état moins désordonné car 1ls ont moins d’espace 
et conservent la même température, AS < 0. 

— Cas du cylindre 3, le système a moins d’espace, mais 1l s’est échauffé, 1l est donc plus désordonné en 
raison de l’agitation moléculaire, AS > 0. 

— Cas du cylindre 4, l’évolution adiabatique réversible est isentropique, AS = 0 et S . = 0. 


créée 


Bien comprendre 


s On obtient généralement l’état d'équilibre final avec quelques indications sur la transformation et à partir 
de l’état d'équilibre initial, mais pas toujours (cylindre 3). 

= Le calcul des variations des fonctions d’état (AU, AS) est toujours faisable puisqu'il ne dépend pas de la 
transformation. 

= En général, 1l est plus facile de calculer d’abord W, puis Q. Pour une transformation adiabatique cepen- 
dant Q = 0 permet d’obtenir rapidemment W. 

= Le calcul de © est indispensable pour obtenir S S_ s'obtient en dernier et sa valeur doit être 


échangée" — créée 


cohérente avec le second principe et permet de conclure sur la réversibilité. 


À méditer 


Parmi les contrastes que l’on peut observer entre les phénomènes physiques, il n’en est pas de plus grand 
que celui qui oppose les phénomènes irréversibles aux phénomènes réversibles. 
Max PLANCK (1858-1947) 





Machines thermiques 





Une grande partie de notre technologie repose sur le principe des transferts énergétiques. La 
nature nous permet souvent d'accéder directement à l'énergie mécanique (grâce au vent et aux 
chutes d'eau), bien que la plupart des énergies utilisées soient sous forme thermique, issues de 
la combustion des énergies fossiles (pétrole, gaz, charbon) ou de la fission nucléaire. De nom- 
breuses machines thermiques constituées d'un fluide circulant en circuit fermé se trouvent dans 
les chaînes énergétiques, depuis la production d'électricité dans les centrales jusqu'aux utilisa- 
tions industrielles ou domestiques (moteurs de véhicules ou d'appareils, systèmes de chauffage, 
de refroidissement...). Pour comprendre comment s'opèrent les transferts d'énergie entre une 
machine thermique et son milieu extérieur, on applique le premier et le second principes de la 
thermodynamique. Le cours de ce chapitre n'introduit pas de concepts nouveaux, mais constitue 
une application riche de ceux élaborés dans les chapitres 19 et 20 et des principes posés dans les 
chapitres 21 et 22. À ce titre, l'ensemble de ce cours peut être considéré comme une succession 
d'exercices d'application et travaillé comme tel. 


N. B. : Dans les diagrammes, les transformations isobare, isochore, isotherme et adiabatique réversible 
sont représentées respectivement par des courbes fléchées de couleur rouge, bleue, verte et marron. 










1 [Transformation cyclique d'un système fermé 


1. Description 


Définition 





Une machine thermique est un mécanisme plus ou moins complexe dans lequel un système thermo- 
dynamique, noté 2, généralement constitué d’un fluide, échange du travail W et de la chaleur Q avec 
le milieu extérieur. 






On se limitera 1c1 à des machines utilisant un fluide, la plupart du temps un gaz parfait. 


Propriétés 
= Une machine thermique fonctionne pendant une durée indéfinie, pour cela le système thermodyna- 
mique doit réaliser des cycles, c’est-à-dire qu’il revient périodiquement à son état initial. L’énergie 
interne U et l’entropie S d’un système étant des fonctions d’état, on a : 

AU... =0 et AS: =0 


cycle cycle 


= Les échanges thermiques se font avec une ou plusieurs zones distinctes du milieu extérieur, dont 
les températures sont en général différentes et variables. On modélisera 1c1 chacune de ces zones par 
un thermostat parfait (appelé aussi source), c’est-à-dire dont la température est fixe et ne varie pas 
au cours des échanges. 


= Les transformations successives du fluide dans la machine seront modélisées par des transforma- 
tons simples entre des états clairement identifiés. 





En étudiant les cycles réels, on constate que les échanges ne se font pas toujours avec des thermostats 
(mise en route d’un climatiseur par exemple), n1 que les transformations sont simples, comme on le voit 
dans le schéma de l’exercice n° 1 (voir p. 431). Néanmoins les modélisations utilisées permettent de 
dégager de nombreuses propriétés applicables aux machines réelles. 
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DIS ÉTelhtte)s 


= On construit un schéma de principe d’une machine thermique en représentant le système au centre 


d’échanges avec l’extérieur et en identifiant les différents thermostats. Les échanges sont représentés 
par des flèches entre, d’une part le système thermodynamique, et, d’autre part, l’extérieur (travail) et 
les thermostats (chaleurs). 


# Une grandeur d'échange W ou Q est toujours exprimée du point de vue du système, elle est positive 
s’1l la reçoit, négative s’il la fournit. 





Rs POINT MÉTHODE 
Effectuer un schéma de principe d’une machine thermique 


= On distingue deux façons de réaliser ces schémas de principe. 


Soit en indiquant les échanges par des flèches | =æ Soit en mettant en évidence le sens réel du 

systématiquement orientées vers Z et en y asso- | transfert par une flèche partant de Z pour un trans- 

ciant des grandeurs algébriques. fert négatif, et par une flèche allant vers Z pour un 
transfert positif. 


Thermostat O Era ermostat 
+ 1 
+ L TRES 
Milieu 
extérieur 
Thermostat T ES mostat 
Q2 
2 0, 


Signes des échanges éventuellement inconnus Signes des échanges connus 
W, Q,, Q, algébriques W<0,Q,>0,0Q,<0 





Important : dans ce qui suit, la première représentation sera privilégiée lorsqu'on ne préjuge pas des 
signes des grandeurs d’échange (étude d’un cas général par exemple), par contre lorsque les signes sont 
clairement identifiés, on choisira la deuxième représentation, car elle est plus visuelle. 


Définitions 
= Un moteur est une machine thermique qui fournit du travail à l’extérieur. Sur un diagramme de 
Clapeyron, un cycle moteur est parcouru dans le sens horaire : W < 0 


moteur 


a Un récepteur est une machine thermique qui reçoit du travail de la part de l’extérieur. Sur un 
diagramme de Clapeyron, un cycle récepteur est parcouru dans le sens trigonométrique : W. > 0 


récepteur 





= Parmi les récepteurs, on trouve le réfrigérateur, le climatiseur, la pompe à chaleur. 


= Les propriétés des machines seront toujours dégagées en appliquant le premier et le second principes 
de la thermodynamique sur le système Z (fluide effectuant des cycles). 


2. La machine monotherme 


Définition 


Une machine monotherme est un système en contact avec un seul thermostat noté (2, à la tempéra- 
ture T°, (une seule source de chaleur). 
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Le schéma de principe de ce système figure ci-contre. Il subit une transformation cyclique, au cours de 


laquelle 1l échange de l’énergie thermique Q avec une source de ser te. 

A 2 ; | ermosta ilieu 
chaleur et du travail W pouvant être mécanique ou électrique. On Pr) ie | 
applique les deux principes à ce système. 

Schéma de principe d'une machine 


= 1° principe thermodynamique : AU y =W+Q monotherme W et Q algébriques 
Or le système effectue un cycle : AU te = 0 > W=-Q (1) 
= 2° principe thermodynamique : Se 20 

Or:  —le système effectue un cycle: AS, = Sopneée + Deréée = 0 > Sécangée = 7 Ieréée < 


— le système Z n’échange du transfert thermique qu’avec un seul thermostat d’où : 


Se rngte — . < 0 (2) 


De (1) et (2) on déduit que, pour une machine monotherme : Q <0 et W Z 0. Aïnsi une machine mono- 
therme ne peut que recevoir du travail et céder de la chaleur, c’est nécessairement un récepteur. C’est 
le cas par exemple des radiateurs électriques. On ne peut donc pas concevoir une machine cyclique qui 
délivrerait du travail (moteur) à partir d’une unique source de chaleur. 


Énoncé 


Principe de Carnot : Pour qu’un système cyclique fournisse du travail, 1l doit obligatoirement échan- 


ger du transfert thermique avec, au minimum, deux sources de chaleur possédant des températures 
différentes, le moteur monotherme n’existe donc pas. 





On voit que le second principe permet d'imposer des conditions sur les transferts thermiques. Le premier 
principe seul ne suffit pas à démontrer l’impossibilité du moteur monotherme. 


3. La machine ditherme 






Définition 
Une machine ditherme est un système qui est en contact avec un thermostat {2 dit chaud, à la tem- 
pérature 1”. et un thermostat ©, dit froid, à la température T,,, avec T_.>T. 


La machine thermique ditherme est la plus rencontrée en pratique, Giono 0. 
bien qu’il en existe d’autres comprenant plus de deux sources de DT. ei W 

; : : : ; Milieu 
chaleur. Son schéma de principe figure ci-contre. | Œm— Er 


Thermostat 
Le système subit une transformation cyclique au cours de laquelle 0, 
il échange le travail W avec l’extérieur, l’énergie thermique Q 





À | C Schéma de principe d'une machine 
avec la source chaude {2° et l’énergie thermique Q, avec la source ditherme W, Q. et Q, algébriques 
froide (2. 

1% principe thermodynamique : AU se =W+Q +0; 
Or le système effectue un cycle : AU, = 0 > W=-(Q;.+Q,) 
æ 2° principe thermodynamique : 0 
Or:  —le système effectue un cycle: AS, = Siponeée + Deréée — Ù > S pangée = Soréée < Ù 
— le système Z échange du transfert thermique avec deux thermostat d’où : 
S nangés = Le d: Gr = 0 
T' C T F 
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S1 les transformations sont réversibles :  S  =0 d’où $S. 


échangée 


(réversible) = ce + ce ={() 


C F 


créée 


On peut généraliser le raisonnement à un nombre quelconque de thermostats. 


Énoncé 
Inégalité de Clausius : une machine thermique qui échange de la chaleur avec n thermostats vérifie 


n 
nécessairement l’inégalité suivante où T. est la température du 1-ème thermostat : DE < 0 
i=1 l 


Soit pour une machine ditherme échangeant avec une source chaude et une source froide : Qc + ce < 0 
L'égalité est vérifiée s1 le cycle effectué par le fluide est réversible. . M 





Le diagramme de Raveau 


Il est possible d’identifier les différents fonction- 
nements des machines dithermes en traçant un 
diagramme de Raveau qui consiste à porter sur 
l’axe des abscisses Q,, le transfert thermique reçu par 
le système de la part de la source froide, et sur l’axe 
des ordonnées ©,. celui reçu de la part de la source 
chaude. On utilise à nouveau les deux principes pour 
identifier diverses zones dans ce diagramme. 


= 2° principe : d’après l’inégalité de Clausius, tous 
les points de fonctionnement d’une machine doivent 





vérifier : récepteurs 
Qc + dr < 0 O sn C0, 
Te 1% 2) à Le 
Seuls les points de coordonnées (Q,, Q..) se situant au-dessous de \ “| 
la droite d’équation (en pointillés rouges) : Q-. — -0, Sont pos- Qc=- F Or 


sibles, tous ceux situés au-dessus sont impossibles, car contraires 
au second principe (zone rose). 


æ 1° principe : d’après la relation W=-(Q,+Q.) qui en découle, on détermine le signe du transfert 
thermique total selon la nature de la machine : 

moteur : W<0—=0,+0,>0 

récepteur : W>0—=0,+0, <0 


La limite entre ces deux situations est la droite d’équation Q,. + Q, = 0, soit Q,. = —-Q, en pointillés bleus 
sur le diagramme (moins inclinée que la précédente compte tenu de leurs coefficients directeurs respectifs). 
Le moteur est au-dessus de la droite, le récepteur en dessous. Ces conditions font apparaître quatre zones 
distinctes (notées 68680) caractérisant le fonctionnement des machines dithermes. Le tableau suivant 
montre que seules les zones @ et @ du diagramme de Raveau correspondent à des machines dithermes utiles. 


Définitions 


La rentabilité d’une machine ditherme sur un cycle s’exprime par son rendement, noté 7, ou son 


efficacité énergétique, notée e, qui traduit le bénéfice pour l’utilisateur de la machine, et qui est égal 
au rapport de l’énergie utile récupérée par l’utiisateur sur l’énergie que cela a coûté à cet utilisateur 
(grandeurs comptées positivement). Ils sont positifs et sans dimension. 
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= Le terme rendement s’utilise plutôt pour les moteurs, r < Ï. 


= Le terme efficacité s’utilise re pour les ET e > 1 (voir remarque I p. 424). 


Zone 
SEE W<0;:Q0.>0;0,<0 | W>0;Q.<0;,0,>0 | W>0;:Q0.>0;,0,<0 | W>0;:Q.<0;Q0,<0 
des échanges 


Schéma 
de principe 


L'énergie thermique Le travail reçu fait Le travail reçu fait Le travail reçu produit 
circule de la source circuler l’énergie circuler la chaleur de la chaleur à la fois 
chaude vers la source | thermique en sens inverse | de la source chaude vers vers la source froide 
froide (mouvement du sens spontané, la source froide, ce qui et la source chaude, 
naturel) en produisant de la source froide se passe spontanément, ce qui n’a pas de sens. 
de l’énergie mécanique. vers la source chaude. | c’est du travail gaspillé ! 


; Moteur à essence, Réfrigérateur, climatiseur, | Ce système n’a aucun Ce système n’a aucun 
Machine : re … 
moteur Diesel pompe à chaleur intérêt. intérêt. 


Rs POINT MÉTHODE x 
Calculer un rendement ou une efficacité 


Conséquence 





= Pour calculer un rendement 7 ou une efficacité e, on procédera dans cet ordre : 
= Écrire r ou e en fonction du travail et de la chaleur pertinente, vérifier les signes, et utiliser 
des grandeurs positives : par exemple si l’utilisateur s’intéresse à la chaleur chaude et qu’elle est 
perdue par le système, l'énergie utile pour l'utilisateur est -Q. 
Ecrire l’expression de r ou de e en fonction uniquement des chaleurs à l’aide du premier principe : 


W=-(Q,; +0,) (3) 
= Déterminer les chaleurs en fonction des grandeurs d’état pertinentes, en s’appuyant sur les 
transformations réellement effectuées par le fluide dans la situation étudiée. 


= Écrire l'expression de r ou de e maximale, en fonction uniquement des températures des 
sources, en utilisant le second principe à travers l’inégalité de Clausius : Qc de ce <Q (4) 

C F 
» L'utilisation de l’inégalité de Clausius doit se faire avec vigilance en raison de la présence d’une iné- 
galité et de grandeurs algébriques, que l’on multiplie membre à membre, pour obtenir les rapports de 


chaleurs nécessaires. Le lecteur est invité à vérifier les résultats suivants : 


T; | 
æ Si O0. > 0 on pourra écrire Cr <—-—- (utile pour un moteur). 
C 


æ Si Q, > 0 on pourra écrire Le <——- (utile pour un récepteur frigorifique). 


F 


T.. 
Te 
T. 
T, 
T.. 


æ Si Q.< 0 on pourra écrire Cr >——— (utile pour un récepteur pompe à chaleur). 


Ce 
.._._._._..—.—.—.—.——22222222222p2pppn 
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HÎLes moteurs dithermes 


On se place dans la zone @ du diagramme de Raveau. Un transfert Thermosail Q 
thermique s’effectue naturellement de la source chaude (Q,. > 0) SA 


12 Thermostat 
CTV| ST 
; : . PTE 
vers une source froide < 0) au travers d’un fluide s’écoulant 
F 


dans les tuyaux du moteur, fluide qui entraîne une pièce mécanique 


- W 
(W < 0). Par exemple dans un moteur à essence de voiture, la com- {l 
bustion de l’essence (énergie qui coûte à l’utilisateur) crée la source 
chaude, la source froide est l’air ambiant, la chaleur qui y est rejetée or 


est sans intérêt pour l’utilisateur, le gaz dans un cylindre produit du Schéma de principe 
travail (énergie utile pour l’utilisateur) qui fait avancer le véhicule. d'un moteur ditherme 


1. Rendement du moteur ditherme 


Définition 


Le rendement d’un moteur ditherme est : 
_ énergie mécanique récupérée par l'utilisateur _—-W 
énergie thermique payée par l'utilisateur 





| —— 
En utilisant (3) l’expression du rendement devient alors :  r = Re = ]+ SE 
C C 
…. Q; Tz 
En utilisant (4) on majore le rendement : r=l+—=<I1-— 
Qc Te 


Ce rendement est donc limité par les phénomènes d’irréversibilités ((4) découle du deuxième principe). 
Pour T.. et T, fixées, le rendement est d’autant plus faible que les irréversibilités sont importantes. 


Propriété 


Le rendement maximal du moteur ditherme correspond à un cycle réversible et vaut : 
if 


— _ = F 
num E Perte = 1 1 à 
C 





= Le rendement maximum est indépendant du système thermodynamique, 1l ne dépend que de la tempé- 
rature des deux sources (voir remarque importante p. 424). 


= [l est important de comprendre que le rendement d’un moteur est d’autant plus grand que l’écart entre 
les températures des sources est important. Cela est mis à profit dans le moteur diesel par rapport au 
moteur à essence. Une conséquence est qu’on ne peut pas construire une machine réellement rentable 
avec un écart de température trop faible (par exemple température extérieure et température du sol)". 


2. Le moteur de Carnot 


Au début du xix° siècle, le physicien Sadi Carnot conceptualisa une machine théorique constituée d’un 
gaz parfait effectuant un cycle réversible, c’est-à-dire qu’en inversant son fonctionnement, tous les flux de 
chaleurs doivent être exactement opposés. A partir de ces conditions Carnot raisonna de la façon suivante : 


æ La machine thermique fonctionne par contraction et dilatation d’un corps soumis alternativement à 
deux sources de chaleur de températures différentes T°. et T, avec T>T,. 


æ Pour qu'ils soient réversibles, tous les échanges de chaleur (Q,. et Q,) doivent être effectués par une 
succession d'états d'équilibre infiniment voisins, donc ces transformations sont des 1sothermes. 


1. Cette notion pourtant essentielle est presque toujours absente des raisonnements dits « écologiques ». 
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Pour qu’elles soient réversibles, les phases où le corps change de température doivent se faire sans 
échange de chaleur : ces transformations sont des adiabatiques réversibles (donc isentropiques). 


Toutes les transformations doivent être infiniment lentes pour qu’elles soient réversibles. 


Aiïnsi un cycle moteur de Carnot peut être décrit dans un diagramme (P,V) ou (T,S) ci-dessous. Le cycle 
moteur (1 > J = K > L) doit être parcouru dans le sens horaire. 


Diagramme (?P, V) du moteur de Carnot Diagramme (7, S) du moteur de Carnot 





Le rendement de ce cycle est celui d’un moteur ditherme : 


W_Q+O, Q} 
+ 
p Carnot Q. Q. cp Q. 


On doit calculer les chaleurs échangées en s’appuyant sur la nature des transformations subies par le fluide. 


= 1° méthode : très astucieuse et rapide, consistant à utiliser les grandeurs thermodynamiques réfé- 
rencées sur le diagramme (7,9). Les transformations sont réversibles, en particulier les isothermes, donc 
l’entropie créée sur chacune est nulle. On peut donc écrire pour chaque isotherme, que la variation d’en- 
tropie est égale à l’entropie échangée : AS(isotherme) = S 


échangée 


Donc : AS, y =S;—S,= ac s Gi et ASx , =S, —Sx = Sr : Sas 
F 

Or on voit sur le diagramme : S 0, 8; —S, et ur =Q ; O5 =0Q; 

Ainsi on en déduit que : Q=T.(S -S,) et Q.=-T,(S, -S;) 


En remplaçant ces expressions dans l’équation du rendement du moteur de Carnot on obtient : 
TS, —S,) T. 


| 


és = L+ T. (s, _S,) T. 


æ 2° méthode : plus classique et plus longue, consistant à calculer les énergies d'échange pour chaque 
transformation à l’aide des variables d’état. 
— Détermination de Q. et ©, sur les transformations isothermes IJ et KL (voir calcul p. 364 et p. 376) : 


O,;=Q,.,. =nkRT, In 4 et Q-=Q,, =nRT.In Ve 
| v, V. 


En remplaçant ces expressions dans l’équation du rendement du moteur de Carnot on obtient : 
V 
T,ln| — 
/ (3 | 


Te MY 
partagelivrespge. Vs Hot.conpartie 3 - Thermodynamique ET 


r =1]1+ 
C 





Machines thermiques 





— Détermination des rapports de volumes sur les transformations adiabatiques réversibles JK et LI: 
TV ETMET TM TV OV, LV V Z 
Loi de Laplace TV” = cste : de DE > HE — EE — IL = K — nf — inf 
LV = LV. AA V, V " 


Ce qui permet d'exprimer le rendement du moteur de Carnot en fonction uniquement des températures : 


L 
in — Il un Rs 


C 


Ce résultat est identique à celui obtenu précédemment par le biais de l’inégalité de Clausius. Cela 
démontre bien qu’un moteur de Carnot qui comprend deux 1isothermes et deux adiabatiques réversibles 
orientées dans le sens horaire constitue le modèle idéal de rendement maximal. 


Énoncé 


Théorème de Carnot : le rendement d’un moteur ditherme cyclique réel à deux sources de tempé- 
ratures données 7”. et T, est toujours inférieur au rendement du moteur de Carnot, modèle réversible 
constitué de deux 1sothermes aux températures des sources et de deux adiabatiques réversibles : 


T 
r 


F r —= 
réel —  carnot 





= Bien qu’idéal, le rendement de Carnot est toujours strictement inférieur à 1. En effet, le système doit 
perdre une chaleur Q, non nulle pour fonctionner (impossibilité du moteur monotherme). C’est une 
limite physique et non technique. 


3. Exemple de moteur réel 


On représente quelques cycles théoriques de moteurs réels. 


= On suppose que les transformations adiabatiques sont réversibles et que le fluide contenu dans ces 
machines est un gaz parfait avec y= C,/C, le coefficient adiabatique. 


æ Les applications numériques sont faites pour un gaz diatomique (air) où y= 1,4. On exprime souvent 
les rendements à partir de taux de compression, rapports de volumes ou de pressions en des points per- 
timents du cycle. 


On suppose que le fluide ne subit aucune évolution chimique et que la chaleur Q,. qui lui est fournie 
provient d’une source de chaleur chaude fictive qui se trouve être en réalité une réaction exothermique 
(qui dégage de la chaleur) de combustion dioxygène/carburant. 


Remarques : Le cycle de Beau de Rochas du moteur à essence qui équipe les voitures à essence est 
décrit en détail dans l’exercice n° 1 p. 431. Celui du moteur diesel qui équipe les véhicules lourds et des 
voitures présente un intérêt considérable en terme de rendement (une fois chaud). En effet, contrairement 
au mélange d’essence, le carburant peut être comprimé et chauffé davantage sans exploser. À puissance 
équivalente, un moteur diesel est donc plus rentable qu’un moteur essence. Par ailleurs, le carburant est 
moins raffiné, donc demande une production moins polluante et moins gourmande en énergie. Son défaut 
principal que constitue l’émission de particules fines peut être, au moins en partie, contourné grâce à 
des filtres très performants. Inversement, 1l rejette moins de polluants gazeux que le moteur à essence. 
Le moteur diesel est décrié par les uns, porté aux nues par les autres et bien rares ceux qui prennent en 
compte objectivement tous les aspects de la question. La thermodynamique est un premier pas dans la 
compréhension de ces systèmes et une connaissance incontournable pour des choix énergétiques raison- 
nés, pertinents, basés sur une analyse complète de la chaîne énergique et scientifiquement argumentés. 


N. B. : Retrouver les expressions et les valeurs du rendement données dans la dernière colonne constitue 
un excellent exercice d'entrainement que le lecteur est invité à effectuer. 


ie An Re 
V La C O Ï | | 
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Cycle Diesel (moteur à combustion interne) : 


Pour V, /V, =20 et V,/V-. =10 ; 
r=65% 


Pour V, /V, =10 ; r =60% 





Pour V, /V, =10 
T,.= 1000 K et T, = 300 K, r = 40% 





Le cycle ci-dessus est généralement présenté, à tort, comme un moteur de Stirling, alors qu’il est un 
moteur à air chaud. Dans le brevet déposé par Stirling en 1816, la chaleur Q,, est récupérée quasi inté- 
gralement pour fournir la chaleur ©. dans un dispositif appelé régénérateur, portant ainsi le rendement 
du moteur à une valeur proche de celui de Carnot, comme étudié dans le sujet (trop long pour figurer 
dans ces pages) proposée aux CCP en MP en 2011. 
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Cycle de Brayton-Joule (moteur à réaction) : 


Pour P,/P,=5; r=31% 





= Le rendement de Carnot est identique pour tous les cycles réels (mais modélisés) ci-dessus, car les 
sources sont choisies à la même température (T°. = 1000 K la température de la chambre de combustion 
et T, = 300 K la température ambiante). Or le rendement de Carnot ne dépend que des températures des 
sources, soit ICI : Fr = 1-300/1000 = 70 %. Les valeurs ci-dessus sont, comme attendu, bien infé- 


carnot 


rieures au rendement de Carnot. 


= Des contraintes techniques font que les cycles réels non modélisés sont plus complexes et que l’aire 
du cycle moteur est plus faible. 


= Enfin, les valeurs des grandeurs thermodynamiques données dans les exemples ci-dessus sont réa- 
listes. Toutefois les rendements réels sont moins importants, 1l faut en effet prendre en compte les pertes 
énergétiques dues aux frottements mécaniques et aux déperditions de chaleur. Les cycles ci-dessus sont 
approximés à l’aide de transformations simples idéales entre des états précis. Par exemple pour un cycle 
de Beau de Rochas, le rendement réel avec les mêmes valeurs est plutôt d’environ 40 %. 





( Les récepteurs dithermes 


On se place dans la zone @ du diagramme de Raveau p. 416 pour étudier les machines frigorifiques et 
les pompes à chaleur. Le principe physique de fonctionnement de ces deux machines thermiques est 
identique, elles reçoivent du travail (W > 0) pour effectuer un transfert thermique non naturel de la source 
froide (Q,. > 0) vers la source chaude (Q.< 0), mais le but recherché n’est pas le même. 


Dans le cas d’une machine frigorifique notée 
Frig par la suite (un climatiseur, un réfrigérateur), 
l’utilisateur est intéressé par la source froide (et 


> p . D. Ÿ [Thermostat É | Thermostat : 
donc la chaleur prélevée dans ce milieu) : intérieur | QàTe | Ï Qc Qr ! j 


BPLLLO 
e LES 
6 eee 
Es,  SÉ. 
e LS 


du réfrigérateur, pièce climatisée. La chaleur rejetée LE “ CD … 
, PR de een” DR * 

dans la source chaude qu’est le milieu ambiant est Don dnicreeanie nd 

sans intérêt. .. er 4} d’une machine 

à | à chaleur frigorifique 

Dans le cas d’une pompe à chaleur (PAC) l’uti- 

. s > , téri 

lisateur est intéressé par la source chaude (et donc —— 

la chaleur donnée à ce milieu) : la pièce ou l’eau à Schéma de principe 

chauffer. La chaleur prélevée dans le milieu ambiant d'un récepteur ditherme 


(source froide) est sans intérêt. 


Dans tous les cas, l’utilisateur paye le travail fourni 
à la machine. 
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1. Efficacité du récepteur ditherme 


Définitions 
= L'efficacité d’une machine frigorifique ditherme est : 
_ énergie thermique intéressante récupérée par l'utilisateur  Q, 
Se énergie mécanique payée par lutilisateur W 


« L'efficacité d’une pompe à chaleur ditherme est : 
_ énergie thermique intéressante récupérée par l’utilisateur —Q. 
_W 


€ sr , e , e n eye 
6 énergie mécanique payée par l’utilisateur 





Ces efficacités sont limitées par les phénomènes d’irréversibilités. 


En utilisant (3) les expressions des efficacités deviennent alors : 











Ep; US et | 

no (0 +0) 1 Qc 0 +0) 1 dr 

Or Qc 

En utilisant (4) on majore les efficacités (voir point méthode p. 417) : 
e . . Q T > x ] l T; 
Récepteur frigorifique : LC <-C d’où : pis = ———<% : 
Q; T} Lo + Qc lc _; TT, 
Q, T; 
| Q L . ] 1 Le 
Pompe à chaleur : HE>-r d’où : En = —— < = —°<— 
P Q. : PAC 4 Dr Tr T.-T, 
Qc Te 


Pour T'.et T, fixées, l’efficacité est d’autant plus petite que les irréversibilités sont importantes. 


Propriétés 


= L'efficacité maximale du récepteur frigorifique ditherme correspond à un cycle réversible et vaut : 
T 


Le SU 
Ernax Frig — CFrig. réversible — LT 
C F 


= L'efficacité maximale de la pompe à chaleur ditherme correspond à un cycle réversible et vaut : 
1 


C 


€ a 


(24 > ; 
PACréversible 
Re 


max PAC = 





a L'efficacité maximale est indépendante du cycle effectué par le système, elle ne dépend que de Îla 
température des deux sources. 

= On rappelle que l’efficacité est supérieure à 1. Mais on définit parfois le rendement d’une machine 
réceptrice comme le rapport de son efficacité sur l’efficacité qu’elle aurait si elle était réversible, cette 
grandeur est alors inférieure à 1 (voir remarque importante p. 424). 

= On voit que l’efficacité d’une pompe à chaleur est meilleure s1 l’écart entre les températures est faible 
(dehors/dedans). Une PAC est peu efficace pour chauffer une piscine en plein hiver par exemple. 

= On pourra aussi vérifier que pour un réfrigérateur, la chaleur prélevée au milieu froid est inférieure à 
celle rejetée dans le milieu chaud, de sorte que laisser son réfrigérateur ouvert en été pour rafraîchir la 
pièce ne conduit... qu’à la réchauffer ! 
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2. Le récepteur de Carnot 


On construit un cycle récepteur (1 > J = K > L) de Carnot selon la même logique que le moteur. Il est 
décrit dans un diagramme (P,V) ou (T,S), et doit être parcouru dans le sens trigonométrique. 


Diagramme (P, V) Diagramme (T7, S) 





Les calculs des efficacités de Carnot se mènent comme ceux du rendement du moteur de Carnot, à l’aide 
du diagramme (7,S) ou du diagramme (P,V). Le lecteur est invité à vérifier, à titre d’exercice, que ces 
grandeurs sont bien les efficacités maximales obtenues pour les cycles réversibles. 


Énoncé 


Théorème de Carnot : l'efficacité d’un récepteur ditherme cyclique réel à deux sources de tempéra- 

ture données T°. et T, est toujours inférieure à l’efficacité du récepteur de Carnot, modèle réversible 
constitué de deux 1sothermes aux températures des sources et de deux adiabatiques : 

T T' 

réel < Fri = —— et e <e ns  — 

Frig. réel — ”Frig. Carnot = PAC .réel — ” PAC.Carnot . 

ET Ne 


Récapitulatif Machine frigorifique Pompe à chaleur 


€ 


Signe des échanges | | | | | 
He He W<0;:90,>0;0,<0 0;,Q0,>0 W>0;,Q0.<0;0,>0 
1 ne 1 


Or g W ÉPAC y 
O. v 1+ Le 


Q: Ge Qe 
Rendement et Efficacité a Tr dr __ Te 
TCarnot US € pri Carnot EpAC Carnot 
de Carnot (max) T; . RS A F1 


Remarque importante : Les distinctions rendement (moteur) et efficacité (récepteurs) ci-dessus sont celles 
employées le plus fréquemment dans les cours de CPGE (et dans le programme). Les thermodynamiciens 
définissent le rendement d’une machine frigorifique par la grandeur suivante, nécessairement inférieure à 1. 


Rendement et Efficacité Fr=—=1+ 





récepteur 


= ———— <] 


récepteur carnot 


P. récepteur 


Cette définition est souvent étendue aux moteurs (p = r/r.,.., comme dans le sujet de l'ICNA 2015), ce 
qui peut introduire une certaine confusion dans les expressions et les définitions. On gardera en tête que 


ces deux définitions sont employées (r et p) et on s’adaptera en fonction des énoncés. 
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1. Description du système 


Les machines thermiques, telles que les 
pompes à chaleur et les réfrigérateurs, 
sont pour la plupart traversées par des 
fluides en circuit fermé, subissant des 
échanges énergétiques avec par exemple —_— P,T 
un compresseur. Plus généralement, on D lon ne Aval 
trouve des systèmes à écoulement dans 

de nombreux domaines (mécanique des 
fluides, propulsion, aéronautique..….). Il est donc intéressant de proposer une nouvelle formulation du pre- 
mier principe adaptée à ces fluides en écoulement. On considère une canalisation ouverte rigide, dans 
laquelle circule un fluide. On s’intéresse à la façon dont l’état du fluide est modifié entre une position À 
(dite en amont) et une position B (dite en aval). Sur le chemin du fluide, entre ces deux positions, peut se 
trouver un dispositif D (compresseur, détendeur, échangeur...) susceptible d'échanger du travail et de la 
chaleur avec le fluide. Ailleurs, les parois sont calorifugées (non représentées). On définit l’état local du 
fluide, c’est-à-dire sa pression, sa température, sa vitesse d'ensemble en A par (P,,T, w,)etenB par (P 
T,, V4). Ces grandeurs permettront d’exprimer les fonctions d’état du fluide, en particulier les différentes 
formes d’énergie. On limite l’étude au cas d’un écoulement unidimensionnel (suivant une direction notée 
x) dans un champ de pesanteur uniforme dirigé suivant une direction (Oz). De plus on ne considère que des 
écoulements stationnaires, ce qui exclut par exemple les phases transitoires de démarrage ou d’arrêt de la 
machine thermique. 











Dispositif D 






œ 


Définition 


Un écoulement est dit stationnaire (ou permanent) par rapport à un référentiel si les grandeurs 


physiques relatives à toute région fixe de l’espace ne dépendent pas du temps f. Autrement dit, une 
grandeur physique quelconque définie en un point M{x, y, z) de la canalisation est telle que : 


VM, Vt XM. = XM) 





On étudie l’évolution du fluide entre les 1ins- 
tants { et t, = 1, + At. Pendant la durée Ar,” 
le fluide s’écoule, de sorte qu’un volume 
mésoscopique situé en À, (respectivement 
en B,) à l'instant f, se déplace en À. (respec- — 
tivement en B), tels que : At At 










Dispositif D 


—> RP 


Sens de l’écoulement I BB 









— 


A A, =, Mt et B,B, =vu,A1 + 


Le premier principe, sous la forme développée dans les chapitres précédents, s’applique à des systèmes 
fermés, c’est-à-dire qu’on peut conceptuellement délimiter dans l’espace et dont la matière reste la 
même au cours du temps. Un système en écoulement est a priori un système ouvert, mais on l’étudie en 
définissant un système fermé }, se trouvant à un instant donné t, dans une zone délimitée de l’espace (ici 
entre À, et B,), puis on suit ce système fermé dans le temps. A l'instant f,, Z est maintenant dans la zone 


2. Il conviendrait en toute rigueur d’étudier cette évolution sur un intervalle de temps infinitésimal df entre un instant f 
et un instant { + di, le déplacement À A, est alors a df et la masse qui passe traverse la section pendant ce temps est 
Ôm, de sorte qu’on puisse considérer que les grandeurs physiques peuvent être définies homogènes au premier ordre sur 
cet élément de volume occupé par ôm. De même, cela conduirait à des relations entre énergie et puissance ainsi qu’une 
expression du débit plus rigoureuses. 


partagelivrespge.blogsotconPpartie 3 - Thermodynamique 425. 


Machines thermiques 





entre À et B,. En observant le schéma ci-dessous, on se rend compte que, non seulement on ramène le 
système ouvert à un système fermé, mais que, de surcroit, on peut grandement simplifier le problème en 
remarquant que tout se passe comme si un système fermé 2’, situé à £, entre À, et À, se déplaçait pour se 
trouver entre B, et B, à f, et, de ce fait, évolue de l’état 0, défini par les grandeurs indicées À, à l’état 1, 
défini par les grandeurs indicées B. En effet, en écrivant que la masse du système fermé Z se conserve : 


m()=MmG) > Mg, Mas, 7 Ma Mag, Ma, M 7 Mana, Mg, 


Qui montre bien que le système Z’ qui a été défini sur le schéma est bien un système fermé de masse : 


Ms'en A Co) = Men 8 1) M 


Système fermé Z dans l’état 0 à =£, 


AL « # 
Système fermé Zàf=t 
è ss Système fermé 
Système fermé 


L'àt=t, 


Tout se passe comme 

Système fermé Zà=t, si le système était Z' fermé 
qui passait de l’état 0 
La partie centrale à l’état 1 en recevant 


du système reste inchangée travail et chaleur de D. 
entret =tett=t}. 


Système fermé Z dans l’état 1àf=t, 





L'avantage évident est qu’il n’est alors pas nécessaire de connaître en détail la façon (qui peut être très 
complexe) dont le fluide évolue dans le dispositif, pour établir le bilan énergétique du système. Seuls 
seront à prendre en compte les échanges qu’il aura effectués avec le dispositif du fait de sa traversée. 
Attention, les volumes V, = A A = Ù AS At et V, = Va, = 0,411 (avec S' et S, les surfaces des sections 


\ 


de la canalisation en A et en B) respectivement occupés par 2’ à f, et f,, n’ont aucune raison d’être égaux. 


2. Le premier principe thermodynamique industriel 


Dans ce qui suit on considère maintenant le système Z’ évoluant entre l’état initial O décrit par les gran- 
deurs indicées A et l’état final 1 décrit par les grandeurs indicées B. On effectue un bilan énergétique 
sur le système. 


æ La variation d'énergie interne (microscopique) du système pendant l’intervalle de temps Af est : 
AU=U -U, = Ur Una =Uz-U, 


æ L'énergie mécanique macroscopique du système n’est n1 nulle n1 constante. Le fluide en mouvement 
possède en effet une énergie cinétique macroscopique et une énergie potentielle de pesanteur qui varient 
entre À et B, la première parce que la vitesse du fluide varie, la seconde parce que l’altitude du fluide varie. 


AE, = Ep En EaA s SV = Tv — 'o En E,., 
AE, s LE ,p,8, s E A — M£Zz 5 M£EZA s Ep = £a 


AE, — Ep, B = Lai . Ep = Li = AE, 1 AE, 


Le fluide circulant reçoit une puissance mécanique 2 et une puissance thermique 7 de la part du 
dispositif D, donc le travail utile W, (qui n’inclut pas le travail des forces de pression) et la chaleur Q, 
reçus par le fluide de la part du dispositif D, pendant l’intervalle de temps Af considéré sont : 


W,=ŸV,At et  Q,=TA 
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æ Le fluide est aussi présent en dehors du système et interagit sur ce dernier à travers des forces de 
pression. Le fluide en amont exerce une pression P, sur le système placé à sa droite en A sur le schéma, 
tandis que le fluide en aval exerce une pression P, sur le système placé à sa gauche en B sur le schéma. 
Le travail des forces de pression a déjà été établi au chapitre 20. Ic1 on peut considérer que, sous l’action 
de ces forces de pression, le système évolue d’une part en A à pression constante P, du volume V, à un 
volume nul et d'autre part en B d’un volume nul à un volume V, à la pression constante P,. Le travail 
total des forces de pression sur le fluide est donc : 


W, =Ws + Ws =[-P2,(0-V,)]+[-2,(0,-0]=2,V, - EP, 


= La canalisation indéformable et calorifugée n’échange pas d’énergie avec le fluide. 


On applique maintenant le premier principe au système Z’ sous sa forme générale, c’est-à-dire en tenant 
compte de la variation de l’énergie microscopique (énergie interne) et de l’énergie macroscopique (éner- 
gie mécanique d'ensemble), ce qui dans l’intervalle de temps A s’écrit : 


AU+AE,=W+0Q soit : AU+AE +AE,=W, +W, +0, 
D'où, en utilisant les expressions précédentes : 
CS a CE es UT nr || di ue. 
que l’on écrit en utilisant la masse du système et les grandeurs massiques (en minuscule) : 


Il 
mu; =u,)=MmKPY, = PV) + Sms NS) + Mg(zy —Z,)= MW, +4) 


Avec u l'énergie interne massique, v le volume massique, w, et q, les transferts mécanique et thermique 
massiques reçus de la part du dispositif D. En introduisant l’enthalpie (4 = U + PV) et plus précisément 
l’enthalpie massique h = u + Pv: 
1 2 2 
m(h,-h,)+ 2 MU — A) + Me(zz —Z1)= MW, +q)) 
où l’on obtient une forme dite industrielle du premier principe (en raison de son intérêt pour les machines 
à écoulement de fluide) que l’on énonce sous sa forme massique. 


Énoncé 


Premier principe industriel : La variation d’enthalpie massique d’un fluide en écoulement sta- 
tionnaire entre un point À d'altitude z, et un point B d’altitude z,, dans une canalisation calorifugée 
rigide, et traversant un dispositif lui fournissant un transfert mécanique massique w, (travail utile) et 
un transfert thermique massique q,,, de sorte que sa vitesse et sa pression soient respectivement w, et 


P en A, et v, et P, en B, vérifie : 


n° n° 
CE = hi+ +824 =W, +4 





= Dans le cas d’un écoulement du fluide lent (w., # 0 et w., & 0) ou sans variation de vitesse (w., # w.,) et 
si l’on suppose la canalisation horizontale (z, # z,), l'expression du premier principe pour un écoulement 
stationnaire s’écrit : Ah =w, +q,,. 

= Lors de la détente de Joule-Thomson-Kelvin, étudiée p. 380, le système s’écoule dans une canalisation 
totalement calorifugée et, de surcroît, ne reçoit pas de travail autre que celui des forces de pression (qui 
est pris en compte dans l’enthalpie). C’est donc un cas particulier d’application du système ci-dessus où 
l’on obtient une détente isenthalpique : Ah = 0. 
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Définition 


Le débit massique, noté D, d’un fluide en écoulement en un point de la canalisation est la masse de 


fluide traversant la section par unité de temps : 


Le débit massique s’exprime en kg.s"". 





Si on reprend l’expression du bilan sur la masse* m qui traverse la section pendant une durée At on fait 
apparaître les puissances fournies par le dispositif au fluide, ainsi que le débit massique de l’installation : 


2 


n° At D D 
nes Ste nf Se, | m(w, +q)=W, +0, =T,A+% 4 





3. Le diagramme de Mollier (P,h) 


Les diagrammes thermodynamiques permettent de représenter et de relier graphiquement différentes 
grandeurs thermodynamiques essentielles pour décrire un fluide. En particulier le diagramme de 
Mobllier* (P, h) d’un fluide donne les points dont les coordonnées sont : en abscisse l’enthalpie massique 
(notée h) et en ordonnée la pression (notée P) représentée en échelle logarithmique. Il est surtout utilisé 
pour l’étude des cycles de réfrigération, permettant de connaître l’état (liquide/vapeur), le titre massique 
en vapeur (noté x), le volume massique (noté v), l’entropie massique (notée s) et la température (notée T) 
du fluide circulant dans la machine thermique. Les unités utilisées sont fournies dans un encadré. 


On représente ci-après un exemple de diagramme (P, h) établi de façon théorique, d’un fluide réfri- 
gérant, le R134a (Hydro-Fluoro-Carbon) n’ayant aucune action sur la couche d’ozone. Chaque 
fluide possède son propre diagramme permettant de suivre son évolution dans le circuit au cours de 
son cycle. Un grand nombre de tracés figurent sur le diagramme, sur chacun une grandeur demeure 
constante. Sur chaque courbe ou au niveau d’un axe, est indiquée la valeur numérique de la grandeur 
qui demeure constante si la transformation se fait en suivant la courbe. Le tracé épais noir repré- 
sente la courbe de saturation (courbe en cloche), sous laquelle le fluide est constitué d’un mélange 
liquide-vapeur. À droite de cette courbe se trouve le domaine où le fluide est entièrement sous forme 
gazeuse. Le sommet de cette courbe indique le point critique où les deux phases liquide et vapeur sont 
parfaitement mélangées. 


* ce tracé n’a évidemment de sens que dans un mélange liquide-vapeur, donc sous la courbe de saturation. 





N. B. : L'équilibre liquide/vapeur est étudié au chapitre 24. On y définit en particulier la courbe de 
saturation (p. 441), le point critique (p. 439) et le titre massique en vapeur x (p. 441). 


3. Voir note n° 2 p. 425. 

4. Il existe plusieurs types de diagrammes de Mollier (h,s) ou (/ogP,h) (référence : Bulletin UdPPC n° 894 p. 599). La 
représentation d’un diagramme est effectuée par un logiciel gratuit tel que par exemple CoolPack développé par l’Uni- 
versité Technique du Danemark (DTU). 
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R134a Ref : D.P. Wilson & R.S. Basu, ASHRAE Transactions 1988, ; 
Voli 94 part 2. Q\ QD 
00 TP? ci SŸ 0,0060 


DTU, Department of Energy Engineerings : = << ESSRSAC 00060 

in [kJ/(kg K)], v in [m3/kg], T in [°C] , j 5 $ < TR j \L 00090 
s “AR AS 
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s=1:00 1,20 1,40 1,60 
140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400 420 440 460 480 500 520 540 560 


Enthalpy [kJ/kg] 


0,90 


Remarque : La partie d’une isotherme située en dessous de la courbe de saturation coïncide avec une 
isobare (voir chapitre 24 p. 440) et son tracé est donc horizontal dans cette zone. S1 le fluide est sous 
forme gazeuse, à droite, elles sont dirigées vers le bas et tendent, à basse pression, à être verticales, là 
où le fluide peut être assimilé à un gaz parfait. 


% Principe de fonctionnement général d'une machine frigorifique à écoulement de fluide 


Dans une machine frigorifique à écoulement de fluide, ce dernier 
évolue généralement entre 4 dispositifs différents : a À 


Condensateur 


Le compresseur idéal fournit un travail au fluide (w > 0) pour 
augmenter sa pression sans transfert de chaleur. Au contact du 
condenseur, le fluide se liquéfie et cède de l’énergie thermique à la 
source chaude (g,. < 0). Par la suite le détendeur ramène le liquide 
frigorifique à une pression suffisamment basse pour que celui-ci 

puisse s’évaporer dans l’évaporateur, en captant de l’énergie ther- at 
mique issue de la source froide (g, > 0). Le fluide ainsi vaporisé 

retourne dans le compresseur pour effectuer un nouveau cycle. On retiendra que les transformations liées 
à chaque composant d’une machine thermique ont généralement les propriétés suivantes : 


Dispositif Echangeur de chaleur : évaporateur et condenseur Compresseur idéal 







Détendeur 





: Isenthalpique Isobare Isentropique 


Remarque : Ce type de machine à changement d’état liquide/vapeur peut être aussi utilisé pour fabri- 
quer une machine à vapeur (moteur), où le fluide constitué d’eau peut décrire un cycle de Rankine ou de 
Hirn. De nombreuses turbines fonctionnent selon ce principe, en particulier les centrales de production 
d'électricité. 
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CONCLUSION : Retour sur le second principe 


Au fil de l’étude des machines thermiques, on a retrouvé ses différents énoncés historiques introduits p. 396. 
” Énoncé de Kelvin : Aucune transformation thermodynamique n’a pour seul effet d'extraire une quanti- 
té de chaleur d’un réservoir et de la convertir entièrement en travail (impossibilité du moteur monotherme). 
” Énoncé de Clausius : Aucune transformation n'a pour seul effet d’extraire de la chaleur d’un réser- 
voir froid et de la fournir à un réservoir chaud (Inégalité de Clausius). 

= Énoncé de Carnot : ZI existe une valeur maximale au rendement d’une machine ditherme (cycle 
réversible de Carnot). 

Historiquement ce sont les observations qui ont conduit au second principe, 1il est logique qu’une fois ce 
dernier formalisé avec rigueur dans le cadre d’une théorie générale, 1l conduise à retrouver les résultats 
expérimentaux. L'étude de l’histoire de la physique apporte bien d’autres exemples comparables, on 
citera pour mémoire celui de Kepler et Newton concernant la gravitation (voir chapitre 17). 


Vs VERS LA COLLE ce 
Questions de cours 

= Machine thermique, moteur, récepteur : définitions, schémas de principe, cas d’une machine ditherme. 
x [négalité de Clausius : démonstration, conséquence (cas de la machine monotherme). 

sm Diagramme de Raveau : construction, exploitation. 

s Rendement et efficacité : définitions, expressions, valeur maximale, valeurs réelles. 

a Machine de Carnot : principe, rendement, comparaison à une machine quelconque. 


# Premier principe industriel pour les machines thermiques à écoulement de fluide stationnaire : position 
du problème, démonstration, expression massique et en fonction du débit. 


sm Diagramme de Mollier (P, h) : description du diagramme, exploitation sur une transformation « 150 ». 


Erreurs à éviter 


sm La machine de Carnot donne le rendement maximal de la machine étudiée. Cela ne signifie pas que le 
rendement de Carnot sera de 100 % (voir commentaire du théorème de Carnot p. 420). 


a L’approximation du gaz parfait n’est pas forcement vraie pour tous les fluides à l’état gazeux, surtout 
si la pression est élevée. Pour cela on utilise un diagramme de Mollier. 


Quelques « trucs » utiles 


= Pour étudier une machine, il est indispensable de tracer son diagramme de Clapeyron, sur lequel on 
portera systématiquement le tracé des isothermes utiles (généralement T = T,. et T = T,), d’une part 
pour tracer le cycle de la machine de façon pertinente (on n’oubliera pas le sens de parcours), d’autre 
part pour repérer les échanges de chaleurs ainsi que les données du problème. 


s Utiliser une valeur absolue dans l’expression du rendement empêche souvent de continuer le calcul 
(c’est pourquoi elles sont proscrites dans ce cours). On procèdera plutôt ainsi : faire un schéma de prin- 
cipe de la machine en réfléchissant aux signes des échanges. Se poser les questions : quelle grandeur 
m'intéresse et quelle grandeur me coûte (le travail, la chaleur chaude, la froide ?) et écrire le rendement 
avec ces grandeurs, puis en vérifier le signe sur le schéma de principe de la machine et placer un signe 
«— » devant toutes les grandeurs négatives. Appliquer ensuite le 1° principe pour écrire le travail, puis 
le rendement en fonction des chaleurs. 


# On exploitera généralement des transformations « 150 », on utilisera donc au maximum des rapports de 
grandeurs (par exemple PV = cste sur une isotherme, P/T = cste sur une isochore), rapports que l’on 
fera aussi apparaître dans les rendements (voir exercices n° Il et n° 2 p. 451). 
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Hi Cycle de Beau de Rochas & Otto - Moteur à explosion * * > corrigé p. 433 


Un moteur à explosion fonctionne suivant le cycle réel à quatre temps ci-dessous. Les 4 temps sont : 
l’admission AB (1° temps), la compression BC (2° temps), l'explosion CD et la détente DE (3° temps) ; 
l’échappement : éjection EF et refoulement FA (4° temps). 


soupape 
d'admission 


Soupape 
d'échappement 






Le 
Piston Culasse 


Bielle 


Vilebrequin 
Carter 
moteur 





V 


min 


© Décrire le fonctionnement du moteur pour chacune des étapes du cycle et approximer le cycle réel 
moteur dans un diagramme de Clapeyron par un cycle de Beau de Rochas et d'Otto. On confondra F 
et B et on négligera les étapes d'admission AB et de refoulement FA du gaz constitué d’un mélange 
air et essence. 


© Justifier le sens de parcours du cycle. 
© Donner l’expression du rendement en fonction des températures T,, T, T, et T.. 


@ Soit le rapport de compression &œ = VV... /V., donner l’expression du rendement de ce moteur en fonc- 
tion de & et de y =C,/C,. 


2 Pompe à chaleur (d'après ENSTIM 2005) * * * > corrigé p. 434 


Une pompe à chaleur effectue le cycle de Joule inversé suivant. L'air pris dans l’état À de température T} 
et de pression P, est comprimé suivant une adiabatique réversible jusqu’au point B où il atteint la pres- 
sion P,. Le gaz se refroidit à pression constante et atteint la température finale de la source chaude T, 
correspondant à l’état C. Puis l’air est ensuite refroidi dans une turbine suivant une détente adiabatique 
réversible pour atteindre l’état D de pression P,. Pour finir le gaz se réchauffe à pression constante au 
contact de la source froide et retrouve son état initial A. 

On considère l’air comme étant un gaz parfait de coefficient isentropique y= 1,4. On posera B = 1 - y! 
et a = P,/P,. On prendra : 1, = 283K ;,71,=298K;a=s. 

© Représenter le cycle parcouru par le fluide dans un diagramme de Clapeyron (P,V). 

© Exprimer les températures T, et T, en fonction de T,, T,,, a et B. Calculer leurs valeurs numériques. 


© Définir l’efficacité e de la pompe à chaleur à partir des quantités d’énergie échangées au cours du 
cycle. Montrer qu’elle s’exprime seulement en fonction de a et B, puis calculer sa valeur numérique. 


© Quelles doivent être les transformations du fluide si on envisage de faire fonctionner la pompe à chaleur 
suivant un cycle de Carnot réversible entre les températures T, et T? Calculer sa valeur numérique. 


© Comparer les valeurs obtenues pour e ete. puis interpréter la différence observée. 
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El Climatisation d'une voiture (d'après Banque PT 2011) * * * > corrigé p. 435 


La climatisation est désormais présente sur plus de 9 véhicules neufs sur 10. Elle est composée d’un cir- 
cuit d’air pulsé par ventilateur et d’un circuit frigorifique constitué d’un compresseur, d’un condenseur, 
d’un détendeur et d’un évaporateur, dans lesquels circule un fluide frigorigène. Le fluide utilisé par la 
majorité des véhicules en circulation est le R134a. 

Après l’étude du principe de fonctionnement d’une climatisation, le problème aborde certains aspects 
de sa conception ainsi que la surconsommation entraînée par son fonctionnement. Pour indication, à 
2400 tr.min , le moteur de la voiture développe une puissance motrice de 30 KW. 

Dans tout le problème, la climatisation étudiée assure le maintien d’une température de l’habitacle de la 
voiture égale à 20 °C pour une température de l’air extérieur égale à 35 °C, grâce à un débit massique 
constant D, = 0,15 kg.s”. 

On suppose que les conduites reliant les différents appareils sont parfaitement calorifugées et que la 
pression qui y règne est constante. On néglige toutes les variations de vitesse du fluide et l’on raisonne 
sur | kg de fluide. 


© Dans quel sens est parcouru le cycle ? Justifier. A partir de l’état 1 du fluide, porter le numéro de 
chaque état du fluide sur le diagramme (P,h). Donner pour chaque transformation, la nature de la 
transformation et le nom de l’organe traversé par le fluide (compresseur, détendeur, évaporateur et 
condenseur). 

© Quelle est la valeur du travail massique échangé dans le compresseur ? Quel est son signe ? 

© Quelle est la valeur du transfert thermique massique avec l’air de l’habitacle ? Quel est son signe ? 

© Définir l’efficacité de l’installation. Calculer sa valeur numérique. 


© Quelle surconsommation relative entraîne le fonctionnement de la climatisation lorsque le moteur 
tourne à 2400 tr.min ‘ ? 


R134a Ref : D.P. Wilson & R.S. Basu, ASHRAE Transactions 1988, 
Voli 94 part 2. 
00 


DTU, Department of Energy Engineerings 
in [kJ/(kg K)], v in [m/3/kg], T in [°C] 
M.J. Skovrup & H.J.H. Knudsen. 03-05-04 
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Machines thermiques 


En Cycle de Beau de Rochas & Otto - Moteur à explosion > énoncé p. 431 


© Ce cycle constitué de deux boucles : une petite parcourue dans le sens trigonométrique jouant un rôle 


récepteur, et une grande boucle parcourue dans le sens horaire jouant un rôle moteur. 
Les étapes mécaniques sont : 


 L’admission AB (1° temps) : la soupape d’admission est ouverte et le piston effectue une course des- 
cendante au cours de laquelle le gaz est aspiré dans le cylindre. Ce système est ouvert ce qui implique 
une augmentation de la quantité de matière. Cette étape est effectuée sous une pression atmosphérique 
extérieure constante, c’est-à-dire que la transformation est une isobare. 

= La compression BC (2° temps) : les deux sou- 
papes sont fermées. Le piston effectue une course 
ascendante au cours de laquelle 1l comprime le gaz. 
Cette compression est rapide pour qu'aucun transfert 
de chaleur n’ait le temps de s’effectuer avec le milieu 
extérieur. De plus on suppose que l’équilibre de pres- 
sion entre le gaz et le piston est maintenu tout au long 
de la transformation. Cette étape peut donc être modé- 
lisée par une compression adiabatique réversible. 
= L'explosion CD et la détente DE (3° temps) : les 
deux soupapes sont fermées. L’explosion du mélange 
gazeux s'effectue de façon quasi instantanée à tem- 
pérature élevée et à volume constant sans que le pis- 
ton ne bouge. Cette étape peut donc être modélisée 
par un chauffage isochore. La détente est analogue 
à la compression, modélisée par une détente adiaba- 
tique réversible. C’est lors de cette étape que le moteur va réellement fournir du travail, car le piston va se 
déplacer sous l’action du gaz chauffé par l’explosion. 





= L’éjection EF et le refoulement FA (4° temps) : la soupape d’échappement s’ouvre car la pression dans 
le cylindre est supérieure à la pression atmosphérique, provoquant une rapide baisse de pression sans que 
le piston ne bouge. Cette étape est modélisée (F = B) par une transformation isochore EB. Puis le piston 
remonte pour refouler le gaz brûlé de façon isobare (BA). 


On représente ci-contre le cycle théorique (cycle de Beau de Rochas) du moteur à 4 temps sur un 
diagramme de Clapeyron (P,V). 


© La fonction principale d’un moteur est de fournir du travail mécanique. Ceci implique que le cycle étudié 


est moteur et qu’il est parcouru dans le sens horaire. Dans la suite de l’exercice, on étudie le cycle moteur 
et l’on négligera les étapes d'admission AB et d'échappement BA du gaz. 


© Le rendement r de ce cycle est celui d’un moteur : l’utilisateur s’intéresse au travail (W < 0) et paye la 


chaleur chaude (combustion du carburant) (Q°-. > 0), d’où, en utilisant le premier principe : 


—W DO (97 
nn ou ie nr car AU x =0=W+Q.+0Q 
HO: ox RE 


Les échanges thermiques se font sur les isochores uniquement, d’où : r =1+ 


r 


Or 


CD 
Sur une transformation isochore, le travail est nul et la chaleur est égale à la variation d’énergie interne, 


soit, le gaz étant parfait : 
Qcn = AUen = Cy bE & 1e) 
Ou = RU = e, de Fr: 1») 
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© On exprime le rendement sous forme de rapports de température : 





= 
an Le 
DRE 

F, 


La relation de Laplace TV” = cste, appliquée aux adiabatiques réversibles BC et DE permet d’établir un 
lien entre les rapports de températures et le rapport des volumes caractérisant le moteur : 


el 
(Re = fe = a" aid 
—] —1 
1 = PVC = 1 Ver d’où LB _- LB = œ ? et LB = Te 
= sale | V. | . cp s 
0 —\ æ 
15 Ven 


Soit en remplaçant dans r : 


Bien comprendre 


Il est toujours utile dans le calcul d’un rendement de moteur, d’une part de faire apparaître une valeur expli- 


citement inférieure à 1, en écrivant des différences positives de températures, et d’autre part de mettre en 
facteur les grandeurs (généralement des températures) pour faire apparaître des rapports, dont les expres- 
sions s’obtiennent aisément sur les différentes transformations. 


F1 Pompe à chaleur > énoncé p. 431 


© On représente ci-contre dans un diagramme de 
Clapeyron, le cycle d’une pompe à chaleur par- 
couru dans le sens trigonométrique. 





© On applique la relation de Laplace PT? = cste 
pour la transformation adiabatique réversible AB : 


PAEZ 
PEER AE ne 1-12 | 


@2) 
© 
pd 
+ 


T, = T,a? = 448 K 
= de 


Ge = 
14 é 

Ainsi que pour la transformation adiabatique 

réversible CD : 


Remarque : B'et C' sont utiles à la question 4. 





P\r 
Je 


) 


CRE ir PRE -1| 


soit: [1 =Ta”-188K 


© L'efficacité e de ce cycle est celle d’une PAC, l’utilisateur paye le travail (W > 0) et s’intéresse à la chaleur 
chaude (Q. < 0), soit en utilisant le premier principe sur le cycle : 








Pa do de et PE LES 
W (Où Lu Q,) 1 Q, 
+ HE 
Qc 
Les échanges de chaleurs se font sur les 1sobares uniquement, d’où : q= 0 
1 +24 


| Q 
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Le transfert thermique d’un gaz parfait sur une 1sobare est égal à la variation d’enthalpie : 


lo = AH =C? (T. -T1,)=C, pi Ta’) 
le = AH,, =C} Un, —T,)=C, Ur -TaŸ) 


On utilise ces résultats pour déterminer le rapport de chaleurs dans l’expression de l’efficacité : 


Qpa _ CP er =") _T Te" 
CC Da) IT ra 








Bien comprendre 


Le cycle d’une pompe à chaleur est toujours un peu déroutant, car les énoncés « le fluide se refroidit au 
contact de la source chaude » et « le fluide se réchauffe au contact de la source froide » sont déstabilisants 
(on a tendance à penser qu’on se réchauffe toujours au chaud et qu’on se refroidit .… au froid !). Pourtant c’est 
bien ainsi que se font les échanges de chaleur décrits dans le cours. Il est essentiel 1c1 de tracer préalablement 
les 1sothermes chaudes et froides et de suivre scrupuleusement les indications de l’énoncé pour schématiser le 
cycle et pour repérer les échanges thermiques à prendre en compte. On note qu’une pompe à chaleur présente 
toujours un cycle assez étroit (le système consomme peu de travail donc d’énergie). On note cependant qu’un 
trop grand écart de température nuit non seulement à l’efficacité (voir cours) mais aussi au fonctionnement, 
les températures B et D devenant trop extrêmes pour le fluide. On retiendra qu’une pompe à chaleur est très 
efficace pour de faibles écarts de température (chauffage d’appoint par exemple), mais totalement inadaptée 
pour des applications plus lourdes ou le chauffage dans un environnement à très basse température. 





© Le cycle de Carnot est composé de deux transformations adiabatiques réversibles (AB') et (CD') et de deux 
transformations isothermes au cours desquelles ont lieu les transferts thermiques. Le cycle est réversible 
donc l’inégalité de Clausius devient une égalité : 


O7 Q, ne Qc OL 
ÆCHÆE —() soit ici: . —(ON— = —— 
TL OT ni, Qc 











En remplaçant dans e : | “Carnot — 





@Onadonce<e,.., ce qui s’explique par le caractère réversible du cycle de Carnot qui maximise l’effi- 
cacité du cycle, le cycle réel n’est pas réversible, son efficacité est nécessairement moindre. 





Climatisation d'une voiture > énoncé p. 432 


© Le cycle est parcouru dans le sens trigonométrique. En effet le cycle 
étudié doit être récepteur, car on fournit du travail pour pouvoir trans- 
férer de l’énergie thermique de la source froide vers la source chaude. 
La transformation 1 — 2 : la pression du fluide augmente en suivant 
une isentropique — un compresseur. 
La transformation 2 — 3 : le fluide se liquéfie en suivant une 1s0- 
bare — un condenseur. 
La transformation 3 — 4 : Ia pression du fluide diminue en suivant 
une isenthalpique = un détendeur. 





La transformation 4 — 1 : le fluide se vaporise en suivant une 1s0- 
bare — un évaporateur. 
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© Le compresseur est supposé parfait, calorifugé et sans frottement (um = 0) et dans lequel la vitesse 
d'écoulement du fluide ne varie pas (v, # vw.) de plus il n’y a pas de dénivellation (z, & z,). L’expression 
du premier principe industriel pour un écoulement stationnaire s’écrit alors : 


h,-h=w,,, par lecture graphique:  h, =404kJkg” et h, = 438 kI kg” 


d'où: | w,,= 34 KJ.kg! > 0 


Le travail échangé entre le compresseur et le fluide est positif car le fluide reçoit effectivement du travail. 


© Le fluide traverse l’évaporateur en transférant de l’énergie thermique à l’habitacle sans échange de tra- 
vail (ue = 0) et dans lequel la vitesse d'écoulement du fluide ne varie pas (vu, # w.,) de plus il n’y a pas 
de dénivellation (z, = z,). L'expression du premier principe industriel pour un écoulement stationnaire 
s’écrit alors : 


h=h,=94,,, par lecture graphique :  h,=404kJkg! et HP AIRE 


d'où: |, =132kKJkg” >0 


L'énergie thermique échangée entre le fluide et l’habitacle est positive, car le fluide reçoit effectivement de 
l’énergie thermique provenant de la source froide. 


© L'efficacité e de ce cycle est celui d’une machine réceptrice frigorifique : l’utilisateur paye le travail 
(W > 0) lequel est fourni au niveau du compresseur et s’intéresse à la chaleur froide (Q, > 0) laquelle est 
prélevée sur l’habitacle dans l’évaporateur, soit : 


LL Œevap _ 132 _ 


W 34 


comp 


3,9 


Bien comprendre 


Le débit massique ou volumique est une grandeur (masse ou volume) circulant par unité de temps. La 
puissance est une énergie par unité de temps. Exprimer l’un (en général la puissance) permettra toujours 
de faire apparaître l’autre (en général le débit) dans le calcul. 





© Pour calculer la surconsommation relative, il faut comparer la puissance générée par le moteur et celle 
reçue par le compresseur. La puissance reçue par le compresseur est : 
Ô0W ÔMmWw 


comp (& omp 
= — D,w 


CP Tr df 
Or à 2400 tr.min !, le moteur de la voiture développe une puissance motrice de 30 KW. Aïnsi la climatisa- 
tion exige une puissance fournie par le moteur qui se traduit par une surconsommation relative de : 


=0,15x34=5,1 kW 


comp 


moteur 


À méditer 


Quand une loi a reçu une confirmation suffisante de l’expérience, nous pouvons adopter deux attitudes, 
ou bien laisser cette loi dans la mêlée ; elle sera soumise alors à une incessante révision qui, sans aucun 
doute, finira par démontrer qu’elle n’est qu'approximative. Ou bien, on peut l’ériger en principe, en adop- 
tant des conventions telles que la proposition soit certainement vraie. 

HENRI POINCARÉ (1854-1912) 





Changements 


d'état du corps pur 





La matière qui nous entoure et nous constitue se compose de particules (atomes, molécules et ions) 
agencées les unes par rapport aux autres, permettant de former un état particulier observable macros- 
copiquement. Lorsqu'un corps évolue d'un état physique à un autre, par le biais d'une modification 
des grandeurs d'état thermodynamiques, on assiste à un changement important et soudain des pro- 
priétés mécaniques, optiques et électriques de ce corps. Ce phénomène physico-chimique est peut- 
être celui le plus fréquemment observable dans notre quotidien. La transformation de l’eau liquide en 
eau vapeur par chauffage, la fonte d'un glaçon dans un cocktail, la fusion d'un métal dans un creuset 
et la compréhension du fonctionnement d'une machine frigorifique sont quelques exemples parmi 
tant d’autres qui suscitent la curiosité et méritent amplement d'y consacrer un chapitre. 





OLA 


Définitions 
= Un corps pur est un système composé d’une seule espèce chimique, par exemple l’eau (H,0). Les 
systèmes tels que l’air ou l’eau salée ne sont pas des corps purs. 


a L'état physique ou la phase d’un corps pur est une région de l’espace dans laquelle toutes les 
grandeurs d’état intensives sont continues : état solide, liquide ou gazeux. 





« Le passage d’un état physique à un autre est appelé changement d’état ou transition de phase. 


Avertissement important : Afin de lever l’ambiguïté qui pourrait apparaître dans l’utilisation du mot 
état, dans ce qui suit on appellera phase, l’état physique d’un système et on la notera avec une lettre 
grecque ®, ff... et on réservera le terme état à l’état thermodynamique du système noté avec des lettres 
latines majuscules À, B... De même on notera T, la température de la transition de phase, dont on verra 
plus loin qu’elle est constante. Dans ce chapitre, on restreindra l’étude des changements d’état aux corps 
purs sous forme solide, liquide ou gazeux. 


a Lorsque les paramètres d’état intensifs sont uniformes, on dit que la phase est homogène. 


x Un système comportant une seule phase est dit monophasé. Un système comportant deux phases, 
par exemple de l’eau liquide et de l’eau vapeur, est dit diphasé'. A l’équilibre diphasé, on constate une 
discontinuité de certaines grandeurs intensives (masse volumique, densité) entre les phases. 


Définitions 
= Phase solide : Les particules constituant la matière vibrent autour d’une position d’équilibre. Les liai- 


sons fortes limitent la mobilité des atomes ou des molécules se situant dans le réseau cristallin. La phase 
solide est donc une phase condensée (incompressible) et ordonnée à grande distance (indéformable). 


= Phase liquide : Les particules sont libres de se mouvoir les unes par rapport aux autres. Les liaisons 
intermoléculaires ne sont pas permanentes, mais restent fortes. Une phase liquide est donc une phase 
condensée (très peu compressible) et ordonnée à courte distance (déformable). 


= Phase vapeur ou gazeuse : Les liaisons intermoléculaires sont quasiment inexistantes. La phase 
gazeuse est donc une phase dispersée (compressible) et désordonnée (déformable). 





1. Ce terme est également employé pour un système comportant deux espèces qui ne se mélangent pas, par exemple l’eau 
et l’huile ou deux solides. 
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= [l existe d’autres états de la matière tels que les plasmas, les solides amorphes (verre) et les cristaux 
liquides, qui ne sont pas traités au programme. 

Dans la nomenclature des transitions de phase ci-dessous : une flèche rouge représente une transition 
de phase qui demande un apport d'énergie, tandis qu’une flèche verte indique que la transition de phase 
fournit de l’énergie au milieu. 






Sublimation 











Fusion Vaporisation 
SOLIDE |__| LIQUIDE |__| VAPEUR 
Solidification Liquéfaction 






Condensation 






= En hiver, la vapeur d’eau se transforme en eau solide (givre) sur des objets froids, 1l s’agit bien de 
condensation. Mais dans le langage courant, on parle aussi de condensation lorsque l’eau, sous forme 
gazeuse, se transforme en eau liquide (la buée sur les vitres). Pour éviter cette confusion, on utilise 
parfois le terme condensation solide pour définir le passage d’une phase gazeuse à une phase solide. 





[1] Diagrammes d'état du corps pur 


L'état d’un corps pur peut être décrit à l’aide des grandeurs d’état thermodynamiques telles que la 
température T7, la pression P et le volume V En pratique, il est plus commode, pour se représenter 
ces états, d’utiliser des diagrammes à deux dimensions : le diagramme (PT) et le diagramme de 
Clapeyron (Pv) où l’abscisse sera généralement le volume massique. 


1. Diagramme expérimental (PT) 


Soit un système thermodynamique constitué d’un corps pur contenu dans un récipient clos, où l’on a la 
possibilité de faire varier la pression P et la température T. La modification des grandeurs thermodyna- 


? 


miques s’effectue très lentement de sorte que le système soit toujours à l’équilibre. 


En modifiant le couple (PT), on s’aperçoit qu’un corps pur peut être simultanément dans plusieurs 
phases différentes. On représente cela dans un diagramme en coordonnées (PT) qui se compose de trois 
courbes qui définissent les valeurs des grandeurs d’état pour lesquelles deux phases coexistent. 


Propriété 


Lorsque le corps pur coexiste sous deux phases, 1l n’est plus possible de choisir indépendamment les 


grandeurs d’état P et T, ce qui se traduit par la présence d’une courbe de changement d’état sur les 
diagramme (PT). 





438 Physique-Chimie MPSI partagelivrescpge.blogspotcom 


Changements d'état du corps pur 





Tous les corps purs présentent des diagrammes (PT) ayant la même allure. Celui de l’eau (et du bismuth) 
diffèrent légèrement quant à la pente de leur courbe de fusion. 


P 
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vaporisation 


poser S 20 F0) 


SOLIDE 


ide + solide 


Psa(T 9) 





VAPEUR VAPEUR 





Courbe de Courbe de 
sublimation T sublimation 
To T, 
DIAGRAMME (P,T) GÉNÉRAL DIAGRAMME (P,T ) DE L'EAU ET DU BISMUTH 


= Le diagramme (PT) de l’eau est un cas particulier. La courbe de fusion a une pente négative qui est liée 
au fait que le volume occupé par l’eau dans l’état solide est supérieur à celui occupé par l’eau dans l’état 
hquide (et de même pour le bismuth), contrairement à tous les autres corps purs. Au niveau moléculaire 
cette anomalie est liée aux liaisons hydrogène. 


Au point triple de l’eau : P-= 611 Pa < P,, et T; = 273,16 K = 0 °C 
Au point critique de l’eau : P: = 221.10 Pa © Pet Te = 647,15 K = 374 °C 
Définitions 
s Une vapeur sèche définit un gaz qui ne coexiste ni avec la phase solide, n1 avec la phase liquide. 


= Une vapeur saturante définit un système où la phase gazeuse est en équilibre avec la phase solide 
ou la phase liquide. 


= La pression de vapeur saturante, notée P_(T : ), est la pression à laquelle la phase gazeuse d’un 
corps pur est en équilibre avec sa phase condensée à température donnée T',. 


a Le corps pur est monophasé si les coordonnées représentatives de l’état se situent dans l’un des 
domaines solide, liquide ou gaz. On peut alors fixer indépendamment chacune des deux variables 
intensives P ou T, le système est divariant. 


a Le corps pur est diphasé si les coordonnées représentatives de l’état se situent sur l’une des trois 
courbes. On ne peut alors fixer indépendamment P et T, le système est dit monovariant. 


a Il existe un seul et unique couple (P:,T;), pour lequel les trois états coexistent : le point triple, 
noté J. Le corps pur est alors dit triphasé, on ne peut choisir aucune des grandeurs P et T. 


= À l'extrémité de la courbe de vaporisation se trouve le point critique, noté €. Au-delà de ce point, 
il n’est plus possible expérimentalement d’observer de transitions de phase liquide-vapeur, les deux 
phases sont indiscernables, le fluide est alors qualifié de supercritique ou hypercritique. 





= Pour pouvoir considérer une vapeur comme un gaz parfait, 1l faudra se situer loin des zones critiques. 


Expérimentalement, 1l est possible d'observer un corps pur dans un état physique pour lequel la pression 
et la température correspondent théoriquement à une phase différente de celle dans laquelle 1l se situe. 
Cet état est dit métastable et la moindre perturbation peut le faire évoluer vers un état stable. On dit que 
le système subit un retard à la transition de phase (voir exercice n° 1 p. 448), 





Changements d'état du corps pur 





2. Cas particulier de l'équilibre liquide-vapeur 


Un système thermodynamique constitué d’un corps pur sous forme gazeuse, de masse m, est contenu 
dans une enceinte fermée, dans laquelle on a la possibilité de faire varier la pression P et le volume V du 
récipient. Le système est thermostaté à la température T° réglable. 


On comprime le gaz très lentement, de sorte que le système soit toujours à l’équilibre thermodynamique 
(en particulier la température reste constante) et on mesure la pression P et le volume massique v. 


Une représentation graphique de cette évolution (M, — M.) est faite sur un diagramme de Clapeyron 
P(»). Pour mieux comprendre cette évolution, on trace aussi le diagramme de phases (PT). 
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Expérimentalement, on comprime la vapeur sèche (M, — M;) jusqu’à une pression notée P (T ” à 
laquelle apparaît une première goutte de liquide. En poursuivant la compression, on constate que la 
pression n’évolue plus et que toute la vapeur se transforme progressivement en liquide (M, — M.). En 
continuant à comprimer, la pression augmente à nouveau, tandis que le volume diminue peu (liquide très 
peu compressible). En continuant la compression on observerait de même la transition liquide-solide. Si 
on suit l’évolution sur le diagramme (ZT), le trajet (M, — M.) se résume à un seul point sur la courbe 
de vaporisation, traduisant le fait qu’ayant choisi la température du système, la pression de changement 
d’état est automatiquement fixée. 

Cette expérience peut être reproduite pour différentes valeurs de température. On obtient ainsi un 
ensemble d’isothermes (température constante) appelées isothermes d’Andrews. L'ensemble des points 
M, et des points M, forment une courbe en cloche, représentée sur le diagramme ci-dessous : 
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Définitions 


a La courbe d’ébullition (en bleu sur le graphique) est constituée de l’ensemble des points corres- 


pondant au liquide juste saturant, c’est-à-dire dans lequel apparaît la première bulle de gaz. 


z La courbe de rosée (en vert sur le graphique) est constituée de l’ensemble des points correspondant 
à la vapeur juste saturante, c’est-à-dire dans laquelle apparaît la première goutte de liquide. 


s L'ensemble de ces courbes forme la courbe de saturation. 





= En dessous de la courbe de saturation, le corps pur est constitué d’un mélange liquide-vapeur où 
figure un changement d’état. Ainsi à pression fixée, tout changement de phase se produit à température 
constante. Les échanges d’énergie réalisés servent alors à modifier la composition du mélange. Pour 
une température donnée, la pression de changement d’état correspond donc à la pression de saturation. 


= En dessous de la température critique 7;, dans la zone à gauche de la courbe d’ébullition, le corps pur 
sera uniquement présent sous forme liquide, tandis qu’il sera sous la forme gazeuse à droite de la courbe 
de rosée, correspondant au domaine de vapeur sèche. Au-delà de la température critique, le corps pur se 
trouve sous la forme d’un fluide supercritique. 


Influence du point critique sur le stockage des fluides 


On stocke un fluide sous forme liquide pour limiter l’encombrement des bouteilles. Le liquide est donc 
stocké à volume constant, à température ambiante et sous pression dans des bouteilles indéformables. 
Malheureusement en cas d’incendie, le fluide subit dans la bouteille une évolution à volume constant. 
représentée par un segment vertical sur le diagramme de Clapeyron. S1 le volume massique est inférieur 
à v., cette évolution conduit dans la zone du liquide où pour une faible variation de température la pres- 
sion augmente très rapidement (1sothermes liquides très pentues), provoquant l’explosion de la bouteille. 
Pour éviter ce problème, 1l est préférable que le volume massique initial soit supérieur à v., de sorte 
que le corps pur évolue, en cas d’incendie, vers la zone vapeur où les pentes plus douces des isothermes 
rendent moins risquée l’élévation de pression. 


3. Exploitation des isothermes d'Andrews pour un mélange diphasé 


Il est possible de déterminer facilement la composition d’un mélange liquide-vapeur par simple lecture 
du diagramme P(v). Pour cela on se place sur le palier de liquéfaction du diagramme de Clapeyron. On 
nomme 7", et m, les masses respectives du corps pur sous forme liquide et sous forme vapeur. La masse 
totale du système étant m = m, + m. Bien que moins habituel, on peut aussi tracer le diagramme P(V ) 
(avec V, le volume molaire) et s'intéresser aux quantités de matière, respectivement, n, n,etn. 


Définitions 


= Les titres massiques en liquide x, et en vapeur x, d’un système diphasé sont respectivement : 


mn, 
= VANeCT Er 1 
m £ 


= Les titres molaires en liquide y, et en vapeur y, d’un système diphasé sont respectivement : 


avec y, + y, = 1 
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Au point M, le mélange liquide-vapeur a un P 
volume total mv = mv, + My, où v, et v, repré- 
sentent respectivement les volumes massiques du 
corps pur liquide et vapeur et v le volume mas- 
sique total occupé par le système diphasé. D'où : 
m 


1e l 
V=Y, —+Y, — 
sm | m Pal y) 


SOI V=V X +v,x, d’où vy=7y x +v,(1-x,) 
8 8 [1 gg l g 


On en déduit l’expression des titres massiques en 
fonction des volumes : 








= Par analogie avec un système mécanique en équilibre où le 
point M, du schéma ci-contre, est le barycentre des points L et 
G affectés des masses des différentes phases, on appelle parfois 
théorème des moments la relation suivante : 


x, ML + x, MG =0 





ns POINT MÉTHODE 
Déterminer l’état (physique et thermodynamique) d’un système 





à Il est fréquent d’avoir à déterminer complètement l’état d’un système thermodynamique (gran- 
deurs d’état et phases présentes), dont on connaît l’état initial et qui subit une transformation dont on 
connaît les caractéristiques. Par exemple, on sait que le système est initialement à une température T° et 
une pression P. sous forme vapeur et qu’il évolue de façon isochore vers une température T, au contact 
d’un thermostat dans une enceinte rigide. La question qui se pose est double : que vaut la pression finale 
du système et quel est son état physique ? Le corps est-1l toujours uniquement sous forme vapeur, est-il 
sous deux phases liquide + vapeur ou est-1l entièrement liquide ? 


= En l’absence d'indications, il faut faire des hypothèses et les tester pour les valider ou les rejeter. Le 
test repose sur les propriétés de l’isotherme d’Andrews T = T, et la valeur de la pression de saturation à 
cette température Pal). 


HYPOTHÈSE Le système est uniquement Le système est un mélange Le système est uniquement 
sous forme vapeur liquide + vapeur sous forme liquide 


Grandeur(s) Titres massiques Pression finale Titres massiques 


automatiquement 1 


x, = 0 
connue(s) 


P.=P (T) 
x, = 0 MC x,= 1 


Grandeur(s) Titres massiques 


: Pression finale P.? Pression finale P. ? 
inconnue(s) f é 


À == =; 
g l g 


Calcul Détermination de Fe Détermination de x, Détermination de Fe 
(loi du gaz parfait, (Loi du GP sur la vapeur, volume (contraintes, masse 
contraintes.) du liquide << volume de gaz...) volumique du liquide...) 


ne 

À EE SN, EU A JPA ERA IN) PE En à LR A AR PR Fa (ER 

D € | LCI NX 1A | WI ei } à 101 0]! 1® DOI CC )I [| | 

PU IS os VII I vues lt ss 129 1 9 RS Vi à ER 
E Ds” | LE = [| 


(outils possibles) 
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= S1 l’on connaît plutôt la pression finale, on cherchera, avec des tests du même type, la température 
finale ou le titre (ou fraction) massique en vapeur, et on utilisera aussi les propriétés des 1sothermes 
d’Andrews et la valeur de la température T, de transition de phase à la pression P, pour conclure. 


HYPOTHÈSE Le système est uniquement Le système est un mélange Le système est uniquement 
sous forme vapeur liquide + vapeur sous forme liquide 


Hypothèse valide si > T,(P) x, <1 FL < TP) 








[TT Aspect énergétique 
1. Enthalpie massique de transition de phase 


Lors d’une transition de phase où la pression et la température sont constantes, l’énergie apportée ou 
retirée au système ne sert donc pas à les modifier, mais à modifier la composition du système. 
Les expressions AU =C,AT ou AH =C,AT, introduites au chapitre 21, ne s’appliquent pas pour un 
changement d’état, elles ne s’appliquent que pour un système monophasé (liquide ou solide ou vapeur) 
dont la température varie (ou pas !). Pour une transition de phase, la description par l’enthalpie est per- 
tinente pour déterminer un transfert thermique, puisque la transformation est à pression constante (voir 
chapitre 21 p. 376). 


Définition 
L’enthalpie massique de transition de phase À. sh (T ” d’un corps pur de masse m, à la tempé- 


rature T' et à la pression P fixes, est la variation de l’enthalpie massique de ce corps évoluant d’une 
phase « (liquide ou solide ou vapeur) à une nouvelle phase B, différente de la précédente : 


A, ,$H(T 
AG) on =h,(T,)-h,(T,) 


L’enthalpie massique de transition de phase s’exprime en J.kg”'. 





x Cette grandeur s’appelle aussi chaleur latente’ massique de transition de phase, de l’état © à l’état B 
dont on trouve encore la notation LC): Elle correspond à l’énergie qu’il faut apporter à 1 kg d’un 
corps pur pour l’amener d’une phase © à une phase f à la température T', constante et sous une pression 
P fixée. Comme en chimie, on aura coutume de normaliser toutes ces expressions, en faisant figurer en 
indice du A les trois premières lettres de la transition de phase. Par exemple : 

— l’enthalpie massique de fusion de l’eau à 0 °C sous pression atmosphérique est : 


A,h(273,15 K)=1,,(273,15 K)=335 KJkg” 


fus 
— l’enthalpie massique de vaporisation de l’eau à 100 °C sous pression atmosphérique est : 


A 4h(373,15 K)=1,,(373,15 K)=2257 kKIkg 


vap 


= Un corps pur possède six chaleurs latentes différentes, une pour chaque transition de phase. Mais on se 


ramène à trois valeurs utiles, puisque A étant une fonction d’état, À, shÛT,) est l’opposée de À sh ÂT, ] 
En effet : 


A phT)=hT,)-hT)=-(hT,)-h5(T))= Aa (T) 


2. Le terme latente indique que la quantité, ic1 la chaleur, est « cachée », tant que le système reste dans un état physique 
donné, mais est susceptible de se manifester lors de la transition de phase. 


partagelivrespge.blogspot.confartie 3 - Thermodynamique 443 


Changements d'état du corps pur 





Les enthalpies massiques de transition de phase sont positives pour les changements d’état qui néces- 
sitent un apport d’énergie et négatives pour ceux qui libèrent de l’énergie au milieu extérieur. 


Signe de l’enthalpie 
massique de Transition de phase 
transition de phase 


Notation de l’enthalpie massique de transition 
de phase 


Les changements d’état s’effectuent toujours à pression constante, ce qui permet d’en déduire simple- 
ment la chaleur qu’il faut apporter à un système de masse m pour passer d’une phase & à une phase f : 


Op =A,,pH=mA, sh(T,) 





On en déduit, d’après le premier principe, la variation de l’énergie interne lors d’une transition de phase, 
sachant que la pression P(T,) est constante” : 


AU, 5 = Wap + Qu =-P(T,)(Vs-V,)+mAs sh(T,) 


p 


2. Entropie massique de transition de phase 


Il est possible d’étudier le changement d’état d’un corps pur à pression constante à l’aide de l’entropie. 
L’entropie étant une fonction d’état, on pourra, comme toujours, imaginer une transformation réversible 
pour calculer sa variation. 


Définition 
L’entropie massique de transition de phase d’un corps pur de masse m, à la température T o €t à la 


pression P fixes, est la variation de l’entropie massique de ce corps évoluant d’une phase «& (solide ou 
liquide ou vapeur) à une nouvelle phase B, différente de la précédente : 


ST. ) 


A na) 
AT) = EST) =5, (1e) 


L’entropie massique de transition de phase s’exprime en J.K-!.kg". 





D’après la physique statistique et les travaux menés par Boltzmann, l’entropie d’un système augmente 
avec le désordre. D’un point de vue microscopique, un solide cristallin est composé d’un arrangement 
ordonné, à grande distance, de particules”, impliquant que l’entropie massique s .., est très faible. Dans 
un liquide, les particules sont libres de se mouvoir les unes par rapport aux autres, tout en ayant des 
haisons intermoléculaires fortes. Une phase liquide est donc une phase condensée, mais ordonnée seule- 


ment à courte distance. L’entropie massique S guide ES donc supérieure à celle d’un solide. Pour finir, dans 


3. La notation P,, est réservée à l’équilibre vapeur + liquide ou vapeur + solide. 
4. Attention, certains solides tel que le verre ont une structure amorphe. De ce fait 1ls possèdent un désordre structural 
important. 
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une phase gazeuse, les liaisons intermoléculaires sont quasiment inexistantes. L'état gazeux est donc une 
phase constituée de particules dispersées et désordonnées, où l’entropie massique s,,.., est très élevée. 


Propriété 


L’entropie massique d’un corps pur varie en fonction de l’état du système : 


€ S 


liquide < vapeur 


$ ON 


solide 





= On peut donc en déduire que les entropies massiques de transition de phase sont positives pour les 
changements d’état qui conduisent à une phase moins condensée (solide — liquide — vapeur) et néga- 
tive en sens inverse (vapeur — liquide — solide). Par exemple : 


NN =s$ — S. . >0etA,s=s 


vap vapeur liquide ig liquide E  épaue 
9 Le Ci — \ ’ Ce . 
Lors d’un changement réversible (S... = 0) à température constante ee =Q, 8 /T 4 et à pression 


constante (Oo, , s=mA,, sAÛT, }) , la Variation d’entropie massique de transition de phase peut être expri- 
mée en fonction de l’enthalpie massique de transition de phase, à l’aide d’un bilan entropique : 


” CPE _ mA ph ( T,,) 
OUT T. 


P P 





Propriété 


L’entropie massique de transition de phase d’un corps pur peut s’exprimer en fonction de l’enthalpie 
massique de transition de phase : 


Sh(T,) 


A 507 )= 2 Ce) 


P 





nm À s(T,) et A 
tant de passer d’un état à un autre moins ordonné (A 
dire que À h(T,,) doit être strictement positive. 


h(T,,) sont de même signe. En effet pour rompre les liaisons d’un système permet- 


a—B af 


S(T,)> 0). il faut fournir de l’énergie, c’est-à- 


a—B 


af 


3. Bilans énergétiques en présence de transitions de phase 


Le tableau ci-dessous récapitule les différentes variations énergétiques et entropiques d’un système 
thermodynamique subissant une transformation à pression constante, avec et sans changement de phase. 


T, 
GP qui ne change pas de phase mc» (T, a 1) mc, nm T. 
A 


Liquide ou solide T, 
T,-T Inl 
qui ne change pas de phase mc ( . 1) n() 


R(T, ) 


T, 


GP, liquide ou solide 
qui change de phase à 1 


À ,,p 


À ,,p mA, _,85(T,)=m 





» Généralement la capacité thermique massique c d’un système liquide se notera c, et celui d’un système 
solide €. 
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ms POINT MÉTHODE 


Établir un bilan enthalpique ou entropique avec changement d'état 





= Un bilan énergétique permet de connaître la quantité d’énergie qu’il faut fournir au système, ou 
inversement celle que libère le système au milieu extérieur, pour pouvoir évoluer d’un état d'équilibre 
initial À caractérisé par une phase © et des grandeurs d’état T,, V,, P,, vers un état d’équilibre final B 
caractérisé par une phase B et des grandeurs d’état 7,, V,, P.. 

L’enthalpie et l’entropie étant des fonctions d’état, on peut imaginer un chemin réversible commode 
pour calculer leur variation lors de la transformation réelle À — B. 

Dans un premier temps le système sous sa forme &, doit modifier sa température jusqu’à atteindre L la 
température de transition de phase. Après avoir changé de phase, la température du système peut conti- 
nuer à évoluer, jusqu’à atteindre un nouvel état d’équilibre final sous sa forme f. 


État À État B 


phase ©, T,, P, phase B, T,, P, 






} Changement 
État A’ de phase à — f État B’ 
phase ©, T,, P phase 6, T,, P 
Asp HT) & AyS(T,) 


= Bilan d’enthalpie : A, ,H=A, ,,H+A, 4, H(T,) + Az 8H 
ne — a  — 


phase @ changement de phase phase B 


A,,,H=mc,(T,-T,)+mA, ,h(T,)+mc,;(T, -T,) 
= Bilan d’entropie : NA, 9 + À. SU) FA 
1 es a 
phase © changement de phase phase B 
Les expressions de AS à utiliser ont été établies au chapitre 22 p. 396 pour les systèmes monophasés 
(phase condensée et gaz parfait). 


% Théorème des moments 


Comme on a écrit un théorème des moments pour le volume massique, 1l est également possible de 
l'écrire pour l’enthalpie, l’entropie et l’énergie interne massiques d’un mélange liquide-vapeur : 




















h—h, S—sS$, U—u, 
— X — X = 
£ _ £ _ £ _—_ 
h,—h, S, —S U, —U, 
_h,-h _S,—S _U,—u 
M h =h HS Eu 
g l g l g l 
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Questions de cours 
a Transition de phase : définition, nomenclature, propriétés des différents états. 


sm Diagramme (P,T) du corps pur : zone d’état physique, courbes de transitions de phase, interprétation 
du diagramme, point critique, point triple. 


= Équilibre liquide-vapeur : isothermes d’Andrews, courbes de saturation, définition d’une vapeur sèche 
ou saturante, suivi de l’évolution isotherme ou 1sobare du corps pur sur un diagramme (P,T) ou (P,yv). 


= Titre (ou fraction) massique, molaire : définitions, théorème des moments (volumes, énergie, entropie). 


s Enthalpie massique de transition de phase : définition, relation entre les enthalpies, lien avec le trans- 
fert thermique, variation d’énergie interne dans une transition de phase. 


s Entropie massique de transition de phase, comparaison de l’entropie des différentes phases. 


« Bilans énergétique et entropique d’une transformation avec transition de phase. 


Erreurs à éviter 


as [l est important de ne pas conclure qu’un apport thermique augmente la température. C’était déjà faux 
sur la vapeur sèche (lors d’une transformation isotherme le transfert thermique n’est pas nul), ça l’est 
encore davantage 1c1 où l’apport thermique ne sert pas à maintenir la température, mais à permettre le 
changement d’état physique. 


Quelques « trucs » utiles 
as [1 faut toujours avoir le réflexe en présence d’un mélange diphasé de penser à la monovariance du 
système : si on connaît la température, on a automatiquement la pression et inversement. 


# On se rappellera aussi qu’en calorimétrie (généralement opérée à pression constante) on peut écrire 
que la somme des AH (= Q à pression constante) est nulle et, le cas échéant, on n’omettra pas dans les 
expressions, les enthalpies de transition de phase. Dans ce genre de situation, la méthode développée 
p. 446 est particulièrement commode. 
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4 Transitions de phase au laboratoire ou au quotidien * — corrigé p. 452 


Proposer des explications aux expériences du quotidien et du laboratoire décrites dans les questions 
suivantes, en s’appuyant sur les propriétés des transitions de phase d’un corps pur. Aucun calcul n’est 
demandé, mais l’utilisation de diagrammes, de données éventuellement à rechercher et un peu de 
réflexion seront utiles. 





© Pourquoi les aliments cuisent-ils plus vite dans une cocotte-minute ? Pourquoi est-ce particulièrement 
utile à la montagne ? 


© On recommande de baisser le gaz sous une casserole d’eau bouillante. Pourquoi la cuisson « à gros 
bouillon » n’est-elle pas pertinente ? Par ailleurs au-dessus d’une casserole d’eau qui bout, on dit 
souvent qu’on voit de la vapeur. Est-ce exact ? 


© Lorsqu'on met au congélateur une bouteille en plastique remplie d’eau, elle éclate en gelant. 
Pourquoi ? Au contraire, si l’on remplit à moitié la bouteille d’une eau très chaude et qu’on la place 
au congélateur, elle s’écrase. Pourquoi ? (Les bouteilles sont bouchées dans les deux cas). 


© Un extincteur contient du dioxyde de carbone liquide sous haute pression. Lorsqu'on utilise l’ex- 
tincteur 1l se forme une mousse (dioxyde solide) très froide. Au bout d’un court moment, le produit 
« disparaît » totalement. Que peut-on en déduire concernant les constantes caractéristiques du CO, ? 
Avec un raisonnement identique, expliquer pourquoi 1l y a de l’eau liquide sur Terre et pas à la surface 
de Mars. 


© Un bloc de glace est posé sur des tréteaux. Un fil fin aux extrémités duquel sont fixées deux masses 
importantes est posé à cheval sur le pain de glace. Au bout d’un certain temps le fil a traversé le pain 
de glace qui semble toujours intact. Expliquer ce qui s’est produit. 


O Si l’on place une tasse très propre contenant de l’eau dans un four à micro-onde, il arrive que l’eau 
ne soit pas en train de bouillir lorsqu'on la sort, bien que la tasse semble très chaude. S1 l’on place 
le sachet de thé ou une cuillère dans la tasse, une ébullition violente démarre. Expliquer ce qui s’est 
passé. Comment éviter ce phénomène qui peut entraîner des brulures importantes ? Est-ce possible 
avec une casserole sur le gaz ? 


© On réalise dans une enceinte transparente la manipulation suivante : un mélange liquide + gaz est 
d’abord détendu à température constante jusqu’à ce que tout le liquide soit vaporisé. En maintenant 
ensuite la pression, on chauffe fortement le gaz, puis en maintenant la température constante, on le 
comprime fortement, ensuite on maintient à nouveau la pression et on refroidit le système. Pour termi1- 
ner on maintient la température et on détend lentement le système. Rien n’ayant été observé jusqu'ici, 
il apparaît tout à coup des bulles... dans ce qu’on pensait être toujours un gaz. De plus du gaz apparaît 
au-dessus d’un liquide manifestement en train de se vaporiser. Comment est-ce possible ? 


Évolution d'un mélange liquide-vapeur (d'après CCP 2008) * * * > corrigé p. 454 





On reprend le dispositif expérimental de l’exercice n° 3 p. 384. Un cylindre 
indéformable de parois diathermanes, de section S$ = 10? m°, comporte 
2 pistons de masses négligeables : x, est bloqué et 7, peut se déplacer 
librement et sans frottement. 7, délimite un compartiment 0 dans lequel se 
trouve de l’eau. Le compartiment 1 situé entre les deux pistons contient de 
l’air. Dans l’état initial, noté état ©, les systèmes sont à l’équilibre thermique 
avec l’extérieur où la température est T, = 380 K. Les hauteurs des compar- 





timents sont respectivement d, =0,1m et d, =0,1m. On note que l’eau est 


sous forme vapeur et liquide, le liquide occupant une hauteur ie = 0,002 m. Les gaz sont considérés 
parfaits. On note les grandeurs en indiçant par l’état et à l’aide d’un exposant correspondant au gaz : par 
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exemple T° est la température du gaz dans le compartiment 0 dans l’état &. On place maintenant l’en- 
semble dans un thermostat à la température 7, = 390 K et on attend que le système atteigne un nouvel 
état d'équilibre f. 

On admettra que la pression de vapeur saturante de l’eau pour des températures proches de T, = 373 K 
vérifie l’expression : 


sat 2 
0 


M, I (T 
PAIN ENTCSS Me C)(r_r,) 
Où P, = P (T,) = 1,0.10° Pa et | (T,) est l’enthalpie de vaporisation (anciennement nommée chaleur 
latente) massique de l’eau. 
Données : M, = 18 g.mol ; M, = 29 g.mol” ; R = 8,31 USI ; Z(T,) = 2240 kKJ.kg”' ; masse volumique 
de l’eau liquide p, =1000 kg.m * 
© Déterminer complètement les pressions et températures de l’état ©. 


© Calculer les masses de gaz dans les compartiments et la masse d’eau liquide. En déduire la fraction 
(ou titre) massique de vapeur d’eau dans l’état ©. 


© Montrer que dans l’état f l’eau ne peut pas se trouver sous forme de vapeur sèche. 
© Montrer que dans l’état f l’eau ne peut pas se trouver uniquement sous forme liquide. 


© Calculer les hauteurs de chaque compartiment dans l’état f et la fraction massique de vapeur d’eau 
dans le compartiment 0. Commenter. 


131 Un glaçon au sauna * * > corrigé p. 455 


On utilise un calorimètre muni d’un piston mobile sans frottement, de sorte que la pression reste égale 
à la pression atmosphérique P, = 1 bar dans toutes les expériences. On introduit dans le calorimètre un 
glaçon d’eau de masse x kg à la température 1e 273 K et une masse (1 — x) kg de vapeur d’eau à la 
température T = 373 K. On rappelle : Pl) = PT) = | bar. 

Capacité thermique massique de l’eau liquide : c, = 4,18 kKJ.kg”'.K” 

Enthalpies massiques de changement d’état : À NT) = 2300 kJ.kg ' et A AT) = 330 kKJ.kg! 


© Déterminer la composition du système si la température finale est T' et montrer que dans ce cas x doit 
nécessairement être inférieur à une valeur x,,. Calculer numériquement x,,. 


© Déterminer la composition du mélange initial si la température finale est T,. Montrer que dans ce cas 
x doit être supérieur à une valeur x. Calculer numériquement x. 


© On choisit x,, < x < x. Déterminer l’état final. A.N. : x = 0,80 kg 


FA Modèle de fonctionnement d'une turbine à vapeur 
— Cycle de Rankine (d'après CCP 2007) * * *% — corrigé p. 458 


Le circuit secondaire d’une centrale nucléaire comporte les éléments suivants : un générateur de vapeur, 
une turbine, un condenseur et une pompe d’alimentation (figure ci-après). 

Les transformations subies par l’eau dans le circuit sont modélisées par le cycle de Rankine décrit 
ci-dessous. 

— À — B : compression adiabatique réversible, dans la pompe d’alimentation, de la pression P. =0,056 bar 
à la pression P, = 69,200 bar, du liquide saturant sortant du condenseur à la pression P, (état À). Cette 
compression entraîne une élévation AT de la température du liquide. 

— B — D : échauffement isobare du liquide dans le générateur de vapeur qui amène le liquide de l’état 
B à l’état de liquide saturant sous la pression P, (état D). 
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— D = E : vaporisation totale, dans le générateur de vapeur, sous la pression P.. 

— E — F: détente adiabatique réversible, dans la turbine, de P, à P. 

— F — À : liquéfaction totale, dans le condenseur, sous la pression P,, de la vapeur présente dans l’état F. 
Tous les calculs se rapportent à des grandeurs massiques. La capacité thermique massique c, du liquide 
est constante et vaut 4,18 kJ.kg”'.K°'. Le coefficient de dilatation isobare @& de l’eau liquide, supposé 
constant, vaut 1,5.10* K°{. 


Liquide saturante Vapeur saturante 
Température (°C) P., (bar) 
v, (m°.kg) h, kJkg”) v, n°.kg”) h,, kJ.kg”) 


0,056 1,00.10* 146,34 25,24 2560,67 
285 69,200 1,35.10 1261,11 0,028 2768,83 


© Représenter le cycle décrit par l’eau dans un diagramme de Clapeyron (P,v). 





© La différentielle de l’entropie massique du liquide s’écrit en fonction des variables T et P : 


ds =c, _ — &v,dP. On note AT =T —T l'élévation de la température du liquide dans la pompe d’ali- 


mentation. Sachant que AT << T,, calculer AT. On supposera pour ce calcul, que le liquide est incom- 
pressible et que son volume massique v, vaut 10° m°.kg””. Dans la suite du problème on négligera AT. 


© Calculer le titre massique x, et l’enthalpie massique h,,. du système liquide-vapeur sortant de la 
turbine (état F). Dans les questions précédentes, 1l est énoncé, que l’entropie massique d’un système 
liquide-vapeur, de titre massique x, en équilibre à la température T est donnée par la relation : 
À LT )x 
T 


s(x,T)=c, InT + ose 


OÙ À NT) est la chaleur latente massique de vaporisation à la température 7. 


© Calculer les quantités d’énergie g, et q, reçues par kg d’eau, par transfert thermique, respectivement, 
dans le condenseur et dans le générateur de vapeur. Calculer le travail w reçu, par kg de fluide au cours 
du cycle. La seconde identité thermodynamique pour un fluide en écoulement s’écrit : dh = Tds + vdP. 


© Calculer le rendement p du cycle. Comparer ce rendement à celui p, d’un cycle de Carnot décrit entre 
les mêmes températures extrêmes T et T.. 


D Turbine 


Alternateur 


Générateur 
CORRE" Er 





Pompe Condenseur 
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Résolution de problème : Qui est le plus fort ? Léa. > corrigé p. 459 


DocuMmEnT 1 : Superman 


Dans le film Superman III de Richard Lester en 1983, le héros (créé à l’origine en bande dessinée 
par Jerry Siegel et Joe Shuster) éteint un gigantesque incendie de façon originale. En soufflant sur la 
surface d’un lac des environs, 1l en gèle une bonne épaisseur en quelques secondes, soulève le bloc 
de glace ainsi formé, puis le rapporte en volant jusqu’au site industriel en feu sur lequel 1l le Tâche. 
Le glaçon se liquéfie pendant sa chute dans la chaleur de l’incendie générant une pluie qui sauve la 
situation en éteignant les flammes. 


DocumEenT 2 : Le Hobbit 


Dans le deuxième opus de la saga Le Hobbit de Peter Jackson en 2013; tiré de l’œuvre de fantasy de 
J.R.R. Tolkien parue en 1937, les nains fondent de l’or pour le couler dans un gigantesque moule. 
Cet or liquide sera utilisé pour submerger un dragon (dont on sait qu’il vénère l’or par-dessus tout). 





Hypothèses de travail s’appuyant sur les images des films 

Les dimensions du lac sont de quelques kilomètres, on pourra assimiler le bloc de glace à un cylindre 
de 2 km de diamètre et d’un mètre d’épaisseur. De même, le moule contenant l’or liquide sera assimilé 
à un cylindre de 20 m de haut et de 5 m de diamètre. 


Données complémentaires : 


Les grandeurs liées aux changements d’état sont données à pression atmosphérique, les capacités ther- 
miques sont arrondies et supposées constantes dans les domaines utilisés. 


pions De ; Enthalpie Enthalpie 
thermique thermique Température Température à : 
. : ’ : massique massique de 
Densité massique massique de fusion d’ébullition : De 
du liquide du solide CC) CC) de fusion vaporisation 
q (kJ.kg”) (kJ.kg”!) 


(kKJkg LK1) | (KJ.kg!.K71) 


Ordre de grandeur de la puissance d’un réacteur nucléaire ou d’une centrale thermique : 1 GW 





Problème à résoudre : Analyser, quantifier, comparer et commenter ces prouesses énergétiques. 
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il Transitions de phase au laboratoire et au quotidien > énoncé p. 448 


O Les aliments cuisent dans l’eau bouillante, donc à la température T, du changement d’état de l’eau. Au 
niveau de la mer, à la pression normale de 1 atmosphère (environ 1 bar), T, = 100 °C. Dans la cocotte- 
minute, la pression est supérieure, car la vapeur est bloquée dans la marmite et 1l se produit un équilibre 
qui permet d’atteindre 1,8 bar (la soupape s’ouvre s1 la pression dépasse cette valeur), ce qui correspond 
à 1, = 118 °C. À plus haute température, les aliments cuisent plus rapidement (la température est un 
facteur cinétique). Inversement, à la montagne, la pression diminue rapidement avec l’altitude. À 2000 
m d’altitude, la pression est de 0,8 atm pour une température d’ébullition de l’eau 7° = 95 °C, en haut du 
Mont Blanc (respectivement de l’Everest) la pression tombe à 0,55 atm (resp. 0,3 atm) et T = 85 °C (resp. 
70 °C). Cette fois les aliments sont de plus en plus longs à cuire au fur et à mesure qu’on s’élève, d’où 
l'intérêt de la cocotte-minute ! 





© La chaleur fournie par le gaz (ou la plaque électrique) sert dans un premier temps à élever la température 
de l’eau. Une fois l’ébullition atteinte, la température n’évolue plus et l’apport thermique ne sert qu’à 
vaporiser l’eau liquide. Il est donc pertinent de baisser le gaz de façon à juste maintenir l’ébullition. La 
cuisson ne sera pas plus rapide à gros bouillons, la température sera toujours de 100 °C et on gaspillera 
surtout de l’énergie à faire évaporer l’eau. La vapeur d’eau est invisible, comme tous les gaz incolores. 
Ce qu’on a l’habitude d’appeler vapeur est en fait de l’eau liquide sous forme de très fines gouttelettes 
formées, lorsque la vapeur qui s’élève de la casserole se refroidit dans l’air ambiant et se liquéfie. Il en est 
de même pour la buée de respiration en hiver, si on la voit, c’est parce que l’eau est sous forme liquide. 


© Le volume massique de l’eau liquide est plus faible que celui de l’eau solide, de ce fait le volume augmente 
lorsque la glace se solidifie. C’est pourquoi la bouteille fermée éclate en général. On peut l’éviter en la 
gardant ouverte ou en ne la remplissant pas totalement, car en laissant beaucoup d’air, ce dernier se com- 
primera facilement sans détruire la bouteille. Si l’on met de l’eau très chaude, en ne remplissant que la 
moitié, une grande quantité de vapeur d’eau est enfermée en même temps que l’eau liquide dans la bou- 
teille. Elle se refroidit et se liquéfie en diminuant fortement de volume, la bouteille s’écrase. 


© Le dioxyde de carbone est initialement liquide à P 
haute pression et température ambiante. L'ouverture 
provoque une détente brutale qu’on peut supposer 
adiabatique, le CO, se refroidit donc brutalement et se 
solidifie (AB). Il évolue ensuite à pression constante P stockage 
(atmosphérique) et se réchauffe progressivement 
(BD). S'il « disparaît » c’est qu’il passe sous forme ne Sp 
vapeur. Donc il se sublime. Cela suppose que Îla pres- 
sion ambiante permet ce changement d’état, donc que 
la pression du point triple du CO), est supérieure à 
la pression atmosphérique. Il n’en est évidemment 





atmosphérique 


VAPEUR 


T 


> à ; : | T 
pas de même pour l’eau. Ce qui explique qu’elle existe B ambiant 


sur Terre à l’état liquide, au contraire de Mars où la pression en surface est beaucoup trop faible pour auto- 
riser la présence d’eau liquide. Les données sont faciles à trouver dans une base de données ou sur internet. 


Point triple CO, : T=216,55K et  P=5,19.10° Pa (soit 5,12 atm) 
Point triple eau : T=273,16K et P=611 Pa (soit 0,006 atm) 
Pression à la surface de Mars : P = 30 Pa (soit 0,0003 atm) 


5. C’est Denis Papin (1647-1712) scientifique et inventeur de génie qui inventa la cocotte-minute, avec un appareil appelé 
digesteur. On lui doit aussi la machine à vapeur et le premier sous-marin (baptisé urinator). Il ne sut jamais rentabiliser ses 
inventions et, très en avance sur son temps, se fit de nombreux ennemis. Il mourut sans doute dans un grand dénuement 
dans les bas quartiers de Londres, rejeté de la Royal Society par le tout puissant Newton. 
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© La force exercée par le fil est importante du fait des poids fixés à ses extrémités et de surcroît répartie 
sur une faible surface. De ce fait, la pression est localement élevée au niveau du fil et la compression 
de la glace d’eau produit de l’eau liquide (c’est le contraire avec les autres corps). Donc, locale- 
ment, la glace fond, le fil s'enfonce et, la pression redevenant normale en surface, l’eau se resolidifie. 
Le fil progresse ainsi jusqu’à traverser la glace, qui se reforme au fur et à mesure. À la fin, le pain de 
glace est intact et le fil a traversé toute l’épaisseur et se retrouve sur le sol. 


O Ce phénomène est un retard au changement d’état ou état métastable. La température monte 
au-dessus de 100 °C, température où la vaporisation devrait commencer (et la température cesser 
d'augmenter). L’eau est alors dans un état dit métastable, en dehors d’une situation d’équilibre. Il 
suffit alors d’une toute petite perturbation (sachet de thé, cuillère, agitation) pour ramener le système 
à l’équilibre, l’ébullition retardée démarre alors très violemment. Pour l’éviter, 1l faut que le milieu 
soit perturbé pendant la montée en température. On évitera de chauffer de l’eau pure, le plateau tour- 
nant fournit aussi une agitation bienvenue. Cela n’arrive pas avec la casserole, car le chauffage par 
en-dessous provoque rapidement de la convection (l’eau plus chaude inférieure est moins dense et 
remonte) qui agite fortement le milieu. Avec un micro-ondes au contraire, les ondes excitent toutes 
les molécules d’eau en même temps et chauffent uniformément le liquide, par conséquent 1l ne se 
produit pas de convection. 


Bien comprendre 


L'état métastable, ou du retard au changement d’état, n’est pas un état d'équilibre, on ne peut pas le placer 
sur un diagramme. 





Remarque : L'utilisation d’état métastable à permis de réaliser les premiers détecteurs de particules. Dans 
la chambre à brouillard, un gaz brutalement détendu ne se liquéfie pas, malgré une température inférieure 
à celle du changement d’état, on dit que la vapeur est sursaturante. Le passage d’une particule provoque la 
liquéfaction le long de sa trajectoire, qui est ainsi matérialisée par des microgouttes (brouillard). De même 
dans la chambre à bulles où le liquide est sursaturant et dans lequel des bulles se forment sur la trajectoire. 
La surfusion est l’état métastable d’un liquide qui devrait être solide, elle se produit par exemple pour des 
gouttes de pluies en hiver qui restent liquides dans une atmosphère à température inférieure à O0 °C. Au 
contact du sol, elles gèlent instantanément, provoquant le verglas sur les routes. 


© Cette manipulation qui s’appelle tour du point critique  P 

est compréhensible si on a la représente sur un diagramme 
(PT). On part du mélange bien visible (A), puis on 
vaporise par détente, le système est clairement dans l’état 
gazeux (B), on a vu disparaitre progressivement le liquide. 
Ensuite on chauffe (BD), puis on comprime (DE) et enfin 
on refroidit (EF), aucun changement n’est visible, car le 
fluide passe continûment d’un point à l’autre. Lorsqu'on 
détend, on arrive en À, on voit apparaître le gaz au-dessus 
du liquide qu’on pensait être toujours du gaz. Il faut évi- 
demment que T, <T-etT, > T+. 





SOLIDE 


VAPEUR 





Remarque : Dans la pratique l’expérience se mène un peu 
différemment avec des isochores moins faciles à représen- 
ter sur le graphe (PT), mais le principe est le même, 1l faut faire le tour du point critique. On trouve sur 
internet des vidéos montrant cette expérience avec le suivi sur un diagramme de Clapeyron. Cette manipu- 
lation est par ailleurs réalisable dans les lycées qui possèdent le matériel adéquat. Le même matériel permet 
également d’observer l’opalescence critique, cet état très particulier du fluide au point critique. 


critique 
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PA Évolution d'un mélange liquide-vapeur > énoncé p. 448 


© Les parois sont perméables à la chaleur, d’où T° =T, =T., =T, =380 K. De plus le piston Tr, étant 


ext 


mobile, la pression dans le compartiment 0 est identique à la pression P, dans le compartiment 1. Dans 
l’état &, l’eau est à l’équilibre liquide-vapeur, elle est à la pression de vapeur saturante : 





P=P;,=P,=P,(I,)=P,e spl D (7, 1) [12810 Pa 


0 


© Dans les deux compartiments 0 et 1, les gaz sont supposés parfaits. D’où : 


_M;r, 














0 mie ___É,vap 0 0 
AAA vap — M, HAE —> RT (de 4, ï9) = 0, 71 2 
a 
7 Va M ,P 
PE on = VAR 2 1, = RT. æ Sd, =1,17 g 
Le volume de l’eau liquide permet d’obtenir sa masse : Eig = re Sd, x Pr = 20,0 g 
Ainsi la masse totale de l’eau dans le compartiment 0 est: |m, =m, 5, + My, = 20,7 8 


La fraction massique de vapeur d’eau dans l’état œ vaut : 





On note dans la suite du problème, d = d° +4. 


© Dans ce nouvel état : T° = T'! = 390 K et P° = P!. La pression de vapeur saturante à cette température vaut : 
fs a mr P P 


sat 


(T;)=P, exp] M2 De (r, n)|- 1,81.10° Pa 
0 


P =P,=P,=P 





Supposons que dans l’état B l’eau dans le compartiment 0 se trouve uniquement sous forme de vapeur 
sèche, qui se comporte comme un gaz parfait, de même que l’air dans le compartiment 1 : 


om 
PsSdy = ER, 


l = PS(d+d;)=| era ler, = p,5a =) Te + Ta |RT, 
1 Ma vap M M, M, A 
PySdg=——"RT; 
M, 
> = M 4 T'as _ =1,93.10° Pa > 1,81.10° Pa 
M, Sd 





La pression obtenue P; n'est pas inférieure à P, (T), l’eau ne peut pas être uniquement sous forme de 
vapeur sèche. 


© Supposons maintenant que dans l’état B l’eau dans le compartiment 0 se trouve uniquement sous forme 
liquide. La hauteur de l’eau liquide peut être négligée (- 2 mm), le gaz dans le compartiment 1 occupe tout 
le volume et sa pression vaut alors : 


_ M, sa R TG 


= 6,62.10* Pa <1,81.10° Pa 





M, Sd 


La pression obtenue P; n’est pas supérieure à P (T,), l’eau ne peut pas être uniquement sous forme liquide. 
Ainsi, dans l’état f, l’eau est obligatoirement en phase liquide-vapeur et la pression régnant dans les deux 


compartiments est égale à Pr =Py (T ’ = 1,81.10° Pa 
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© La hauteur du compartiment 1 vérifie alors : 


m,.. RT 
PSE —— RT, d’où : dy =" —"#© = 0,072 m 


À 


On peut en déduire la hauteur du compartiment 0 : d; = d- d; = 0,128 m 


La masse totale m, est conservée et on cherche la hauteur occupée par l’eau liquide ds 


M,P,S 





et l’eau vapeur d, B. 


lig _. 


0 dy B,vap” SP M, 0 0 
mz = ME jig rm M. vap = d3, ta Pi 1 RT avec ä, = d} vap +d, lig 
B 
d, . SP,M 
> Bvap-" BE 
—, m; = (a; - 5 op )SPe + Te 
m.-—Spd, 
HOUR re a dd die 10 10m 
S(P,M,-PRT;) 


On peut maintenant obtenir les masses de l’eau sous forme liquide et sous forme vapeur : 
Sp, =19,4g et 





M x Jig — dé, liq 


Ainsi on en déduit : 





L'apport d’énergie thermique transforme une petite quantité d’eau liquide en eau sous forme vapeur. 


Bien comprendre 


s Le calcul des valeurs numériques doit se faire avec un certain nombre de chiffres significatifs, car la 
pression dans les états & et 5 dépend d’une exponentielle. Arrondir les résultats à deux chiffres significatifs 
après la virgule engendre un écart important sur la valeur numérique de x, et X y 


sm Ona1ci mené les calculs de façon rigoureuse. On peut également arriver  _ à un résultat correct en 
= P,d3S ! RT; =1,28 g 


négligeant le volume du liquide devant celui de la vapeur : ds, ia € Ag . Bsvap 


M ,Vap 
et 





=19,4g. 


M ÿ, lig S My — M ap 


El Un glaçon au sauna > énoncé p. 449 


L'ensemble des transformations se fait à pression constante pour un système fermé : 
AVG EN = DO or l’ensemble est adiabatique, d’où AH = 0. 


Le système est formé initialement d’un glaçon et d’une vapeur. Pour calculer AH (la fonction d’état), on 
imagine des transformations simples pour lesquelles AH est facile à calculer. 


Dans toutes les études qui suivent, on se ramène à une seule inconnue à déterminer, dont la valeur permet 
de connaître l’ensemble de l’état du système : y dans la question ©, z dans la question @ et T dans la 
question @. Attention, ici x n’est pas une inconnue, mais une donnée. 


© À la température T', sous pression P,, le système ne peut être que dans l’état liquide-vapeur : 
le glaçon a totalement fondu, l’eau liquide s’est réchauffée ce qui nécessite un apport thermique. 
æ une partie y de la vapeur s’est liquéfiée pour donner cet apport thermique. 
La modélisation de la transformation est schématisée page suivante. 
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x solide à T, 


Etat initial Etat final 
x solide rs (x+ y)liquide 
(1—x)vapeur il (1—x-—y)vapeur 


y vapeur à 7, 





On peut ainsi écrire le bilan énergétique de ce système : 


A R(T,)+xc (T.-T,)-yA,,h(T.)=0 d’où 


vap 





Cette transformation n’est possible que s’il y a assez de vapeur, d’où y < 1 — x, ce qui me d’écrire que : 


A (Tr, }+a(r -7,)<(1-n)a (Tr) 


Ne 


© À la température : sous pression P,, le système ne peut être que dans l’état solide-liquide : 
…æ La vapeur s’est totalement liquéfiée, puis s’est refroidie, l’ensemble a fourni de la chaleur. 
= Une partie z du glaçon a récupéré cette chaleur pour fondre. 


La modélisation de la transformation est schématisée c1-après : 


Etat initial Etat final 
x solide = > y (x—z)solide 
(1—x)vapeur NZ A (1-— x+7)liquide 


z solide à T, 





On peut ainsi écrire le bilan énergétique de ce système : 


ZA h(T,)-(1-x)A,,h(T.)+(1-x)c,(T, -T.)=0 d’où : 


fus vap 





Ph Ï Chi Ï MP | > Y- ra C = fr aphoe hloamnaot SOIT 
- S na ranelhrmernaneahinnemantrnm 
ysique imie LD Ce. l | LE LUC ll w IN — | 9 L l) Q È — BY RNRJ LA HULL }} | | | 
PSI SG SIIVIV ua Fe 7 wub D J'op IV WENI 
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Cette transformation n’est possible que s’il y a assez de glace, d’où z < x, ce qui permet d’écrire que : 
(1- x)| A, AT. )+ c(T.-T, } <xA, h(T,) 


A N(T.)+c(T. -T,) 


vap 


CEE | EL 


vap 


© Dans ©, pour qu’il reste de la vapeur il faut que x < x,, donc si x > x,, il n’y a plus d’eau vapeur. Dans 
©, pour qu’il reste du solide il faut que x > x, donc si x < x, cela implique qu’il n’y a plus d’eau solide. 
Aiïnsi dans les deux cas 1l ne reste que de l’eau sous forme liquide soit (1 — x + x = 1 kg). 
On cherche à identifier l’état final, donc à connaître la température finale notée 7, seule inconnue du problème. 


Etat initial | Etat final 
x solide = | : 1 kg liquide 
(1— x)vapeur LS Ad ne ci KE 


x solide à T, x liquide à T, x hquide à T 





On peut ainsi écrire le bilan énergétique de ce système : 


xA  R(T,)+xc, Êr -T,)-(1-x)A,,h(T.)+(1-x)c, ( —T = 0 


d’où : T{xc,+(1-x)c, |=-xA hÎT, )+(1-x)A HU, == r)Tc 


vap 


(1-x)A h(T.)-xA h(T,)+c(xT, +(1-x)T. 


soit : CE AC RP ACTU AAC LE BETETE TRES TE 
l 





Bien comprendre 


sm En calorimétrie, on écrit presque toujours un bilan enthalpique global de somme nulle. Concernant les 
unités, on peut conserver les données en KJ (car on ne fait que des rapports) et exceptionnellement les tem- 
pératures sont en °C (7, =0 °C et T, = 100 °C), puisque n’interviennent que des différences de températures. 
s La transformation réelle se fait différemment, sans passer par des états intermédiaires d’équilibre, mais 
pour calculer AH (ou AS) on peut choisir un chemin plus commode (voir point méthode p. 446). 


Dans l’étude du changement d’état 1l faut bien identifier les inconnues : 

— S’il y a deux phases, l’inconnue est la composition, P et T sont connues (@ et ©). 

— S'il n’y a qu’une phase, l’inconnue est l’état, ici T, la composition est connue (€)). 

= Attention, certaines erreurs sont à éviter : au-dessus de x, on a la phase liquide-solide et au-dessous de x,, on 
a la phase liquide-vapeur, il ne faut pas en conclure qu’entre les deux on a .. la phase solide-hiquide-vapeur ! 
Cela est évidemment faux car ce n’est possible qu’au point triple et la pression n’est pas la bonne. 
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E1 Modèle de fonctionnement d'une turbine à vapeur — Cycle de Rankine > énoncé p. 449 


© L'eau subit des changements d’état liquide-vapeur. On place donc la courbe de saturation sur le diagramme 


de Clapeyron ainsi que les deux isothermes T' et T.. 


Liquide + Vapeur 





© La compression AB est adiabatique réversible donc isentropique, d’où : 
ds =c, -0v,dP = 0 
AT+T: QT P, AT +T 
cf = av [, De. [AT = @v,(P, -P) 


AT < T;, on peut faire un développement limité de la fonction In(1 + x), d’où : 


Qui s’intègre en : 


T, (EP, — P, 
NÉS PE 5 are MB) 7 6102K = 0,076 °c 
in T; ue 

On peut donc négliger cette différence de température et écrire que T, = T,, ce qui revient à confondre les 


positions (très proches) de B et B' sur le diagramme. 





© Dans la turbine, la détente EF est adiabatique réversible, donc isentropique, avec un système diphasé. 
Donc, en utilisant l’expression de l’entropie pour un système diphasé liquide-vapeur on obtient : 


Ah. (T, }x, AVDLRIESS 
AS ,r Sp SE =0 => CZ A UT hT 
: 1 







7} ne - 


' han LE 


E se trouve sur la courbe de rosée, x, = 100 %. Aïnsi : x, = 66 Z. 
L’enthalpie massique de l’état F s’obtient en appliquant le théorème des moments pour l’enthalpie massique : 


hr = XF (he (T)-h,(L))+h,(T)=1740 kKJkg” 


, | LE } A h(T x; 
À h 


d’où : FA h(T) C A 


vap 


= h,r —h,(T) 
rer 
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© De F à À, le gaz se liquéfie à pression constante, d’où : 





À,.,H 
== A, ,h=h,-h,=h,(T)-h,;=-1593 KJkg” 
La transformation BD est isobare, donc : DIN NSP E D INNRER 
L’échauffement BD est isobare : dP=0 
L'identité thermodynamique massique s’écrit alors : dh = Tds + vdP = Tds 
La variation infinitésimale de l’entropie se simplifie 
au dT' 
également en : ds=c, 7 —Av.dP mn 2 
Soit finalement : dh = c dT 
hp 2 
En intégrant : [ dh — 2.) RER A CAE -T;) 
Pour la vaporisation DE : AREA) rit) 
Ainsi : |g, = A, 4h =C,(T, -T)+h;(T,)-h,(T,)=2553 kJ.kg” 





Pour un cycle, la variation de l’énergie interne massique est nulle. Aïnsi d’après le premier principe 


Au=w+q=w+g +gq, =0, ce qui permet d'écrire : |w= —(4, + q) = 960 KJ.kg ” 





© Le cycle de Rankine est moteur. Le rendement sur un cycle s’écrit donc : 


énergie mécanique récupérée par l'utilisateur  —w 37.6% 
= ————————————————————————————————————_ = — — © 
énergie thermique payée par l'utilisateur UE i 





Le rendement maximal, c’est-à-dire le rendement de Carnot, vaut : 


Bien comprendre 


Ce problème reprend en grande partie toutes les notions fondamentales vues au cours des chapitres de 
thermodynamique : le premier principe, les identités thermodynamiques, le travail échangé, la chaleur 
échangée, le rendement et les changements d’état. Il est donc impératif de garder en tête que la thermo- 
dynamique, dans tout son ensemble, permet de comprendre et d’expliquer la majorité les phénomènes 
physiques du quotidien, mais aussi le fonctionnement des machines industrielles et domestiques. 





Résolution de problème : Qui est le plus fort ? — énoncé p. 451 





Calculs préliminaires 

Masse d’eau gelée par Superman : m=prr"h=10 rm x(10") x1=3.10° kg 

Masse d’or fondu par les nains : m°= p'xr'"h =1,93.10" x x(2,5)°20 = 8.10° kg 

N. B. : La densité est le rapport de la masse volumique d’un corps sur la masse volumique de l’eau 
(= 10 kg.m *). 


Superman 

Superman doit effectuer divers transferts énergétiques. Il doit d’abord refroidir une masse m d’eau du lac 
de la température ambiante (7; = 20 °C) à la température de fusion (7,= 0° ©), puis la solidifier. L'énergie 
correspondante est : 


AH=mc(T,-T;)-mA,.h= —3.10°(4,2x20+333).10° =—10° J 
Superman doit ensuite soulever le bloc de glace (à une hauteur de vol estimée à z = 200 m), donc vaincre 


\ 


l’énergie potentielle de pesanteur correspondante, puis communiquer une vitesse de vol (estimée à 
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vw = 100 m.s ! = 360 km/h) au super glaçon, donc une énergie cinétique. L'énergie mécanique à dépenser pour 
apporter le bloc de glace sur le site de l’incendie est donc : 


2) 
ë, = mec+Lmv = 0x0 0) Sn 


On a négligé les frottements, rien ne freine Superman quand 1l sauve le monde. On notera encore une fois que 
les énergies nécessaires aux changements d’état sont importantes, 1l est beaucoup plus «facile» énergétique- 
ment de soulever et transporter le bloc de glace que de l’obtenir ! 

Il faut noter que l’obtention du glaçon est un transfert thermique (AH = Q,) qui rapporte de la chaleur à 
Superman, cependant cette transformation étant contraire au second principe (le lac en équilibre thermique ne 
va pas spontanément se transformer en glace), 1l faut l’équivalent d’une machine thermique à Superman pour 
réaliser cette réfrigération. Il doit donc consommer une énergie du même ordre de grandeur (travail W) et sur- 
tout évacuer une énergie thermique (Q,.) du même ordre de grandeur vers une source chaude. Si cette source 
chaude est l’environnement, 1l va faire très, très chaud autour de lui (la capacité thermique d’un gaz étant net- 
tement plus faible que celle de l’eau liquide)... ou alors il faut vaporiser une partie du lac pour compenser. On 
peut enfin imaginer que Superman dispose d’une super batterie intégrée, qu’il transforme l’énergie thermique 
prise à l’eau en énergie stockable, la stocke et la réutilise sous forme de moteur pour transporter le glaçon… 
Dans tous les cas, les ordres de grandeurs des échanges énergétiques réalisés par Superman correspondent à 
l’énergie fournie par une centrale pendant 6 heures (énergie mécanique) à 12 jours (énergie thermique). 


Le hobbit et les nains 
Les nains doivent chauffer la masse m' d’or de la température ambiante (7 = 20 °C) jusqu’à sa température 
de fusion QE = 1064 °C) puis la faire fondre. L'énergie correspondante est : 


AH'=m'e{(T;-T)+m'A,.h"=8.10°(0,13x1044+64).10" = 2.107 J 


Outre que cette fusion est nettement plus réaliste techniquement et physiquement que l’exploit de Superman, 
elle consomme l’énergie fournie par une centrale pendant environ 30 minutes. 


Dans tous les cas, bien que considérables, ces diverses prouesses énergétiques sont tout à fait insignifiantes 
devant celles mises en jeu dans Star Wars (voir problème p. 316), et les héros ne feraient pas le poids (en tout 
cas d’un point de vue énergétique) devant Dark Vador... à moins de suivre un entraînement de Jedi ? 


Bien comprendre 


sm Dans ce type d’énoncé, on attend avant tout un raisonnement et 1l est tout à fait indiqué de faire des 
calculs d’ordre de grandeur et d’arrondir sans hésiter les valeurs utilisées et obtenues. Il faut aussi choisir 
des valeurs, on les prendra simples et commodes avec des ordres de grandeurs pertinents. Il n’est pas 
indispensable (bien que faisable en choisissant une valeur d’efficacité par exemple) de déterminer avec 
précision les valeurs des grandeurs énergétiques de la machine frigorifique qui pourrait jouer le rôle de 
Superman. On a vu au chapitre précédent que les valeurs de ©,,, OQ, et W sont du même ordre de grandeur, 
et 1c1 encore, même un facteur 10 ne modifie pas les conclusions. 


= Il ne suffit pas par contre de calculer les valeurs des énergies mises en jeu (ce qui est relativement 
simple), 1l faut surtout discuter la pertinence physique de phénomènes. D'ailleurs, bien d’autres problèmes 


physiques pourraient être évoqués 1c1 : un glaçon 1 000 fois plus long qu’épais saisi par un de ses bords 
risque à coup sûr de se briser, la quasi-instantanéité des changements d’état de l’eau est suspecte, l’or 
hquide dans une enveloppe d’or solide qui tient bien debout pendant que le dragon l’observe et dont l’or 
liquide jaillit brutalement est peu vraisemblable, l’ensemble devrait plutôt s’étaler assez mollement sur le 
sol, dès l’ouverture du moule. On aurait pu d’ailleurs déterminer la profondeur du bassin que peut emplir 
cet or, elle est également largement insuffisante pour submerger le dragon. 





Champ magnétique 





L'électromagnétisme est un domaine très vaste de la physique, qui repose sur une des quatre 
interactions fondamentales (l'interaction électromagnétique) dont le champ d'action s'étend des 
particules élémentaires aux galaxies. L'électromagnétisme est omniprésent en physique, que l'on 
étudie la physique des particules dans les grands collisionneurs, la lévitation des matériaux supra- 
conducteurs ou qu'on s'intéresse aux objets les plus exotiques de l'univers comme les magnétars, 
mais aussi dans les phénomènes du quotidien, que l'on colle un magnet sur son réfrigérateur ou 
que l'on recharge son téléphone et même au cœur du fonctionnement de notre organisme lors- 
qu'on bronze au soleil ou que l'on fait travailler ses muscles ou ses neurones... C'est Maxwell 
qui a ouvert la voie de l'électromagnétisme en unifiant ce qui semblait être, avant lui, des phéno- 
mènes distincts (électricité et magnétisme) et Einstein qui a ensuite poussé plus loin l'unification 
en intégrant l'électromagnétisme à la relativité. 


ss OUTILS MATHÉMATIQUES x 


= Trièdre direct : de même que le sens trigonométrique est choisi par u 

convention comme sens positif pour orienter le plan, l’orientation de | : à + 
l’espace fait l’objet d’une convention. Il existe de nombreux moyens e, _ IS : 
mnémotechniques (peu élégants) utilisant les doigts d’une main pour % 6x 
le visualiser. On retiendra plutôt que si le trièdre (À, B, C ) est direct, 

alors lorsque la rotation de À vers B est vue dans le sens trigonométrique, C pointe vers soi. Les bases 
des systèmes de coordonnées sont toujours directes, la vision familière du trièdre de la base cartésienne 


(e,:8,,8) suffit donc à visualiser le sens direct. Par ailleurs toute permutation circulaire dans un trièdre 
direct est aussi directe ((e.,6,,6,) par exemple). 


À, B, AB. —AB, 
= Produit vectoriel: À À B = A, [1] B, |[=| AB, -A,B, |- lA]]A]sincÀ. Bu 
A B. AB AB 


z 





= Le produit vectoriel À À B est orthogonal aux vecteurs À et B et le trièdre (À, B, À À B) est direct. 
= Le produit vectoriel est anti-commutatif : À A B=-BAA 
Le produit vectoriel de deux vecteurs colinéaires est nul. 





D 
1. Propriétés d'un champ vectoriel 


Au chapitre 15, l’intérêt et le rôle du concept de champ ont déjà été évoqués. Cette notion est particuliè- 
rement féconde en électromagnétisme. 
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Définition 


Un champ (vectoriel ou scalaire) est une propriété de l’espace qui permet en particulier de modéliser 
les interactions entre différents systèmes et qu1 doit rendre compte des observations expérimentales. 
En toute généralité, un champ se définit en un point M quelconque de l’espace et à un instant f quel- 
conque, 1l dépend donc à la fois des coordonnées du point M et du temps f. 


Définitions 
= Un champ uniforme est un champ dont les caractéristiques sont les mêmes en tout point de l’es- 
pace considéré : V(M, PP) Ee espace considéré et Vf : C(M,r)=C(P,f) 
a Un champ stationnaire est un champ dont les caractéristiques sont indépendantes du temps : 
VM € espace considéré et Y(4,1') : C(M.n=C(M;r') 





= On ne confondra pas ces deux notions et on évitera le terme de champ constant qui prête à confusion 
pour une grandeur qui dépend de plusieurs variables. 


= Pour un champ vectoriel, les caractéristiques concernent la direction, le sens et la norme. 


La description d’un champ vectoriel (cas qui va faire l’objet de ce chapitre) suppose a priori de connaître 
son expression mathématique en tout point et à tout instant, ce que permettent d’établir les équations qui 
régissent le phénomène étudié. Cependant, même en l’absence de son expression, 1l peut être commode 
de visualiser les propriétés du champ à travers des représentations liées à sa nature vectorielle. 


Définition 
a Une ligne de champ d’un champ vectoriel est une courbe en tout point tangente au vecteur champ 
dans la zone d’espace considérée. Elle est orientée selon le sens du champ. 


= Le spectre d’un champ vectoriel est l’ensemble de ses lignes de champ dans l’espace considéré. 


= Un tube de champ est un faisceau de lignes de champ s’appuyant sur un contour fermé. 





= La ligne de champ reste une courbe imaginaire (comme l’équateur ou l’orbite d’une planète), c’est un 
outil commode de visualisation. 


= La valeur du champ n’a aucune raison d’être identique tout le long de la ligne de champ. 


= Le spectre d’un champ uniforme est un ensemble de droites parallèles, puisque tous les vecteurs sont 
eux-mêmes parallèles entre eux. 


= S1 le champ est stationnaire, le spectre n’évolue pas dans le temps, sinon 1l est susceptible de se modi- 
fier à chaque instant (mais pas nécessairement, voir exercice n° 1 p. 474). 







C(M') 


Ar 


C(M') = C(M) 


Ligne de champ Spectre d'un champ uniforme Tube de champ 


Propriété 


On montre que la valeur du champ magnétique augmente dans les régions où les lignes de champ se 


resserrent et diminue dans les zones où elles s’évasent. 
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Définition 


Le flux d’un vecteur à travers une surface élémentaire est le 
produit scalaire de ce vecteur par le vecteur surface, lequel est 


défini orthogonal à la surface et de valeur égale à la surface : 
do =C(M,r).dS 

Sur une surface quelconque, le flux du vecteur est la somme 

des flux élémentaires :  @(f) = [f. di = [[. C(M.#).4S 


L'unité du flux dépend de la nature du champ étudié. 





Le flux d’un champ uniforme à travers une surface plane est donc : @(f) = Cuniforme (E).S plane 


2. Le champ magnétique 


On a déjà vu que la notion de champ permettait d’étudier plus facilement les phénomènes en décon- 
nectant les causes (sources) et les conséquences (actions exercées par ces sources sur les systèmes). En 
physique on décrit le phénomène électromagnétique à l’aide de deux champs vectoriels appelés champ 
électrique et champ magnétique. Le second fait l’objet de ce chapitre. 


Le magnétisme est facilement observable au quotidien : le clou en fer est attiré par un aimant, l’aiguille 
de la boussole s’oriente vers une région précise de la Terre. En 1820, Hans Orsted (1777-1851) mit en 
évidence la propriété qu’a un conducteur parcouru par un courant de dévier l’aiguille de la boussole. 


Définition 


Le champ magnétique est un champ vectoriel susceptible d’exister en tout point de l’espace et qui 


dépend, en toute généralité, de la position et du temps. Son existence et ses propriétés doivent per- 
mettre de justifier les phénomènes magnétiques observés. Le champ magnétique est noté B(M.,f), sa 
valeur s’exprime en Tesla (T). 





= Les astres, les aimants, les courants sont des sources de champ magnétique et inversement sont sus- 
ceptibles d’être affectés par la présence d’un champ magnétique. 


= Les équations de Maxwell permettent d’exprimer le champ magnétique en fonction des sources et 
des milieux (vide ou matériels) dans lesquels 11 s’exerce. On retiendra les ordres de grandeurs suivants : 


Aimant ÉA 
artificiel permanent 
$ 107 10% 10% 10% 10? 10? 10 1 10! 102 10 10 109 109 107 109 10° 10% 10! 107 B (Tesla) 
EA = 
électroaimant 





Fil 1 A Terre Soleil Aimant IRM  ÉA pulsé Pulsar  Magnétar 

àlm naturel 
= De même que dans l’expression de la force électrique (donc du champ électrique) figure la constante €, 
(la permittivité diélectrique du vide) dans l’expression du champ magnétique figure la constante u, 
(perméabilité magnétique du vide). Ces deux constantes sont liées par la relation : 


ec =1 où c est la célérité de la lumière dans le vide, et: 4, =4m10 "Him 


= Dans la plupart des phénomènes, le champ magnétique est indissociable du champ électrique, au point 
qu’on l’appelle le champ électromagnétique. Par ailleurs les variations du champ électromagnétique sont 
susceptibles de se propager, ce sont les ondes électromagnétiques, qui sont aussi des solutions des équa- 
tons de Maxwell. Si l’on se place en régime stationnaire cependant, les deux champs sont décorrélés et l’on 
peut étudier séparément l’électrostatique et la magnétostatique. Dans le cadre de l’ARQS, les variations 
locales des champs (et des courants qui sont liés à leur étude) sont suffisamment lentes devant les temps 
de propagation, pour que nombre de résultats des régimes stationnaires s’appliquent, bien que les champs 


Hot.conmartie 4 - Électromagnétisme 463 





Champ magnétique 





soient corrélés. Cela revient à dire, entre autres, que les variations de la valeur d’un courant (sinusoïdal par 
exemple) se répercutent instantanément sur les variations du champ magnétique qui en découle. 


Au chapitre 15, on a étudié l’action du champ magnétique sur les particules chargées, sans réellement 
se préoccuper de la nature des sources de ce champ. Dans ce chapitre on va s’intéresser d’une part aux 
sources de champ magnétique et d’autre part à des effets plus généraux des champs magnétiques. Dans 
tous les cas on se place dans le cadre de l’'AROS. 





nl Sources de champ magnétique 


1. Les astres 





Cornet 
polaire 







Une étoile, une planète, ou d’autres objets plus exotiques du 


cosmos sont généralement des sources de champs magné- + 
tiques. Ces champs sont parfois très intenses comme dans  .. " 
? . NN ._ y Vent solaï 
les étoiles à neutrons! par exemple. Leur origine est liée ——> | 
ex , . 0 ——— > s 
au comportement de la matière dans l’astre (rotation d’un . 

. ——> nel 
noyau métallique par exemple dans le cas de la Terre). Les """""" --- ss 
spectres de ces champs sont complexes et évoluent dans le Cornet 

2,° . polaire 
temps. Le champ magnétique de la Terre est un bouclier Magnétopause 


très efficace contre les particules émises par le Soleil, sans  °°uce:CNES 


lequel la vie ne pourrait exister sur Terre. On appelle magnétosphère, la zone d’influence notable du 
champ magnétique terrestre. On voit sur la géométrie du spectre représenté ci-contre, que des zones dites 
cornets polaires peuvent laisser passer des particules, ce qui donnera des aurores polaires (voir photo 
p. 285). Plus simplement, ce champ a longtemps permis aux navigateurs de s’orienter et 1l est possible 
que certains oiseaux migrateurs, sensibles au champ magnétique, l’utilisent aussi pour se repérer. 


2. Les aimants 


Un aimant est un matériau qui génère naturellement un champ magnétique dans son voisinage. La magné- 
tite (Fe.,O,), du nom de la ville de Magnésie où elle abonde dans les roches, a longtemps été le seul aimant 
naturel connu. Néanmoins on a trouvé relativement récemment des aimants naturels à base de cobalt ou 
nickel. On fabrique aussi des aimants artificiels puissants à l’aide de terres rares’ (néodyme en particulier). 
En effet les matériaux dits ferromagnétiques ont la propriété de devenir des aimants, lorsqu'ils sont eux- 
mêmes soumis de façon appropriée à un champ magnétique, ce qui est facile à vérifier avec un aimant et 
une épingle par exemple. Inversement, on peut détruire l’aimantation, par exemple par chauffage. 


L’aiguille de la boussole est un petit aimant qui s’oriente dans le champ magnétique terrestre, une de ses pointes 
se dirigeant vers le pôle Nord (en réalité le pôle magnétique ne coïncide pas avec le pôle géographique). 





Définition 






Par convention, on appelle pôle nord d’un aimant, le coté de l’aimant qui s’oriente vers le nord de la 
Terre, et pôle sud l’autre côté. 


1. Une étoile à neutrons est l’astre résultant de l’explosion d’une supernova. Formée d’une matière extrêmement dense, 
essentiellement sous forme de neutrons, elle est en rotation très rapide et produit un champ magnétique intense. L'effet 
combiné de ces deux propriétés en fait un « phare » de l’espace, car on en reçoit des flashes électromagnétiques périodiques 
rapides, d’où leur autre nom de pulsar. Le magnétar est un pulsar dont le champ magnétique est particulièrement intense. 

2. Les terres rares appelées aussi les lanthanides sont les éléments généralement placés sur la première ligne en dessous de la 
classification périodique. 
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Il est facile de vérifier que deux aimants 
peuvent s’attirer ou se repousser, selon 
la façon dont on les oriente l’un par 
rapport à l’autre. 


Spectre du champ Spectre du champ 
d'un aimant droit d'un aimant en U 


Propriétés 






= Deux pôles magnétiques de même nature se repoussent, deux pôles différents s’attirent. 


= Les lignes de champ d’un aimant, partent de son pôle nord et arrivent à son pôle sud. 


Deux aimants ont donc tendance à faire s’aligner (dans 
le même sens) leurs lignes de champs (voir aussi IL.4.). 
Ainsi l’aiguille d’une boussole s’oriente le long des lignes 
de champ terrestre comme sur le schéma. En conséquence, 
si l’on considère la Terre comme un aimant, alors le pôle 
nord de l’aimant-Terre est en fait au sud de la planète. 
Par ailleurs, l’axe des pôles n’est pas l’axe magnétique 
et le nord géographique N° ne coïncide pas avec le nord 
magnétique N,,. 





Use : .. 
Axe des pôles lignes 


3. Les courants du champ terrestre 
L'expérience d’Orsted en 1820 à mis en évidence qu’un conducteur parcouru par un courant électrique 
pouvait faire dévier l’aiguille d’une boussole. Cette expérience est une illustration d’une propriété géné- 
rale des courants électriques. 


Propriétés 
= Tout conducteur parcouru par un courant génère dans son voisinage un champ magnétique, dont 
l'expression dépend de la géométrie du conducteur, de l’intensité du courant et du point où on Île 
détermine. 


= La valeur du champ est proportionnelle à l’intensité qui traverse le conducteur. Cela reste vrai si 
l’intensité est variable dans le temps (dans le cadre de l’ARQS). 





= Le champ magnétique ne dépend pas de la nature du conducteur, en particulier 1l ne dépend pas du 
matériau utilisé. 

= Un courant constant crée donc un champ magnétique station- 
naire dans l’espace qui l’entoure. 


= C’est sur ce principe que fonctionne l’électro-aimant. 


Il existe une loi (dite de Biot et Savart* qui permet de calculer le 
champ créé par n’importe quelle distribution de courant (fl, bobi- 
nage, nappe de courant...). Cette loi contient un produit vectoriel 
qui traduit les propriétés d’antisymétrie du champ par rapport aux sources. Par ailleurs, elle fait apparaître, 
comme la loi de Coulomb, une dépendance en 1/r°, qui entraine que l’effet de la source est de portée infinie. 





3. Cette loi qui permet d’établir la plupart des résultats ci-dessous a disparu des programmes de première (et même de 
deuxième) année. C’est fort dommage, car elle constitue un outil de compréhension important des phénomènes électro- 
magnétiques, sans présenter de difficultés mathématiques excessives. C’est pourquoi on en donne un aperçu qualitatif 1c1. 
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Enfin, elle indique que le champ est proportionnel à l’intensité du courant de la source. La constante u, 
figure dans l’expression. Cette loi indique que le champ généré en un point M de l’espace, par un élément 
de courant d/ placé en P et orienté dans le sens du courant est orienté de sorte que le trièdre (d”, PM dB) 
est direct. Il en découle une propriété essentielle de la géométrie du champ magnétique. 


Propriété 


Les lignes du champ magnétique généré par une distribution de courants sont des courbes fermées, 


qui enlacent les conducteurs, et dont l’orientation est directe par rapport à celle du courant. 





Il existe des « règles » dites du bonhomme d’ Ampère ou du tire-bouchon de Maxwell qui permettent de 
trouver le sens du champ en fonction de celui du courant. On retiendra plutôt la nature directe des orienta- 
tions, que l’on peut vérifier sur les schémas du tableau suivant : par exemple lorsque le fil rectiligne pointe 
vers l’observateur, ce dernier voit les lignes de champ orientées dans le sens trigonométrique, de même, 
lorsque l’ensemble des lignes de champ pointent vers l’observateur, le courant dans la spire est vu dans le 
sens trigonométrique. 


On donne, sous forme de tableaux, les expressions générales des champs magnétiques générés par des 
distributions de courant habituelles, ainsi que leurs spectres. Tous ces dispositifs sont à géométrie cylin- 
drique, on utilise donc la base cylindrique habituelle (voir p. 213). 


Champ magnétique créé par un fil infini 


Le courant pointe vers 
l'observateur, les lignes de 
champ sont orientées dans 

le sens trigonométrique. 


Fil infini signifie 
que sa longueur est grande 
devant la distance à laquelle 
on étudie le champ. 





Champ magnétique créé par une spire ou une bobine plate (W spires) 


courant vers l’observateur 
lignes de champ dans 
le sens trigonométrique 


LiN sin° & — 
2R 
M est un point de l’axe 
N est le nombre de spires 
Le champ garde le même 
sens tout au long de l’axe. 


B(M € O2) = 


courant vers le plan 
de figure lignes de champ 
dans le sens horaire. 
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Champ magnétique créé par un solénoïde ou bobine de longueur L et de rayon R 


B(M € Oz) = Lni(cos®œ, — cos, ) mA 


MTS 
M est un point de l'axe. 1 SN 
n = N/L est le nombre de spires VE 


par unité de longueur. 


L'orientation est comparable à celle 
de la bobine plate. 





Champ magnétique créé par un solénoiïde infini 


B intérieur — Unie : B extérieur — 0 


n est le nombre de spires par mètre fl fl fi fr si ff ft fl Hd “ 
infini = longueur très grande devant K à MANU ALU 


le rayon et M loin du bord. 





N. B. : Il règne une certaine confusion dans les termes utilisés selon les différents ouvrages. Afin de l’éviter, 
on emploiera ici indifféremment les termes de bobine ou de solénoïde pour un enroulement de longueur L 
et de rayon R et on précisera bobine « plate >» pour un enroulement de longueur suffisamment faible pour 
être considérée nulle (superposition de spires) et solénoïde « infini » pour un enroulement dont la longueur 
est très grande devant le rayon, étudié dans une zone où l’on peut négliger les effets de bord. 





Définition 
En raison de la similarité du spectre d’un aimant droit avec celui d’une bobine, on appelle par analogie, 
face nord, la face de la bobine d’où sortent les lignes de champs, et face sud, celle où elles rentrent. 






4. Dipôle magnétique 


Définition 

Un dipôle magnétique est une petite spire plane de surface S, parcourue par un 
courant d'intensité à, dont on observe le champ magnétique à grande distance. 
On caractérise le dipôle par son moment magnétique : M=iS =iSn où le 
vecteur surface est orienté dans le sens direct par rapport au sens du courant. 


La valeur du moment magnétique s’exprime en A.m°. 


= Les lignes de champ d’un dipôle magnétique res- 
semblent fortement à celles d’un aimant droit vu de loin, 
c’est pourquoi on définit aussi le moment magnétique 
d’un aimant, comme celui qu’aurait une spire ayant les 
mêmes effets que l’aimant. 


= Cette notion est encore plus générale, car, au cœur de 
la matière les particules sont généralement pourvues d’un À grande distance, 
DE . . s"t les spectres sont identiques. 
moment magnétique (y compris les particules neutres). 
L’assemblage des particules pour constituer la matière 
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génère d’autres dipôles magnétiques et on attribue ainsi des moments magnétiques aux atomes, aux 
molécules... Chaque dipôle génère son champ magnétique, et, dans beaucoup de cas, la multitude de 
dipôles au sein de la matière constitue une distribution aléatoire qui conduit à des résultantes d’effet nul. 
Mais dans certains matériaux dits ferromagnétiques, les moments magnétiques sont susceptibles de s’ali- 
gner dans une direction privilégiée, leurs effets vont alors s’additionner et générer un champ magnétique, 
c’est le cas dans un aimant par exemple. 


x Quelques valeurs de moment magnétique : M... = 8.107 Am’ M —]10 A.m° 


Terre aimant moyen 


M = 1.10% Am M =],4.10"*% A.m° 


neutron proton 
= Il est facile de vérifier qu’on peut obliger la matière à créer ces alignements (ce qu’on démontre dans un 
cas simple au IIL.3.) : en passant un aimant plusieurs fois sur un morceau de fer, on crée une aimantation 
provisoire, que l’agitation thermique va progressivement détruire. Dans un matériau aimanté permanent, 
l’aimantation perdure, sauf si l’on dépasse une température limite appelée température de Curie. C’est 
également de cette façon que sont inscrites les données sur un disque dur magnétique : la tête de lecture 
(un circuit très petit) crée en passant au-dessus du matériau une aimantation d’une petite zone (bit) dans 
un sens donné pour y inscrire un 1, dans l’autre sens pour y inscrire un 0. On peut modifier le sens à tout 
moment en repassant la tête sur le disque, d’où leur réinscriptabilité à l’infini (voir exercice n° 8 p. 475). 


ns POINT MÉTHODE ns 
Représenter le champ magnétique 


= La représentation des sources, des champs, des lignes de champ doit toujours être sans ambiguïté, en 
raison de l’importance de l’orientation selon la convention directe. De même, l’orientation du courant, 
qui traduit son algébrisation, est essentielle et doit toujours figurer sur les schémas. Enfin, la connaissance 
et la représentation des bases des différents systèmes de coordonnées sont 1c1 indispensables. 


= On utilisera avantageusement la représentation maintenant familière, rappelée ci-dessous pour un 
schéma plan. Pour un schéma en 3D, on fera apparaître en trait plus épais ce qui est en avant par rapport 
à ce qui est en arrière de la perspective, comme sur le schéma ci-dessous. On n’hésitera pas non plus à 
mettre en évidence un plan utile (symétrie, circuit...). Les schémas y gagneront en clarté, et les résolu- 
tions d’exercices en efficacité. 


«se 
1 
524 


pe 








Trigonométrique 
derrière ou horaire? 


le fil 







en 
arrière 


de (P) 


MX 
& © 





Devant ou 
derrière le fil? le fil (P) 


en avant 
| de(P) 





[TT Action d'un champ magnétique 


1. Force de Laplace 


Dans le chapitre 15, on a vu qu’une particule chargée en mouvement, plongée dans un champ magnétique 
subissait une force de Lorentz susceptible de dévier sa trajectoire. Or, dans un conducteur parcouru par un 
courant, des charges se déplacent. Si on plonge le circuit dans un champ magnétique, ces charges vont subir 
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une force de Lorentz, mais, contrairement à ce qui a été étudié F Laplace 


au chapitre 15 (voir p. 279), les particules ne sont pas libres 


d'évoluer dans l’espace. Dans le conducteur, les charges = I 
mobiles sont « bloquées » dans le matériau, elles vont donc F Lorentz 
entrainer l’ensemble du conducteur, ce qui se traduit par € 
l’existence d’une force sur le conducteur. Il est facile d’obte- : @> 
y 


nir l’expression de la force de Laplace à partir de la force de 
Lorentz par le calcul. De manière qualitative, on comprend 


aisément sur un schéma le lien entre les deux phénomènes. Force de Lorentz 
sur un électron isolé 


déplacement 
des électrons 
dans le conducteur 


Force de Laplace 


sur un élément de conducteur 
NaArcCOLIFI Dar in courant 


Énoncé 


Chaque petit élément d’un conducteur parcouru par un courant d’intensité i, placé 
dans un champ magnétique B subit une force appelée force de Laplace qui vaut : 


dF=id{AB 
La résultante de la force de Laplace sur le conducteur C est donc : 
F=[ idéaB(M) « 
où l’élément de courant est orienté dans le sens algébrique choisi pour l’intensité. B(M) 


Cette expression est valable s1 le courant et le champ ne sont pas stationnaires, 
dans le cadre de l’ARQS : 


F(= |. iodiAB(Mt) 


Conducteur C 





a Contrairement à la force de Lorentz dont elle découle, la force de Laplace est susceptible de travailler du fait 
du déplacement du conducteur, déplacement dont elle peut être responsable et dont le rôle est essentiel dans 
un moteur électrique. On exprimera la puissance de cette force dans le cas particulier du paragraphe suivant. 


2. Action d'un champ magnétique uniforme sur une tige rigide 


Soit une portion de conducteur rectiligne et rigide CD parcourue par un courant d’intensité à et placé 
dans un champ magnétique extérieur“ uniforme. Ces grandeurs sont susceptibles de dépendre du temps, 
on exprime donc la résultante des forces de Laplace sur la tige à un instant f quelconque : 


D 
En __— D — 
F() = [ Lioaë À B(MD |= [| id À B(M5) : e 
Or le champ magnétique est uniforme, donc ne dépend pas de la position du point sur ® 
la tige et l’intensité est la même tout au long de la tige (ARQS). De ce fait et même 
si elles dépendent du temps, ces deux grandeurs sont constantes du point de vue de F 


l’intégrale (d'espace), d’où : 


F(9 = io) je di | A B(t) =i(1)CD À B(t) C 


Énoncé 


La résultante des forces de Laplace sur une tige homogène rigide CD parcourue par un courant d’in- 


tensité {(1), placée dans un champ magnétique uniforme B(r) vaut : F (£) = i(t)CD A B(t) où le vecteur 
CD est orienté dans le sens algébrique du courant. On admet qu’elle s’applique au centre de la tige. 





4. Attention, 1l s’agit d’un champ extérieur, différent de celui engendré par le courant. 
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s L’algébrisation du courant est essentielle dans cette formule, la tige est orientée par le choix du sens 
positif de l’intensité sur le circuit (l’intensité pouvant par ailleurs être positive ou négative). Du fait du 
produit vectoriel, la force est nécessairement orthogonale à la tige et au champ, donc au plan formé par 
ces deux directions. Si l’intensité est positive, le trièdre (CD, B, F) est direct. 


= Même s1 le champ magnétique est stationnaire, cette force n’est pas nécessairement indépendante du 
temps en raison des variations temporelles possibles de l’intensité. 


= S1 le champ est colinéaire à la tige, la force de Laplace est nulle. S1 le champ est orthogonal à la tige, 
sa valeur est F = iLB où L est la longueur de la tige. 


Cette force est susceptible de modifier le mouvement de la tige (mettre en mouvement, accélérer, freiner, 
dévier...). Dans un cas simple du mouvement de translation, sa puissance s’exprime facilement. 


Propriété 


La puissance de la force de Laplace sur une tige rigide en translation à la vitesse à dans un champ 





magnétique uniforme B vaut: Ÿ =F A = i( CD A B)X 


3. Action d'un champ magnétique uniforme sur un cadre rectangulaire rigide 


On considère un cadre rectangulaire rigide KLMN de centre O, 
parcouru par un courant d’intensité i(f), que l’on note simplement à 
pour ne pas alourdir le calcul. Ce cadre définit un plan, dans lequel 
on note (Oz) un de ses deux axes de symétrie À. Le cadre est plongé 
dans un champ magnétique uniforme extérieur orthogonal à (Oz) 
qui définit la direction (Ox). En toute généralité, le plan du cadre 
et le champ forment un angle quelconque, on note & l’angle entre 
la normale au cadre (ou son moment magnétique) et le champ. Les 
forces de Laplace qui s’appliquent sur chaque portion du cadre sont 
les suivantes : 


F, =iKLAB | F,, =iLM AB D = MN 4 B : Fx=iNK AB 
Dans tous les cas, ces forces sont orthogonales à la fois au champ et 
à la portion de conducteur. Sur les portions KL et MN, on peut faci- 


lement prévoir que les forces de Laplace sont colinéaires à A et que 
ces deux forces sont opposées, ce que confirme le calcul : 


_——— 


Fx, = ia(-sin@e, —-cos@e,) A Be, =iaBcosc@e, 
Fyy = ia(cos ce, +sin@œe,) A Be, = —iaBcos@e, 
Sur les portions LM et NK, les tiges sont colinéaires à l’axe (Oz), 
donc les forces sont orthogonales à l’axe (et au champ) et opposées, 
ce que confirme le calcul : 
Fm =ibe, ABe,=—ibBe, ; FX =ibe, A Be, =ibBe 


La résultante de ces forces est nulle : 


—+Ùd + + + —— 


Le moment de chaque force en O, point de l’axe, vaut (où les 
points ©, sont les milieux des portions) : 
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Nr == —_——— —  b— . +, > Vue de dessus 
M ,(F,,)=00, AF, = 5e. n\iaBcosae, = 0 


NN ,(F,)=00,4F, =" (sine, +cosae,)A(-ibBe,) _ PisinaBe, 
NF) = 00, À Fix = 2e A (-iaBcosoie,)=0 
N ,Fyx)= 00, ÀFx = 5 (since, +cosae,)A(ibBe,) L P isinaBe, 


La somme des moments est donc : 
M, =, + En) + En) + lb Eye) = abisinaBe. 


L'action mécanique du champ magnétique sur le cadre est donc telle 
que sa résultante est nulle et que son moment ne l’est pas, 1l s’agit 
donc d’un couple. Ce couple étant orienté suivant l’axe À, il est 
susceptible de faire tourner le cadre autour de cet axe. On reconnaît dans le moment le produit de la surface 
du cadre et de l’intensité, qui incite à utiliser le moment magnétique du cadre : 





VW, =iSsnaBe, =MsinaBe, = AB 





Toutes les grandeurs dans cette formule peuvent dépendre du temps. Notons que ce moment est indé- 
pendant de O. 


S1 le cadre effectue une rotation autour de l’axe fixe À à la vitesse angulaire @2 et avec les conditions 
d'orientation et d’uniformité du champ supposées ci-dessus, alors la puissance du couple de Laplace vaut : 


4. Action d'un champ magnétique sur un dipôle magnétique 


On admettra la généralisation du résultat précédent à tout système possédant un moment magnétique 
(circuit, aimant, dipôle, particule...) plongé dans un champ magnétique extérieur uniforme et d’orienta- 
tion quelconque, sans hypothèse autre que l’ARQS quant aux variations temporelles. 


Résultat 


Tout système | (circuit, aimant, particule...) possédant un moment magnétique DIT MN placé dans un champ 


magnétique B uniforme subit une action mécanique réduite au couple : T=M AB 





s En l’absence d’autre action (ou si ces dernières se com- D, _ B 
pensent) le système est à l’équilibre lorsque le couple de és pi, 
Laplace s’annule, c’est-à-dire lorsque le moment et le TT _ 
champ sont colinéaires, ce qui correspond à deux positions pt 
possibles. Cependant, on voit aisément sur le schéma que la _ .. 
première position est stable, tandis que la seconde est ins- _ instable 
table car le moindre écart ramène le dipôle vers sa position 


stable. 


= S1 le moment magnétique est celui d’un circuit fermé, on 
peut noter que, bien que la résultante des forces soit nulle, si 
le circuit (par exemple le cadre étudié en 2) est déformable, 
alors, l’effet des forces est d’augmenter la surface du circuit. —<—, Le couple de Laplace tend 
; : : :  … ; à ali d 

Par ailleurs, l’effet du couple est d’orienter le circuit (rigide _ due Les 

[ le même sens, en position 
ou non) de façon à aligner le moment, donc le vecteur surface _ | 1 





stable) le moment 
magnétique et le champ. 
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avec le champ, ce qui tend à placer le plan du circuit orthogonalement au champ. L’ensemble de ces effets 
montre que le système évolue de manière à être traversé par un flux du champ maximal, résultat que l’on 
exploitera au chapitre suivant. 


= S1 le moment magnétique est celui d’un aimant droit, ce dernier tend à s’aligner dans le sens SN sur la 
ligne de champ magnétique, ce qui explique le mouvement de l’aiguille de la boussole. 


C’est aussi en orientant les moments microscopiques du matériau ferromagnétique qu’on crée l’aiman- 
tation lorsqu'on fabrique un aimant artificiel ou que l’on écrit sur un disque dur. 


% Effet d'un champ d'orientation variable 


Un champ dont la direction varie dans le temps, entrainera avec lui le système pourvu d’un moment 
magnétique. Le champ étant généralement produit par un électro-aimant, et le moment magnétique 
solidaire d’une pièce mécanique, on parle de conversion électromécanique, l’énergie électrique de 
l’électroaimant, produisant (à travers un effet magnétique) une énergie cinétique sur la pièce mécanique. 
En particulier un champ tournant fera tourner le système (voir exercice n° 7 p. 475). 
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Questions de cours 

sm Champ magnétique, lignes de champ, spectre : nature des sources, propriétés, cas particuliers. 

= Spectre d’un fil infini, d’une bobine, d’un solénoïde infini. 

# Spectre des aimants, pôles, orientation. 

= Force de Laplace : origine, expression, cas d’une tige rigide dans un champ magnétique uniforme. 

s Action de Laplace sur un circuit rectangulaire rigide dans un champ magnétique uniforme. 

sm Dipôle magnétique : définition. Moment magnétique : définition, généralisation, action d’un champ 
uniforme sur un moment magnétique, conséquences. 


Erreurs à éviter 


s On ne confondra pas le champ créé par une distribution de courant avec le champ extérieur dans 
laquelle cette distribution est éventuellement plongée. 


= [1 est important de ne pas faire l’impasse sur la rigueur des méthodes mises en œuvre dans les exercices 
de mécanique pour traiter des exercices sur les mouvements des systèmes en électromagnétisme. 


Quelques «trucs » utiles 


= Les règles des trois doigts et autres bonhomme d’ Ampère ou tire-bouchons de Maxwell, ont toutes 
pour but de visualiser un trièdre direct, généralement pour exprimer un produit vectoriel. Il est recom- 
mandé à ce niveau d’abandonner ces « trucs » et d'appréhender réellement, d’une part la notion 
d'orientation directe de l’espace, d’autre part l’outil qu’est le produit vectoriel. On y gagnera grande- 
ment en technicité et en vision des phénomènes physiques. On rappelle les règles du calcul dans une 


base directe, selon l’ordre des vecteurs de la base : 
e,Ae,=e et e,Ae,=e et e Ae =e (X—y—z—x— y) 
e,Ae,=—e et e, Al, =—e et e Ae,=—E, Xé-yY-z<x< y) 


On raisonnera de même avec les bases cylindrique (e,, e,, e.) ou sphérique (e,, e,, e,). 
s On peut facilement retrouver la nature d’une face d’une bobine avec l’un des moyens mnémotech- 
niques ci-dessous. 


© G) 


nOrd = trigO sUd = pendUle 


ui 
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Eh Propriétés du champ magnétique * > corrigé p. 476 


Donner un exemple de champ magnétique : a) stationnaire et uniforme b) uniforme et non stationnaire c) 
stationnaire et non uniforme d) non uniforme et non stationnaire. Le spectre d’un champ non stationnaire 
est-11 conservé au cours du temps ? 


PA Lignes de champ * * > corrigé p. 476 


© En utilisant une propriété du vecteur champ et du déplacement élémentaire le long d’une ligne de champ, 
montrer que les équations différentielles des lignes de champ peuvent s’écrire en coordonnées cartésiennes : 
dx _ dy _ dr 
B, B, B, 


© Déterminer de même les équations des lignes de champ en coordonnées cylindriques. 


© On donne les expressions d’un champ magnétique dans le plan (Oxy) : 
Dom D CR 


avec œ une constante 
2 2 
on 


et 





2 2 
x°+y 
Établir l'équation cartésienne des lignes de champ dans ce plan. En déduire le spectre du champ 
magnétique. Quelle peut être la source de champ ? 


El Champ d'un solénoïde (d'après CCP MP 2008) * * * — corrigé p. 477 


On admet le résultat du champ sur l’axe d’une bobine plate donné dans le tableau p. 466. 


© En remarquant que le solénoïde est une succession de bobines plates d’épaisseurs infinitésimales, 
établir l’expression du champ en un point de l’axe d’un solénoïde (donnée aussi p. 467). 


© En déduire l’expression du champ en un point de l’axe d’un solénoïde infini. 


E1 Définition légale de l'Ampère * * > corrigé p. 478 


« Un ampère est l’intensité d’un courant constant qui, s’il est maintenu dans deux conducteurs linéaires et 
parallèles, de longueurs infinies, de sections négligeables, et distants d’un mètre dans le vide, produit entre 
ces deux conducteurs, une force linéaire égale à 2 x 107 Newton par mètre. » Ainsi fut donnée en 1948 
la définition légale de l’ Ampère (toujours en vigueur) par le Comité International des Poids et Mesures. 
Montrer que cette définition est cohérente avec les expressions des champs données dans le cours. 


El Oscillation d'une tige * * * > corrigé p. 479 


Une tige homogène rigide OA de masse m et de longueur £ est fixée en une extrémité O. En O une 
liaison pivot parfaite autorise le mouvement autour d’un axe horizontal A. La tige est parcourue par un 
courant d’intensité constante 7 dans le sens AO. On applique dans l’espace occupé par la tige un champ 
magnétique colinéaire à l’axe À. On admettra que le moment de la force de Laplace peut se calculer à 
l’aide de la résultante établie dans le cours et appliquée au centre d’inertie de la tige. Rappel : J, = m{°/3 


© Déterminer les positions d’équilibre de la tige. Existent-elles toujours ? On admettra (et on pourra le 
vérifier) que, lorsqu'elles existent, la position la plus basse est stable et l’autre non. 


@ On écarte la tige de la position d’équilibre stable d’un petit angle &, et on l’abandonne sans vitesse 
initiale. Etablir l’équation différentielle du mouvement de la tige et l’équation horaire du système. 
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16. Galvanomètre à cadre mobile * * * > corrigé p. 480 


On considère le cadre rectangulaire rigide décrit p. 470 placé dans 
un champ magnétique. Il est maintenu par un fil de torsion, de | Fil de torsion 
constante C, confondu avec l’axe (O2), de sorte que le cadre est 
astreint à demeurer dans un plan vertical, son seul mouvement 
possible étant la rotation autour de A. Le courant qui circule dans 
le cadre est commandé par un interrupteur et un générateur non 
représentés 1c1. Initialement l’interrupteur est ouvert et le cadre est 
au repos dans le plan (Oyz), comme l’indique le schéma. Le champ 
magnétique est uniforme et stationnaire, dirigé suivant (Oy). On 
ferme l’interrupteur. Après quelques oscillations, le cadre s’im- 
mobilise dans une nouvelle position, de sorte qu’il a tourné d’un 
angle Ô, par rapport à sa position initiale. 
© Expliquer qualitativement les observations, en réfléchissant 
aux phénomènes responsables de l’amortissement. Établir une 
relation entre 0, et l’intensité du courant. 


© Quelle application pratique peut-on tirer de ce système ? 
Commenter. 


© En réalité, pour pallier au défaut du système précédent, ce dis- 
positif est généralement utilisé dans un entrefer d’aimant cylin- 
drique, dont on peut schématiser la forme ci-contre. Le noyau 
central canalise les lignes de champ et le champ ne dépend que 
de la distance à l’axe. Quel est son intérêt ? 








Champ tournant * * 


© Donner l’expression vectorielle du champ magnétique d’un solénoïde, 
parcouru par un courant sinusoïdal i(f), en un point de son axe. Quelles 
caractéristiques du champ varient au cours du temps ? 


© On utilise deux bobines identiques, parcourues par des courants sinu- 
soïdaux de même amplitude et de même fréquence, déphasés de 7/2. 
On dispose les bobines à angle droit et à même distance de P, le point 
d’intersection de leurs axes. Déterminer le champ magnétique en P. 
Quel est l’intérêt de ce dispositif ? 








Disque dur * * — corrigé p. 482 


Pour écrire sur un disque dur, une tête de lecture se déplace très près (po 
(10 nm !) de la surface en créant un champ magnétique, dont la direc- 
tion est fixée par construction, selon la position du circuit électrique 
(minuscule bobinage) qui le génère. Deux processus (longitudinal 

L ou transversal T) sont possibles comme indiqué sur le schéma (D) | 
ci-contre, où la double flèche représente la direction du champ. 
Comment écrit-on un « O0 » ou un « 1 » sur le disque et comment 
seront orientés les dipôles représentant les bits d’information sur le disque ? Schématiser le code binaire 
de l’octet représentant la lettre B (01000010) dans les deux dispositifs. Quels sont les avantages du pro- 
cessus (T) par rapport au processus (L) ? 






Surface 
du disque 
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Conseils 


Les exercices s’appuient sur la connaissance du cours, en particulier il est impératif de savoir 
établir les résultats concernant les forces et couples de Laplace dans les cas simples, qui ne sont 


pas redémontrés dans les corrigés. On notera également que les outils de la mécanique doivent 
être parfaitement maîtrisés. Enfin une schémañsation rigoureuse est essentielle dans toutes les 
résolutions. 





El Propriétés du champ magnétique > énoncé p. 474 


a) Champ uniforme et stationnaire : entrefer d’un aimant permanent en U, intérieur d’un solénoïde infini (de 
longueur grande devant son rayon) parcouru par un courant continu constant. 

b) Champ uniforme et non stationnaire : intérieur d’un solénoïde infini parcouru par un courant variable (par 
exemple sinusoïdal). 

c) Champ stationnaire et non uniforme : champ d’un aimant droit, d’un fl infini ou d’une bobine plate par- 
COUrUS par un courant continu constant. 

d) Champ non uniforme et non stationnaire : champ d’un astre, d’un fil infini ou d’une bobine plate parcourus 
par un courant variable, champ tournant créé par deux bobines (voir exercice n° 7 p. 475). 

Sauf dans le cas d’un astre ou d’un champ tournant, les champs non stationnaires envisagés ci-dessus sont tels 
que seule leur valeur et non leur direction est modifiée au cours du temps, en conséquence le spectre ne se 
modifie pas au cours du temps. Dans le cas du champ tournant au contraire, c’est la direction qui se modifie 
(la norme reste constante) et de ce fait le spectre varie dans le temps. 


à Lignes de champ > énoncé p. 474 


On détermine l’équation d’une ligne de champ en écrivant que le vecteur champ B et le déplacement élémen- 
taire sur la ligne dOM sont colinéaires, avec k une constante : 


© En cordonnées cartésiennes : © en coordonnées cylindriques : 
(kB. = dx kB. =dr 
kB(M)=dOM KB, =dy kB(M)=dOM !KkB, = rd6 
KB. = dz kB. = dZ 
Rires Cul ke 
d’où : DCR one (1) HD Ho @) 


© Les coordonnées du champ sont connues, on en déduit une équation différentielle cartésienne de la ligne 
de champ (on se limite au plan ici), en remplaçant dans (1) : 


dx dy 2. _dx 2 2 __dy ?) e) Re . ” 
BB, SOIt : a C EE +ÿ) SOIt : UbE=ne 1 


c _ . 7 2 2 
qui s’intègre aisément en x +y —csfe 


Soit l’équation d’un cercle de centre O et de rayon quelconque, car la constante traduit le fait que tous les 
cercles de centre O sont des lignes de champ, 1l en existe évidemment une infinité. La source responsable 
de ce spectre peut être un fil rectiligne infini passant par O, que l’on étudie dans un plan perpendiculaire au 
fl. On pourra vérifier que si on utilise dans (2) l’expression du champ en coordonnées cylindriques donnée 


p. 466, on obtient une équation différentielle = 0 dont la solution est r = cste, soit évidemment égale- 


ment des cercles de centre O. Si on prend & = u,1/2n, c’est bien le champ du fil exprimé en coordonnées 
cartésiennes qui est donné dans l’énoncé. 
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El Champ d'un solénoïde > énoncé p. 474 


© Le solénoïde peut être considéré 
comme une succession de bobines 
plates d’épaisseurs dz, formées de 
dN\ = ndz spires, et vues sous un 
angle &(z) du point M. Le champ 
créé en M par une bobine plate 
d’épaisseur dz s’écrit : 





— 1e — ÇA en 
dB p0b (M) = an Lin” Ce, = nd sin “te. 


Le théorème de superposition indique que le champ résultant en M est la somme vectorielle de tous les 
champs générés par les bobines plates d’épaisseur dz. Or tous ces champs sont colinéaires à (Oz) ce qui 
permet d’exprimer leur somme aisément : 


e : = : Hot . 3 et : le. 
Bsoi ti) = énoide PE (M) E | 2R or ge É DR ee Lu aœdz “ 


Bien comprendre 


Il est important de voir qu'ici, la somme se fait sur le solénoïde. On calcule le champ en un point M quel- 


conque de l’axe, mais dont les caractéristiques ne varient pas quand on intègre sur le solénoïde et, à ce titre, 
z,, est une constante pour l'intégration. Par ailleurs, lorsqu'on peut choisir la variable d’intégration (ici œ 
ou 2), 1l est quasiment toujours plus facile d’intégrer sur les variables angulaires. 





Il faut maintenant ramener le calcul de l’intégrale à la variable la plus commode, 1c1 &. On exprime donc 
z en fonction de & et des constantes du problème : 
R , DS R 
Zz=Zy —- AM=Z,, —-—— =Z7,, - Rcotan œ d’où : dz =0+ 
En notant que lorsqu'on somme sur tout le solénoïde, l’angle & varie de ©, à &,, le champ magnétique du 
solénoïde vaut donc : 
— ni| r& Rsin” | ni 
B(M) = À en DEA PE | 
2R | sin © Lu 


do 














Œ . Fa ni Œ 
| ‘sinado le no [-cosa] ” a 
1 


9 
ot % 


Soit le résultat suivant conforme à celui donné dans le tableau p. 467 : 





© Le solénoïde infini correspond au cas où l’angle @&, tend vers 0 et &, vers rt. On obtient alors : 


Be(M)= D (1-(-D)e, soit: Ba (M) = unie. 


Ce résultat est ici démontré uniquement sur l’axe. On montre, à l’aide d’un théorème qui sera vu en 
seconde année, que cette expression reste valable en dehors de l’axe. Par contre, la démonstration reste 
valable même s1 l’intensité dépend du temps. 
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Bien comprendre 


= Le choix des bornes doit respecter d’une part l’orientation choisie pour définir ©@ dans la bobine plate, 
d’autre part le sens de l’axe Oz, donc de &, à &, tels que notés sur le schéma. Le lecteur est d’ailleurs invité 
à vérifier que, quelles que soient les valeurs des angles, en respectant leur définition (à partir de l’axe et 
vers la direction entre M et le bord de la supérieur bobine), le champ est toujours dans le sens positif de 
l’axe, où que se trouve M par rapport au solénoïde (avec l’axe direct par rapport au sens de à). 

= On se rappellera par ailleurs que les dérivées des fonctions tangente et cotangente peuvent prendre plu- 
sieurs formes, mais que les plus commodes sont généralement : 

d(tanœ) 1 d(cotanæ) ___ 1 


2 et avec cotan & = 
do cos” @ 


dœ sin tan © 





E1 Définition légale de l'Ampère > énoncé p. 474 


Soient deux fils disposés suivant le schéma Ton 
ci-contre. Le fil 1 génère un champ magnétique = attraction 

orthoradial B, (c’est-à-dire suivant €, en coor- 
données cylindriques, orthogonal au rayon r). Le 
fil 2 parcouru par un courant J, se trouve dans ce 
champ, 1l est donc soumis à une force de Laplace. 
Soit une longueur L du fil 2. Les deux fils étant 
parallèles, tous les points du fil 2 sont soumis au 














même champ, car ce dernier ne dépend que de la L 
distance au fil 1 qui génère le champ. 
L'expression obtenue dans le cours pour la force 
de Laplace sur une tige rectiligne dans un champ Courants de sens contraires 
uniforme est donc valable. Mont 
Sur la portion L : I, L 
= — in ss Ho — WlLL— ns sé 
Fi =1,Le, AB;(d)=1,Le, Ar Dr Pr BB 
La force linéaire, c’est-à-dire la force par unité de Fe F2 
longueur sur le fil 2 a donc pour valeur : 

Te 27d fil fil2 

27 

Soit numériquement : f,_,, = SE = 2.10 ’N/m 


S1 les intensités sont de 1 A et les fils distants de 1 m, alors la force par unité de longueur est bien de 
2.107 N/m comme indiqué dans le texte. 


Bien comprendre 


= Le rôle des fils est symétrique et le même raisonnement conduit au même résultat si l’on s’intéresse à 
la force exercée sur le fil 1, du fait du champ généré par le fil 2. On trouverait juste une force de sens 


contraire. On constate par ailleurs, que deux fils parallèles parcourus par des courants de même sens s’at- 
rent, tandis qu’on vérifie facilement que, s’ils sont de sens contraires, 1ls se repoussent. 

s Notons que l’expression « force linéaire » de l’énoncé officiel n’est pas très heureuse. On lui préfère en 
général l’expression « force linéique ». 
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5 Oscillations d'une tige > énoncé p. 474 


O = Cadre = Schéma 


Position du problème : On travaille dans le référentiel terrestre supposé 
galiléen et matérialisé par les axes (Oxyz). 

Le système est la tige, un solide en rotation autour de l’axe fixe horizontal 
À en raison de la liaison pivot (supposée idéale). 

Paramétrage : On choisit l’axe (Oz) confondu avec A. Le centre d’iner- 
te G décrit donc un arc de cercle dans un plan vertical orthogonal à l’axe. 
Le point O est choisi sur l’axe dans ce plan. La direction (Ox) qui sert à 
repérer la position du mobile est choisie verticale vers le bas. Ce système 
étant à un seul degré de liberté, l’angle 6 suffit à décrire son mouvement. 
On utilise la base cylindrique. 


Outils 


Bilan des actions : La liaison pivot étant idéale, le moment exercé par le 
support sur le système est nul et l’action mécanique de contact se réduit à 
une résultante de force À dont le point d’application est sur l’axe et dont 
la direction importe peu 1c1. 


a 








Le poids est appliqué en G : mg = Mg COS de. — Mg Sin be, 

Et son moment en O vaut : (mg) =0G Àmg = E A(mg cos 0e. — mg sin 0e,) = TE sin 0e. 
La force de Laplace (calculée p. 469), dont la résultante est appliquée en G, vaut : F=IAOnNB=I (Be, 
Son moment en © vaut : MoaF)= 06 NF =Le n1tBe, = ICBe 


Cinématique : Le vecteur rotation est porté par l’axe de rotation et vaut : Q = be. 
Le système est en rotation autour de À, son moment cinétique vaut : L, =J,02=J 8 
Point de départ (loi physique) 
On applique le théorème du moment cinétique scalaire par rapport à l’axe de rotation À au solide en rota- 
tion autour d’un axe fixe dans un référentiel galiléen : 
ae 


dt 
= Moulinette à calcul 





= Jh,,(R)+ A, (mg)+ A, (F) (1) 


À l'équilibre, le système est immobile en 0 = 0, et la somme des moments est donc nulle : 


HÉBRTRe es . n _ LB 
5 jmesi 0,,=0 d’où : sinO,, = pra (2) 
S1 1{B < mg, l’équation (2) a deux solutions l’une De < 7/2 et l’autre symétrique de cette dernière par 


rapport à l’horizontale n/2 < 0,,=7nr-0,,<n. 
éq éq 





S1 1{B > mg l’équation (2) n’a pas de solution, car la force de Laplace est trop élevée pour permettre une 
position d'équilibre. En effet l’équilibre nécessite que son moment soit compensé par celui du poids. 


Bien comprendre 


Pour vérifier la stabilité, 11 suffit de dériver l’expression de la résultante des moments (système à un degré 


de liberté) par rapport à 6. On obtient ]L' = -mg/cos(0)/2 qui est négatif en 0, , (qui est donc une position 
stable) et positif en 0, (qui est donc une position instable). 
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© Si il y a mouvement, (1) fournit l’équation différentielle : 


2 
a = 7,6 = ICE! mgsine 
Le système est un pendule pesant, la force de Laplace lui donne une position 
d'équilibre différente de la position verticale. Ce système est donc un oscil- 
lateur, 1l doit osciller autour de sa position d'équilibre, 1l est donc pertinent 
de la faire intervenir pour simplifier l’équation différentielle. Pour cela on 


introduit l’angle œ = 0 —- 0e (d’où ® = 0), puis on développe sin 0 : 





y ee mp © mn 


LE 0-06, 
JG = EE mgsin(o+0,,) : 
LFBo? 





7 mgsSinacosO,,— Sms SinO ,, COS 


2002 
L’angle œ est nécessairement inférieure à &, donc petit, ce qui permet 


d'écrire : sin & = © et cos & = 1. D’où : 


ne Cie 
d’où : J,a4= . 


2 
UE -a 5 ms cos, 5 ms SNS) nr eu 


=0 (condition d'équilibre) 


= 


é---mmmmmmmmmmmmmmmmmmm 





où sans surprise la condition d’équilibre (2) apparaît naturellement. 
L’équation différentielle du mouvement est donc : 


. {mgcosb, e {mg cos, 3gcos0, 
+ Hg D soit: [à+æ@a-0] avec: @= entre 
21 J, 24 


Analyse 


Le système effectue donc des oscillations autour de sa position d’équilibre, on peut donner la solution, 


habituelle avec ces conditions initiales : œ=a,cosœt ou 0=06,,+a,cosœt 


On peut éventuellement exprimer la pulsation en fonction des données de l’énoncé qui permet de confirmer 
1/4 


| 3 1/2 2 
que le mouvement est possible et que & existe puisqu’ici Z{B < mg: @= (35) : = (es 





27 _ 24 


2H |-————— | autour de sa position d'équilibre, on peut 
(A) 3gcos0,, . L P 


Le pendule oscille avec une période | T = 


noter que cette période augmente quand l’angle de l’équilibre augmente (le cosinus diminue), c’est-à-dire 
quand la force de Laplace augmente (par exemple si on augmente le champ ou l’intensité). 


16. Galvanomètre à cadre mobile > énoncé p. 475 


O = Cadre 
On travaille dans le référentiel terrestre supposé galiléen et matérialisé par les axes (Ox), (Oy), (Oz) où O 
est le point de l’axe du fil de torsion confondu avec G le centre d’inertie du cadre. 

Le système est un solide, le cadre en rotation d’axe fixe, on repère sa position par un angle 6 entre la nor- 
male au cadre et l’axe (Ox), soit l’angle polaire. 


Outils 
On travaille dans la base cartésienne pour exprimer les vecteurs. 
Bilan des actions : poids mg 


réaction du fil À 

couple de rappel T' du fil de torsion. 

couple de Laplace in 
Seuls les deux derniers ont un moment non nul, puisque mg et R sont 
appliqués en un point de l’axe. 
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Initialement le fil de torsion n’exerce aucun couple puisque le système est à l’équilibre et que le couple de 
Laplace est nul en l’absence de courant. L’angle 6 est donc également l’angle de torsion du fil, qui exerce 
un couple de rappel : 


—: 


T =-Cde. 
Le couple de Laplace est celui exercé sur un cadre rigide par un champ uniforme, comme étudié dans le cours : 
1=MAB=ISe, ABe, =1IS(cos0e, +sin0e,)ABe, = ISBcos0e. 


Cinématique : Le vecteur rotation est porté par l’axe de rotation et vaut Q = be. 
Le moment cinétique du système par rapport à À vaut donc : L, =J,Q2=J 8 

Lorsqu'on fait passer du courant, le couple de Laplace tend à faire tourner le cadre de façon qu’il soit orienté 
perpendiculairement au champ (champ et moment magnétique du cadre alignés), le couple suivant l’axe 
(Oz) est orienté positivement. Cependant, le couple de torsion exerce un moment de rappel (comparable à 
un ressort pour la translation), orienté dans le sens négatif de l’axe. Le système tend donc à osciller sous ces 
deux actions. Dans un dispositif idéal, ces oscillations ne s’arrêteraient pas, mais les frottements finissent par 
amortir le système, qui se positionne de sorte que l’ensemble des moments se compensent (équilibre). Étant 
alors au repos, les forces de frottement n’interviennent plus sur la position du cadre. 


Point de départ (loi physique) 


On applique le théorème du moment cinétique scalaire par rapport à l’axe de rotation À au solide à l’équi- 
libre dans un référentiel galiléen : 
dL — - 
7 = ,,(R)+ JL, ,(mg)+1,+1",=0 
F,+1 = | -C8, e. +1SBcos6,, e, |<. = —-C0,, + ISBcosO,, =0 





CO, 


eq 


1 SBcos0, 





Analyse 


© La position atteinte par le cadre est corrélée à l’intensité, on peut donc théoriquement mesurer l’intensité en 
mesurant l’angle dont à tourné le cadre. L’inconvénient du dispositif tel qu’il est décrit est que la relation 
n’est pas linéaire, ce qui est malcommode pour un appareil de mesure. La non-linéarité du système est due 
à la présence de l’angle entre le moment magnétique du cadre et le champ. 


© Dans le dispositif en aimant cylindrique, en raison de la symétrie, le champ ne dépend que de la distance 
au centre et négliger les effets de bord, revient à supposer le cylindre de longueur infinie, donc un champ 
dans l’entrefer qu1 ne dépend pas de la position suivant (O2). De ce fait, le cadre est soumis à un champ 
qui est toujours orthogonal à sa normale et qui garde la même valeur le long de ses tiges LM et NK, même 
quand il tourne. En conséquence, le couple de Laplace se réduit à 1°” = 1SB et le facteur de non linéarité 
COS 0, disparaît, on a maintenant à l’équilibre une relation linéaire entre l’intensité et l’angle : 


_— CO, 

SB 
Ainsi conçu ce dispositif est celui du galvanomètre à cadre mobile. Très sensible, 1l permettait de mesurer 
de faibles courants. Dans un ampèremètre à aiguille, 1l était également associé à un shunt permettant de 
ne le faire traverser que par une très faible partie du courant à mesurer. Il est aujourd’hui remplacé par des 


dispositifs électroniques. 
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FA Champ tournant > énoncé p. 475 


> Re 5 (p\- Ho ; = 
© Le champ sur l’axe d’un solénoïde est colinéaire à l’axe et vaut : B(P)= SRG )[cos ao —cosa@,]e, 


où &, et &, sont les angles sous lesquels on voit les bords du solénoïde depuis P et e, le vecteur unitaire, 
sur l’axe, orienté de façon directe par rapport au sens du courant dans la bobine. La valeur du champ est 
variable puisque l’intensité est variable, mais son orientation est fixe (colinéaire à l’axe). 


© Si l’on dispose deux bobines, les deux champs vont s’additionner 
vectoriellement et le champ résultant en P sera : 


B(P)= B, (P)+B,(P) 






+0, (0) [cosa, -cos, ]e, 
Les angles &, et &, sont les mêmes pour les deux bobines, qui sont 
vues identiquement depuis P. Les intensités valent respectivement : 


BIURÉ — i,(#)[cosa, -cosa,]e, 


i,()=1,cos(@f) et  i,()= 1, cos(œt — =) = ], sin(@f) 
Soit : 


B(P)- Fe (cos CUS DA, | cos(œr)e, SE sin(@r)e, | = B, | cos(wr)e, + sin(@r)e, | 


Et: B(P)- Be. 

Le champ résultant a donc la direction du vecteur €, des coordonnées polaires, avec l’angle polaire 0 = œr. 
Autrement dit, le champ magnétique tourne à la vitesse angulaire @ et peut éventuellement entraîner une 
pièce solidaire d’un dipôle magnétique placé en P. La valeur du champ est constante. 

N. B. : Changer le signe du déphasage permet de tourner dans l’autre sens. 


E Disque dur > énoncé p. 475 
L'écriture d’un 0 ou d’un Î se fait par inversion du sens du champ 

magnétique, car le dipôle créé dans le secteur (cluster, représentant Œ) 
1 bit d’information) va s’aligner sur le champ, 1l y a donc deux sens 
possibles pour chaque processus. Or le sens du champ d’un électro- 
aimant dépend du sens du courant, inverser le courant entraîne l’inver- 
sion du ee Il suffit donc d’orienter le courant dans la tête (petit (D) 
électroaimant) dans un sens ou un autre pour écrire le code binaire. 

Les dipôles sur la surface seront parallèles à la surface dans le système (L) et perpendiculaires dans le sys- 
tème (T), comme indiqué sur le schéma (où l’on a choisi un sens arbitraire d’écriture) où figurent le code 
binaire de la lettre B et les dipôles servant à l’écrire. 

On voit que dans le mode (L), on est limité par la place, alors qu’il est plus facile de serrer les secteurs du 
mode (T) et donc d’augmenter la capacité du disque (il faut aussi augmenter entre autres, la vitesse d’inver- 
sion du courant dans la tête). Par ailleurs sur le mode (L) on voit que des interactions naissent entre les dipôles 
qui fonctionnent comme de petits aimants et s’attirent ou se repoussent selon qu’ils sont de même sens ou de 
sens contraire. Ce problème est en grande partie éliminé dans le mode (T), qui est plus récent (car plus délicat 
à mettre en œuvre) sur les disques durs, où 1l permet une plus grande capacité mémoire. 

N. B. : Le mode lecture du disque se fait par induction avec la même tête, ce qui est expliqué au chapitre suivant. 


0100 0 0 1 0 


À méditer 
Si l’homme s'était borné à recueillir des faits, les sciences ne seraient qu'une nomenclature stérile, et 
jamais il n’eût connu les grandes lois de la nature. 


PIERRE-SIMON DE LAPLACE (1749-1827) 





Induction 
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Découverte expérimentalement par Faraday en 1831, l'induction est un phénomène électroma- 
gnétique que nous exploitons au quotidien. Elle est en effet à l'œuvre dans la quasi-totalité de 
la production du courant électrique, dans les moteurs de nos appareils électriques domestiques, 
les transformateurs qui équipent nos chargeurs d'appareils électroniques, les alternateurs de nos 
voitures, les freins des véhicules lourds, les microphones, les haut-parleurs... On a vu au chapitre 
précédent que les courants électriques génèrent des champs magnétiques, on va voir ici comment 
les champs magnétiques peuvent produire des courants, fondement du phénomène de l'induction. 
L'étude de l'induction ouvre un large champ de connaissances dans lequel, non seulement élec- 
tricité et magnétisme sont étroitement imbriqués, unifiés dans le vocabulaire du physicien, mais 
où vont également prendre une place importante les lois de la mécanique et de l'électrocinétique, 
ainsi que les propriétés des oscillateurs. Ce chapitre clôt ainsi le programme de première année en 
mettant en œuvre de nombreux aspects qui y ont été abordés, mais il ouvre aussi la voie à tout le 
champ de l'électromagnétisme (ondes, rayonnement...) qui sera abordé plus en profondeur dans 
les programmes de seconde année. 


ss OUTILS MATHÉMATIQUES x 


= Orientation directe : L'orientation positive du sens de parcours d’un contour 
correspond à une orientation directe de sa surface par un vecteur orthogonal, selon 
le schéma ci-contre. 


= Intégration : Dans un calcul intégral, où les variables d’espace et de temps sont . 
indépendantes, alors les termes temporels sont des constantes du point de vue de 
l'intégration sur une variable d’espace (et inversement) : 


1O= ].., FOscodx= fo]... ecodx 


int 





fl Le phénomène d'induction 


1. Loi de modération de Lenz 


Le phénomène d’induction se traduit par des mouvements de charges et donc généralement par l’appari- 
tion de courants électriques au sein de la matière conductrice (existence de charges mobiles), en présence 
d’un champ magnétique et sous certaines conditions expérimentales plus ou moins complexes. Il est 
difficile de donner une définition précise et globale de l’induction, dont la compréhension passe d’abord 
par l’étude de phénomènes expérimentaux simples où elle est mise en évidence, ce qui est l’objet de ce 
chapitre. Cependant, on peut déjà énoncer une loi très générale à laquelle elle obéit. 


Énoncé 


Loi de Lenz : Les effets de l’induction s’opposent aux causes de son existence. 





Cette loi, parfois appelée loi de modération de Lenz, rappelle de nombreux systèmes où ce type de com- 
portement est observé (rôle de l’inertie en mécanique, cas des bobines en électrocinétique, des équilibres 
en chimie...). 
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% Restrictions de l'étude 


Une étude exhaustive de l’induction s’appuie sur les équations locales de l’électromagnétisme (équations 
de Maxwell) et le comportement microscopique des charges dans la matière, suite au champ électrique 
électromoteur généré par les conditions expérimentales. En l’absence de connaissances sur les champs 
électriques en particulier, 1l est cependant possible d’en proposer une première approche, à travers les 
effets macroscopiques des propriétés du flux du champ magnétique à travers un circuit fermé. Bien qu’on 
ne puisse donc pas justifier cette approche, elle va permettre de modéliser de nombreuses situations. Elle 
n’est cependant pas complètement générale. En particulier, elle sera inefficace dans les cas suivants : 


= Un phénomène d’induction peut apparaître dans des pièces métalliques conductrices où la notion de 
circuit n’est pas appropriée, bien que l’essence du phénomène soit la même. Il en résulte des courants 
dits de Foucault que l’on se contentera d’évoquer de façon qualitative dans certaines applications. 


= Un phénomène d’induction se produit dans certaines conditions dans des circuits fermés, alors que 
les lois qui suivent prévoient qu’il n’existe pas. Un exemple en est donné dans l’exercice n° 4 p. 499. 


Sauf précision explicite, on ne traitera ici que des cas d’induction où une approche en termes de flux 
à travers des circuits fermés est pertinente. 


2. Les variations du flux, causes de l'induction 


Soit un circuit conducteur fermé, placé dans une zone de l’espace où règne un champ magnétique. Si le 
champ est stationnaire et le circuit immobile, 1l ne se passe rien de notable. Mais si le circuit se déplace, 
se déforme ou s1 le champ est variable, alors, le plus souvent, 1l apparaît dans le circuit un courant, lequel 
génère à son tour un champ magnétique. 


Définitions 


= Un courant induit est un courant électrique qui apparaît dans un conducteur plongé dans un champ 
magnétique, lors de la variation du flux magnétique qui le traverse, soit du fait du déplacement ou de 


la déformation du circuit (induction de Lorentz), soit du fait de la variation temporelle du champ 
(induction de Neumann). 


a Un champ magnétique induit est le champ magnétique généré par le courant induit dans un circuit. 





= Les deux phénomènes d’induction (Lorentz et Neumann) peuvent aussi se superposer, si le conducteur 
se déplace dans un champ variable. 

= Le phénomène d’induction traduit l’apparition d’un processus générateur dans le circuit. Or un géné- 
rateur présente une tension à ses bornes y compris en circuit ouvert. Par conséquent même si le circuit 
n’est pas fermé, le phénomène d’induction existe, le courant induit qui circule lorsqu’on ferme le circuit 
en est une manifestation. 


Énoncé 


Loi de Lenz en termes de flux : le courant induit dans un circuit est tel que le champ magnétique 


qu’il génère s’oppose aux variations du flux du champ magnétique responsable de l’induction à tra- 
vers le circuit (voir définition du flux p. 463). 





= [l est très important de comprendre que le champ induit ne s’oppose pas au champ inducteur, mais à 
ses variations au niveau du circuit. 


= Cette conséquence de la loi de Lenz permet de prévoir qualitativement et très simplement les proprié- 
tés d’orientation des champs et courants induits dans de nombreux cas, comme détaillé dans le tableau 
page suivante. Il faut cependant garder à l’esprit, que certains cas d’induction ne peuvent pas être décrits 
en termes de flux à travers un circuit. 
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3. Loi de Faraday 


La loi de Faraday, mise en évidence expérimentalement par ce génie de l’expérimentation qu'était 
Michael Faraday (1791-1867), a été par la suite démontrée à l’aide des équations de Maxwell de 
l’électromagnétisme. Elle permet de traduire de façon quantitative et mathématique la loi de Lenz en 
termes de flux. 


Énoncé 


Loi de Faraday : Lorsque le flux ® d’un champ magnétique à 


travers un circuit varie, alors ce dernier est le siège d’une f.é.m. 
induite qui vaut : 
CE -2 + > e >, 
S S 
où l'orientation de la surface (calcul du flux) et le sens 
algébrique du courant (et donc de la f.é.m.) sont cohérents avec 





le sens direct conventionnel. 


Rs POINT MÉTHODE ss 
Choisir une orientation et utiliser un circuit équivalent 


= La loi de Faraday n’a aucun sens en l’absence d’orientation préalable des systèmes. En effet, le 
courant induit découle de la variation du flux dans un circuit. Or ces deux grandeurs sont algébriques et 
leur signe est lié aux conventions d’orientation. On choisit donc une orientation pour le vecteur surface 
du circuit : ce choix est souvent celui du champ extérieur (mais pas nécessairement). L'orientation de 
la surface entraine un sens cohérent direct de parcours du circuit, qui est souvent appelé sens positif du 
courant. On peut parfaitement choisir en premier le sens qui fixe l’algébrisation du courant sur le circuit, 
l’orientation de la surface est alors directe par rapport à ce choix. 


= S1 le calcul donne un courant positif, alors 1l circulera effectivement dans ce sens, si le calcul donne 
un courant négatif, alors 1l circulera en sens inverse. Aucun calcul ne sera pertinent en l’absence 
d'orientation des surfaces et du courant et, même si on pourra s’intéresser au sens réel du courant pour 
comprendre le phénomène ou vérifier la loi de Lenz, dans les calculs, on travaillera uniquement avec les 
srandeurs algébriques. 


= [1 sera presque toujours commode, une fois les f.é.m. d’induction déterminées, de remplacer les dis- 
positifs par le générateur équivalent. Les conventions d’orientation devront évidemment être respectées 
dans cette opération et les circuits équivalents obtenus permettront d’écrire des lois des mailles sans 
erreur. 


Le tableau page suivante permet de résumer les situations possibles simples. La variation du flux peut 
résulter d’un champ variable dans le temps, d’un déplacement du circuit dans un champ non uniforme, 
d’une rotation du circuit par rapport aux lignes de champ, voire d’une déformation du circuit (modifi- 
cation de sa surface). Plusieurs de ces possibilités peuvent être conjointes. Dans tous les cas on constate 
que le champ induit s’oppose aux variations du champ qui a donné naissance à l’induction. 
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NAPApon PNRVE qu CAE Signes des grandeurs Courant et champ induits 
du flux qui traverse le circuit 
Ÿ 


>0 et L>0 
> e<0et i1<0 


> 


Le flux induit 
A — 
algébrique 
augmente. 
: p<0 et 50 > 0 
d 
> e<0 et 1<0 


induit 


dÿ 
>0 et 4e 0 


> e>0 et 1>0 
— 


induit 


Le flux 
algébrique 
diminue. 
_. p<0 et P<0 
d 
> e>0 et i>0 


induit 


Sens 
algébrique 
du courant 

induit 


Sens réel 
du courant 
induit 


Le flux du champ induit tend 


à compenser l’augmentation 
du flux par un flux induit négatif. 


Sens 
algébrique 
du courant 

induit 


Sens réel 
du courant 
induit 


nduit 


Le flux du champ induit tend 
à compenser la diminution du flux 
par un flux induit positif. 








[1] Circuits simples sièges d'induction 
1. Auto-induction 


Soit un circuit parcouru par un courant d’intensité i (du fait d’un générateur par exemple). Il crée un 
champ magnétique dans son voisinage, qui génère un flux à travers lui-même. Or le champ magnétique 
est nécessairement proportionnel à l’intensité dans le circuit. Le calcul du flux se fait à un instant donné 
par une intégrale sur la surface du circuit pour laquelle l’intensité, qui ne dépend que du temps, est une 
constante (voir outils mathématiques p. 485). Le flux @(r) est donc proportionnel à i(#). 


Définition 


Le flux propre est le flux du champ B généré par un circuit parcouru par un courant i à travers lui- 
même. Le flux propre est proportionnel à l’intensité qui parcourt le circuit : 


ben (9)= Li(t)= ]].  B(M,0.45 


circuit 


où L est l’inductance (propre) du circuit qui s'exprime en Henry. 





= On peut montrer que l’inductance ne dépend que de y, et de la géométrie du circuit. Par contre, elle 
ne dépend pas de la nature du matériau conducteur du circuit. 


S1 l’intensité dans le circuit varie, alors le flux varie et le circuit est le siège d’un phénomène d’induction. 


1. Si le circuit est dans le vide ou l’air. En présence de noyau magnétique dans le circuit, des paramètres de la matière de 
ce noyau interviendront. 
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Définitions 


« Le phénomène d’auto-induction est l’induction d’un circuit sur lui-même, en raison de la variation 


de l’intensité du courant qui le parcourt. 
a Une f.é.m. d’auto-induction dans un circuit vérifie la loi de Faraday : 
dŸ pre EE di 


e = 
auto-ind dt dt 





s La définition de la f.é.m. d’auto-induction repose aussi sur l’orientation du circuit. La loi de Lenz est 
facile à mettre en évidence, le signe de la f.é.m. est déterminé par la même convention d’orientation que 
celle du courant dans le circuit, si : augmente alors la f.é.m. est négative, tendant à imposer un courant 
de sorte à le minimiser. Inversement s1 : diminue, la f.é.m. sera positive, tendant à faire augmenter i. Dans 
tous les cas la f.é.m. d’auto-induction s’oppose aux variations de l’intensité dont elle découle. 


= S1 le circuit dans lequel se produit l’induction 
est une bobine placée dans un circuit (par exemple 
un RL série comme ci-contre), on retrouve bien 
la tension habituelle aux bornes de la bobine en 
convention récepteur. En effet, l’orientation du 
circuit et de la f.é.m. induite selon les règles pré- 
cédentes correspondent à la convention générateur 
de l’électrocinétique, d’où : 





nitosind 








2. Induction mutuelle 


Deux circuits GE et E, non connectés entre eux sont susceptibles d’être parcourus chacun par un courant 
et donc de générer chacun un champ magnétique. S’ils sont placés de manière à baigner dans le champ 
magnétique de l’autre, 1ls seront chacun traversés par le flux du champ de l’autre. Par un raisonnement 
comparable au précédent, ces flux sont proportionnels au courant du circuit inducteur. 


Les variations du courant dans (es modifient le flux du champ de 6. sur (EA et donc génèrent un phénomène 


d’induction dans le circuit (A Inversement la modification du courant de C, génère un phénomène 


d’induction sur (GA Ces deux effets ont lieu simultanément, on parle alors d’induction mutuelle. 
Définition 
Le flux mutuel est le flux du champ généré par un circuit (dit inducteur) parcouru par un courant, à 


travers un autre circuit (dit induit). Le flux mutuel dans le circuit induit est proportionnel à l’intensité 
qui parcourt le circuit inducteur : 


6 nutr-2(0 = Mai (= J], B:0M,9.85, 


où M, est le coefficient d’inductance mutuelle du circuit (es placé dans le champ du circuit G. 


Onnsir-1(0) = Mu:(9)= Î], E:(M,9.85, 


où M, est le coefficient d’inductance mutuelle du circuit [ES placé dans le champ du circuit Eu 


On montre que : M, = M,, = M où M est l’inductance mutuelle des circuits E, et E, qui s'exprime 
en Henry. 
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x L’induction mutuelle génère un couplage” entre les deux circuits, qui apparaît dans les équations diffé- 
rentielles décrivant les systèmes, couplage exploité en particulier dans le transformateur. 


On a schématisé ci-dessous (par des bobines) des circuits possédant un coefficient d’auto-induction et 
en influence mutuelle. Les lois des mailles sur les circuits équivalents, où l’on a fait figurer les f.é.m. 
induites, sont : 


U, Li Énnnets st + A s UT — 0 : 
SOIT : 


U;, + IE + Éntotnde E D, _ 0 





3. Le rail de Laplace 


Le rail de Laplace est un dispositif qui permet de modéliser une version simplifiée de systèmes plus ou 
moins complexes. Ce circuit est susceptible d’être le siège de phénomènes d’induction par déformation 
du circuit. 


Définition 






Le rail de Laplace est une tige rigide posée sur des rails parallèles et horizontaux, fermés par un 
dipôle générateur ou récepteur. L'ensemble est conducteur. 


Le rail de Laplace correspond au dispositif ci-contre, dans 
lequel la tige CD peut glisser sur des rails lorsqu'elle subit 
une force horizontale. L'ensemble est conducteur et la tige 
reste en contact avec les rails. On suppose pour simplifier 
que la résistance du circuit ne dépend pas de la position de la 
tige, de sorte qu’on modélise l’ensemble de la résistance du 
circuit par un résistor R, d’autres dipôles pouvant compléter 
le circuit. L’ensemble est placé dans un champ magnétique 
uniforme orthogonal au plan du dispositif. À l’équilibre et 
en l’absence de générateur, 1l ne se produit rien de notable. En cas de déplacement, on suppose que la 
tige garde son alignement, soit une translation suivant (Ox). Dans tous les cas les forces exercées seront 
le poids, les réactions des rails qui, en l’absence de frottements, n’ont pas de composante sur (Ox) et 
d’autres forces qui dépendent de la manipulation et qui seront toutes suivant (Ox). 





Le théorème de la résultante cinétique appliqué à CD dans le référentiel terrestre supposé galiléen s’écrit : 


—  —— 


mXe, = F'autres + R: + R, + mg dont on n’utilisera que la projection suivant (Ox). On n’évoquera donc plus 
dans ce qui suit, n1 le poids n1 les réactions, dont la résultante est nulle. 


2. La notion de couplage traduit le fait que les systèmes n’évoluent pas indépendamment l’un de l’autre. Cette situation a 
déjà été rencontrée en exercice (voir mécanique : pendules couplés p. 298 , électricité : circuits couplés p. 145). 
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La surface du circuit est modifiée dès que la tige se déplace, de ce fait le flux du champ magnétique à 
travers le circuit varie et d’après la loi de Faraday, une f.é.m. induite apparaît dans le circuit : 


O(r) = B,.S(x)= Bje.ax(t}e. = Bjax(t) d’où: 





On néglige souvent l’auto-mduction de ce circuit car le champ induit est généralement beaucoup plus 
faible que le champ inducteur. 






If induction de Neumann : circuits fixes dans un champ variable 


1. Le transformateur 






Définition 


Un transformateur est un système à deux bobines, appelées primaire et secondaire, en interaction 
mutuelle. 






Une tension variable est appliquée au primaire, qui est donc parcouru par un courant d’intensité variable 
et constitue de ce fait la source d’un champ magnétique variable. Le flux variable qui en résulte dans le 
secondaire y génère un courant induit dont les propriétés (fréquence, amplitude) sont liées à celles du 
courant primaire et à la nature du couplage. 


Re , Enroulement Enroulement 
Pour réaliser un bon transformateur, on cherche à ciaite ones 


rendre le couplage (influence mutuelle) le plus effi- N, spires N, spires 

cace possible. Pour cela, on fait en sorte que les deux | Courant 4 

bobines soient traversées par le même champ. Deux 7". 

moyens permettent de réaliser cette condition : 
Les bobines sont enroulées ensemble sur le 
même support. 
Les bobines sont traversées par un noyau de 
fer qui canalise les lignes de champ (système le 
plus fréquent, ci-contre). 


Dans les deux cas ce sont les bobines qui créent le 
champ, l’induction dans le secondaire se traduisant par 
une influence en retour sur le primaire. Par ailleurs les 
bobines sont aussi le siège d’une auto-induction. 


Dans un modèle simple, les bobines sont identiques 
dans leur géométrie (spires de surface S) mais dif- 
fèrent par leur nombre de spires (respectivement N et 
N.). En supposant qu’on a fait en sorte que toutes les spires soient traversées par un champ colinéaire à 
leur vecteur surface, de même sens, et que ce champ ait la même valeur B(f) pour toutes les spires, les 
flux dans les bobines sont respectivement : 


H = N,B(1)S 
®, = N,B(t)S 


Vue de dessus 





En négligeant les résistances des bobines, on obtient en régime variable, des f.é.m. d’induction qui se 
confondent avec la tension aux bornes des bobines : 


do, dB 
DEN H primaire Te dt = M» dt 6 ; . Re N, 
soit la relation entre les tensions : ———- N. 
_ _ —_ do, _ N dB ane 2 
Er Us U condaire — dt RÉEL dt 
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En négligeant toutes les pertes énergétiques (dans les circuits et dans le milieu canalisant le champ), 
la puissance fournie au primaire est intégralement transmise au secondaire et on a alors également une 
relation de proportionnalité entre les intensités des circuits. 


Propriétés 

Dans un transformateur parfait, c’est-à-dire où l’on néglige tous les phénomènes de pertes et où les 
spires des bobinages sont toutes traversées par le même champ magnétique, le rapport des tensions et 
le rapport des intensités entre primaire et secondaire sont inverses l’un de l’autre et uniquement liées 


e 
primaire ee ne = 


| u 
au rapport des nombres de spire : ——— = 
1) 


secondaire primaire 





= Ce qui précède n’a de sens qu’en régime variable. Un courant continu appliqué au primaire ne donne 
aucun courant au secondaire (une fois le transitoire d’établissement du courant dans la bobine terminé). 


= On comprend alors le nom de transformateur : pour une tension appliquée au primaire, on peut récu- 
pérer au secondaire une tension du même type, mais d’amplitude de son choix, selon le rapport des 
nombres de spires des bobines. Par exemple pour transformer du 220 V en 110 V, il faut deux fois plus 
de spires au primaire qu’au secondaire. 


= Le transformateur peut donc être utilisé dans les deux sens, car les rôles du primaire et du secondaire 
peuvent être permutés, selon que l’on veut une tension plus élevée ou plus basse que celle qui est disponible. 


= S1 le transformateur n’est pas idéal, le rapport des tensions peut être plus compliqué, mais abaisser 
une tension passera toujours par un nombre de spires plus faible au secondaire qu’au primaire, avec une 
intensité plus élevée au secondaire qu’au primaire. 


= Pour de nombreuses raisons (en particulier pour minimiser les pertes en ligne) les courants électriques 
sortant des centrales sont de très haute tension et d’intensité assez faible. On dispose sur les lignes, au 
fur et à mesure que le réseau devient local, des transformateurs qui abaissent progressivement la tension, 
tout en augmentant l’intensité, de façon à disposer dans les installations domestiques et industrielles d’un 
courant de tension appropriée aux appareils et d'intensité suffisante pour les besoins”. 


2. Transformateur en régime sinusoidal 


On peut modéliser les circuits du transformateur réel par le 
schéma du paragraphe II[.2., dans lequel on ne néglige pas 
les résistances des circuits. Les bobines, sièges d’un flux 


propre et d’un flux mutuel, sont équivalentes à des f.é.m.  w, _ = 7, U; 
qui donnent les équations établies plus haut, soit : = _ 
dé, di = = 
u = M5 +L Prat (1) 
M 
di, dé, 
=M— 1e == F1 2 


On se place dans le cas où une tension sinusoïdale est appliquée au primaire et où le secondaire est 
connecté à un dipôle D qu’il doit alimenter. En notation complexe, le système est alors le suivant : 


u, = Mjoi, + Ljœi +ri (1”) 
—Zpis = Mjoœt, + L,j@i, + Bb (2') 


3. Les réseaux longues distances transportent du courant très haute tension de 400 000 ou 225 000 V, ce courant est ensuite trans- 
formé en moyenne tension (63 000 V et 15 000 à 25 000 V') et finalement en basse tension (400 V triphasé et 230 V monophasé). 
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En exprimant l’intensité du secondaire dans (2”) et en la remplaçant dans (1”), on obtient une équation 
électrique entre les grandeurs du primaire, qui permet de montrer que le couplage est équivalent, du point 
de vue de ce circuit, à une impédance Z., sur le primaire telle que : 


_ M°@° ._ 
“ Le sion ja 


: —Mjoi, 
27 Zn + L,j® +r, 


Cas particulier 


Dans le cas simple où les résistances sont négligeables et où le secondaire est fermé sur lui-même 
(Z,= 0), l’ensemble de la bobine primaire (y compris son couplage) peut être vue comme une seule 
a 2 2 

bobine équivalente : U, — > + jo k -ja[L jet fr AA }r Lou ® 


2 








est appelé coefficient de couplage 


2 
avec Lu L[1- ame L,(1- a) où 





Aspect énergétique 

En multipliant les équations (1) et (2) respectivement par i, et i, et en les additionnant on obtient : 
di, di 

ui, = Mi —< d = + Li # +ri 


di, 
df 


| d d | | | 
— ai = Mi Di Ge dE Le DLL) + +8 ui 


ut, = Mi, —— 


Dans le schéma, l’alimentation du primaire et le dipôle utile D sont en convention générateur, on a donc : 


Ut, T— reçue générateur — fournie générateur alim et U;l, se reçue dipôle D = _T, 


L’équation énergétique s’écrit donc : 


J 


_ d(Mii,) 


=P 


couplage 


air 


bob1 


ru 


bob2 


Lie 


EJi 


47 


EJ2 FLE di. avec : 





fournie générateur couplage dt 





Qui montre que l’énergie fournie par l’alimentation du primaire est répartie entre, d’une part l’énergie 
magnétique dans la bobine 1, l’énergie magnétique dans la bobine 2 et l’énergie magnétique de couplage 
et d’autre part, en pertes par effet Joule dans les résistors et, enfin, en énergie dans le dipôle utilisateur. 


3. Autres applications 
% L'alternateur 





Propriétés 
Un alternateur est composé d’une bobine fixe (stator) et d’un aimant permanent tournant ou d’une 
bobine alimentée en continu tournante (rotor). Le rotor engendre un champ magnétique, qui, du fait 


de sa rotation, génère un flux variable et donc un courant induit dans le stator. 


Le champ magnétique du rotor est stationnaire lorsqu'il est immobile, c’est sa rotation qui plonge la 
bobine du stator dans un champ variable. La rotation à vitesse constante permet d’obtenir un courant 
alternatif sinusoïdal (voir exercice n° 2 p. 498). 
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La quasi-totalité de l’énergie électrique est produite 
par ce procédé. Dans certains cas, la source d’énergie 
met directement en rotation le rotor (énergie hydrau- 
lique, éolienne). Cependant, le plus souvent, une 
source d’énergie primaire (nucléaire grâce à la fission 
de l’uranium, chimique grâce à la combustion du 
pétrole, du gaz, du charbon, d’une biomasse) sert à 
produire une vapeur sous pression qui fait tourner une 
turbine, laquelle assure le mouvement du rotor. 
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Le chauffage par induction 


Dans les plaques à induction se trouvent des bobines 
alimentées par le courant alternatif du secteur, qui 
génèrent un champ magnétique alternatif, donc variable. 
Des courants induits de Foucault apparaissent dans la 
masse métallique qui constitue le fond de la casserole 
posée sur la plaque, lequel s’échauïfe par effet Joule. 
La chaleur est transmise aux aliments. Une couche de 
céramique entre la bobine et la casserole reste froide 
car, en tant qu’isolant électrique, elle n’est parcourue 
par aucun courant induit (donc pas d’effet Joule) et en 
tant qu'isolant thermique, elle s’échauffe très peu au 
contact de la casserole et de la bobine. 


1. Rail de Laplace en mode générateur 


Dans ce mode de fonctionnement, on ne place pas de 
générateur dans le circuit, mais un opérateur déplace 
le rail. Le flux dans le circuit fermé varie en raison 
de sa déformation et un courant induit apparaît dans 
le circuit. La tige subit donc une force de Laplace 
(courant dans un champ magnétique extérieur). La loi 
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de Lenz permet de prévoir que cette force sera de nature à s’opposer à la variation imposée, autrement 
dit, si on éloigne la tige, la force de Laplace tendra à la ramener, tandis que si on la rapproche, la force 
de Laplace tendra à l’éloigner. Un calcul rapide permet de le vérifier, en utilisant les résultats du IL.3. : 


pE)= Bjax(®) et e,,=-Bjai 
Le circuit est uniquement résistif, le cadre fonctionne selon le schéma équivalent ci-contre et l’intensité 
induite vérifie : 
En = RE 
d’où l’équation électrique : Ri=-B,ax 
Et une force de Laplace s’exerce sur la tige : 
MD Ch 


Fup =iCD AB, = ide, ABie, =iaBse, =D es = Vrige 











La force de Laplace est bien opposée au déplacement imposé à la tige par l’opérateur. N. B. : Sur le 
schéma, le choix du sens de la force exercée par l'opérateur donne un courant négatif qui circule en 
réalité dans le sens contraire du sens positif indiqué. Le théorème de la résultante cinétique projeté sur 
(Ox) fournit l’équation mécanique : 
a°B . 

R 





mi=E,, - 


L'analyse énergétique se fait en multipliant l’équation mécanique par la vitesse : 


a Be. dl 2 


: .. . _ D:2 . 
R À soit: Æ,X= ki +) sOIt : 





=P.,.+P 


cinétique 


MXX — EX — fournie opérateur 


df \2 


Où l’on montre que la puissance fournie par l’opérateur se répartit en puissance cinétique et en effet 
Joule. Si la vitesse de la tige est maintenue constante, alors toute la puissance de l’utilisateur est trans- 
formée en chaleur par effet Joule. 





2. Applications 
Microphone électrodynamique 


Le son est une vibration mécanique qui se propage dans un milieu 
matériel (en général l’air). Dans un microphone, une membrane 
en contact avec l’air et solidaire d’une bobine est soumise à ces ne 
vibrations. Son mouvement reproduit les oscillations de l’air, de 
même que celui de la bobine qu’elle entraîne. Celle-c1 est placée 
dans un champ magnétique produit par un aimant permanent. Il 
naît alors dans la bobine un courant induit, dont les variations 
sont directement liées à celles de l’onde sonore. Ce courant élec- 
trique peut ensuite être traité, enregistré et renvoyé sur un haut- Principe 

parleur (voir p. 496). On peut schématiser le fonctionnement, en PHAUIRRNENE 
imaginant le rail de Laplace sur lequel l’opérateur (le son) ferait 
osciller horizontalement le rail, ce qui génèrerait une f.é.m. alter- 
native dont les variations seraient liées à celles imposées à la tige. 








% Freinage par induction 


Les courants de Foucault, évoqués plus haut dans les plaques à induction, apparaissent également lorsque 
le métal se déplace dans un champ magnétique extérieur. Sans détailler les calculs du magnétisme dans 
la matière, on peut néanmoins qualitativement raisonner à l’aide de la loi de Lenz. Les courants induits 
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qui circulent dans la masse métallique, du fait du champ magnétique extérieur, vont donner naissance à 
des forces de Laplace, qui seront telles qu’elles s’opposeront au mouvement initial de la matière. Ainsi 
une structure métallique de la roue d’un véhicule, placée dans un champ magnétique sera freinée par les 
forces de Laplace issues des courants de Foucault. Le freinage par induction est en général le premier 
moyen de freiner d’un véhicule lourd (vitesse élevée), il est ensuite relayé par un freinage par friction, 
plus efficace à basse vitesse. On évite ainsi une usure des pièces mécaniques par friction à vitesse élevée 
et on obtient un premier freinage très efficace aux grandes vitesses. Notons cependant que, dans les 
deux étapes, le freinage dissipe de l’énergie sous forme de chaleur (par effet Joule puis par frottement). 


% Boucle de détection 


Un circuit bobiné est placé sous le bitume d’une route et alimenté par un courant alternatif. Il génère 
donc un champ magnétique. Lorsqu'un véhicule passe au-dessus de la boucle, des courants de Foucault 
(dus au déplacement de la masse métallique dans le champ, mais également à la variation du champ 
inducteur du bobinage) apparaissent dans le châssis du véhicule et génèrent à leur tour un champ induit. 
La bobine du sol et le châssis sont alors en influence mutuelle. Les propriétés du circuit dans le sol sont 
donc modifiées par ce couplage et l’analyse du signal électronique (et plus particulièrement de l’oscil- 
lateur associé au bobinage) permet de détecter cette modification, donc le passage du véhicule. Cela est 
exploité pour déclencher le flash lors du franchissement d’un feu rouge par exemple. 





V Conversion électromécanique 


Dans tous les exemples qui précèdent, on assiste à une conversion d’énergie soit mécanique — électrique 
(alternateur, rail de Laplace mû par un opérateur, microphone, freinage par induction) ou électrique — 
électrique (transformateur, chauffage par induction). Il est également possible de réaliser une conversion 
électro-mécanique, où l’énergie électrique fournie par un générateur est convertie en énergie mécanique. 
C’est grâce aux forces de Laplace que l’on réalise cette conversion. Les différents systèmes feront donc 
apparaître, comme dans les exemples précédents, une équation électrique dans un circuit et une équation 
mécanique du déplacement d’un système. 


ns POINT MÉTHODE es 
Exprimer le couplage à l’aide de l’équation électrique et de l’équation mécanique 


= Comme il a été vu dans l’exemple du IV.I. et comme on le verra dans ce qui suit, l’étude des systèmes sièges 

d’une induction a souvent pour but de déterminer, d’une part le comportement électrique d’un circuit et d’autre 

part le comportement mécanique d’un système en mouvement. Deux équations seront donc nécessaires : 
 l’équation électrique, généralement issue de la loi de mailles sur le circuit ou sur son équivalent. 
 l’équation mécanique, généralement issue du PFD (TRC ou TMC) sur les parties mobiles. 


La force de Laplace (mécanique par essence, mais issue d’un courant) réalise le couplage entre les deux 
approches, c’est pourquoi on obtient un système d’équations différentielles couplées (entre x(r) et i(f)) 
le plus souvent). Leur résolution peut être simple, l’une des grandeurs s’écrivant en fonction de l’autre 
(exemples du rail de Laplace), mais parfois plus délicate, selon la complexité des équations (voir exer- 
cice n° 1 ou exercice n° 4 p. 498-499), 


= Parfois le couplage est réalisé entre deux circuits électriques, et l’on obtient alors deux équations élec- 
triques couplées (transformateurs). 


= On se trouvera souvent en régime sinusoïdal forcé, et les méthodes développées dans les chapitres 10 
et 11 seront alors mises en œuvre (voir III.2. et exercices n° 3 et n° 4 p. 499). 
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1. Rail de Laplace en mode moteur 


Le rail de Laplace toujours plongé dans un champ magnétique 
(mais en l’absence d’opérateur) est connecté à un générateur 
qui fournit un courant circulant dans la tige, laquelle, en pré- 
sence du champ extérieur, est soumise à la force de Laplace : 


Fiap =iCD À B, = iae, A Be. = iaB, e. 

Dans le même temps, le déplacement de la tige suite à cette 
force génère un phénomène d’induction comme vu au IL.3. : 
Q(t) = B,ax(t) et e,y = —B,ax 

La loi des mailles sur le circuit équivalent donne : 


Één + End _ Ri 





— équation électrique : B,ax+Ri=e,, 
Le théorème de la résultante cinétique est projeté sur (Ox) : 


— équation mécanique : mx = iaB, 





On obtient donc un système d’équations électromécaniques couplées : 











. 2 p2 
. d 28; di ,i_o 
Baï+Ri=e,, | d mR ri 27 mR 
- d’où en levant le couplage : is ou avec T=—— 
mX = iaB, . &d'B,. B;a AL _. a B; 
X + X=——e., A+ — = 
mk mR T L 


Les solutions sont des exponentielles de même constante de temps 7. La vitesse tend vers une valeur 
limite non nulle, et l’intensité tend vers 0. Lorsque le régime permanent est atteint, le mouvement est 
uniforme et le courant nul, la f.é.m. d’induction compensant celle du générateur. 


L'analyse énergétique se fait en multipliant l’équation mécanique par la vitesse et l’équation électrique 
par l’intensité : 


en — RI 
+ nt gen —. …. 2 .. & 2: .2 d Il 9 
mxXx = 14aB,x =1ab, GB gen RT soit: e,,i=Ri + mi | 


LP, +7, 


cinétique 


P 





fournie générateur 


Lorsque la situation limite est atteinte (quelques ©), la vitesse est uniforme, le générateur ne débite plus, 
le courant est nul (plus d’effet Joule), aucune puissance n’est plus échangée. 


Es POINT MÉTHODE sx 
Exploiter les bilans énergétiques 


= Les bilans d’énergie s’obtiennent également de façon systématique (voir exercice n° 1 p. 496) : 
æ Multiplier l’équation électrique par l’intensité. 
… Multiplier l’équation mécanique par la vitesse. 
æ Combiner les deux expressions, généralement par élimination du terme de Laplace. 
æ [Identifier chaque terme comme une puissance (souvent la dérivée temporelle d’une énergie). 
Traduire le comportement physique des systèmes : en général une source d’énergie (alimen- 
tation électrique, opérateur, pesanteur...) distribue l’énergie entre les systèmes mécaniques (puis- 
sance cinétique, dissipation par frottement...) et électriques (énergie magnétique emmagasinée 
dans les bobines, dissipation par effet Joule...). 
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» Lorsqu'on a affaire à deux équations électriques, on multiplie chacune par l’intensité appropriée, puis 
on procède comme précédemment (transformateurs, voir III. 2.). 


= Lorsque le couplage est facile à lever (par exemple rails de Laplace basiques, voir IV.I. ou V.I.). On 
pourra effectuer le bilan directement sur l’une des équations. 





2. Haut-parleur 


Un haut-parleur (HP) est constitué d’un aimant et d’une 
bobine placée dans l’entrefer de l’aimant. Un courant cir- saladier 
le d Do: Il duit Édsl l (carcasse métallique) 

cule dans la bobine. Il reproduit fidèlement les variations D 
du son attendu (grâce par exemple à la tension obtenue par 

le microphone décrit au paragraphe précédent). Une force 
de Laplace, proportionnelle à ce courant va naître sur la 
bobine, qui est solidaire d’une membrane et soumise à un 


système de rappel élastique. Son déplacement génère une Me ui 
f.é.m. d’induction dans la bobine. L'ensemble constitue \ 

un oscillateur forcé à la fréquence imposée par le courant es 

inducteur, la membrane oscillera aux fréquences impo- 


sées par la tension, donc celles du son à écouter, mettant Principe du haut-parleur 
l’air en contact en mouvement. 





On peut modéliser le dispositif par un rail de Laplace 
alimenté par un générateur alternatif et soumis, en plus 
de la force de Laplace, à une force de rappel élastique par 
un ressort, comme sur le schéma ci-contre. Par rapport 
au système précédent, l’équation mécanique contient 
un terme supplémentaire, la force de rappel, l’équation 
mx = —kx +iaB, 
électrique est inchangée : 





. +e.,= Ri 
gén ind 
B,ax+kRi=e,, 
. gén : . : 
SOI : . | dont on tire l’équation du mouvement : 
mx = —Kx +iaB, 


2 m2 
. &B,. k B,a 
LV LE = 0. 
mR m mkR * 
Il s’agit donc comme attendu d’un oscillateur forcé par le générateur, c’est-à-dire par la tension qui 
reproduit les variations du son. La membrane oscille donc à la fréquence imposée par le générateur et 
ce mouvement reproduit les variations sonores à transmettre. En faisant le lien avec le cours d’électro- 
cinétique sur les filtres, on comprend que selon les caractéristiques du haut-parleur, on peut choisir les 
gammes de fréquences émises (graves, médium ou aiguës), en adaptant la bande passante du système. 


N. B. : Ce qui précède est une bonne approximation du principe de fonctionnement du HP. Cependant, 
d’une part on a négligé l’auto-induction et les phénomènes de frottements, d'autre part on n’a pas étudié 
le processus réel d’induction dans la bobine. En effet compte tenu de sa géométrie, ce dispositif pose 
le problème évoqué au début du chapitre car, sauf à le modéliser par un rail de Laplace, le phénomène 
inductif ne peut y être correctement abordé en termes de flux tel que vu ici. L'exercice n° 4 p. 499 en 
propose une approche plus complète. 
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ES VERS LA COLLE 


Questions de cours 

= Induction : principe, lois de Lenz, de Faraday. 

# Auto-induction : principe, coefficient, lien avec le circuit RL. 

= Induction mutuelle : principe, coefficients, équations et schéma équivalent, notion de couplage. 


s Rail de Laplace : principe, fonctionnement en générateur, en moteur, équations électriques et méca- 
niques, bilans énergétiques. 


s Conversion électromécanique : principe du haut-parleur. 


Erreurs à éviter 


= Les principales erreurs sont liées aux signes et aux orientations. Les choix d’orientation doivent non 
seulement précéder tout calcul, mais également être cohérents (surface et sens du courant, puis f.é.m.). 
On gardera dans tous les calculs les grandeurs algébriques, une fois les signes et orientations fixées. 


Quelques « trucs » utiles 


= [1 est important de schématiser des systèmes équivalents (en respectant les orientations !) aux disposi- 
tifs pour écrire les lois électriques. Cependant on verra vite qu’avec des orientations directes standard, 
on arrive toujours aux mêmes équations, qui rejoignent celles établies en électrocinétique. 


sm Comme toujours en électromagnétisme, les schémas en perspective sont souvent mieux compris si 
on les assortit de schémas plans, en particulier pour avoir des orientations fiables des courants, des 
surfaces et des champs. 
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1 Chute d'un cadre (d'après ICNA 2011) * * — corrigé p. 501 


Un cadre rigide MNPQ sur lequel est enroulé un circuit fermé 
de n spires conductrices carrées de coté a (masse totale m) est 
placé verticalement et son mouvement étudié dans le référen- 
üel terrestre, dont les axes sont choisis comme sur la figure 
ci-contre. À l’instant initial, le coté le plus bas MN est horizon- RE 
tal et coïncide avec l’axe Oy. Le circuit a une résistance totale Do 
R et un coefficient d’auto-imduction L. Dans le demi-espace 
x > O0, règne un champ magnétique uniforme et stationnaire 
comme indiqué sur le schéma. Le cadre est abandonné, sans 
vitesse initiale, dans le champ de pesanteur uniforme. On sup- “ 
pose qu’un système de guidage l’astreint à demeurer vertical et . nn de champ 
on néglige tout phénomène de frottement. : 
© Expliquer pourquoi le cadre est le siège d’un phénomène 
d’induction. Exprimer la f.é.m. induite dans le circuit. En 
déduire l’équation électrique vérifiée par l’intensité dans 
le cadre, dans le cas où l’on néglige le phénomène d’auto- 
induction. 





@ Établir l'expression des forces de Laplace sur le cadre. Commenter leur action. Établir l’équation 
différentielle du mouvement et en déduire les expressions de la vitesse du système et de l’intensité. 
Exprimer la vitesse limite. Est-elle atteinte ? Quel est le mouvement du cadre une fois qu’il est inté- 
gralement dans la zone de champ ? 


© On tient compte maintenant du phénomène d’auto-induction. Établir l’équation différentielle du mou- 
vement. Sans la résoudre explicitement, décrire le mouvement du cadre. Etablir un bilan énergétique. 


F2) Induction mutuelle (CCP MP 2008) * — corrigé p. 503 


Une spire rigide plane circulaire de centre O, de rayon a et de résistance r est placée dans le champ 
magnétique régnant à l’intérieur d’un solénoïde infini (comprenant N spires et de longueur L grande 
devant son rayon À > a) parcouru par un courant variable : /(9) = 1, sin(œf). L’axe de la spire et celui du 
solénoïde coïncident. 


© Expliquer qualitativement pourquoi et dans quel sens apparaît un courant dans la petite spire, puis 
exprimer l’intensité de ce courant (la spire est immobilisée). 


© Même question si la spire tourne maintenant autour d’un axe fixe de son plan à une vitesse angulaire 
constante & et qu’un courant stationnaire d'intensité Z, circule dans le solénoïde. 


© Quel phénomène a-t-on négligé ici ? Quels systèmes réels ces dispositifs modélisent-ils ? 
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El Pince ampèremétrique (CCP TSI 2014) * * * — corrigé p. 505 


Une pince ampèremétrique à induction est constituée 
d’un tore de section carrée de côté a, d’axe (Oz) de 
rayon compris entre 2a et 3a, sur lequel sont bobi- 
nées régulièrement un grand nombre N de spires 
carrées en série. Ce circuit de résistance R est fermé 
sur un ampèremètre de résistance négligeable. On 
travaille dans la base cylindrique comme indiqué 
sur le schéma. Un fl infini parcouru par un courant 
I(e) = I cos(@t) dont on cherche à mesurer la valeur 
efficace, coïncide avec l’axe (Oz). Soit i(f) le courant VUE DE DESSUS COUPE TRANSVERSALE 
induit dans le bobinage du tore et 1(5) = 1 cos(œt + @) 

son expression en régime forcé. On donne : 


D NE nn. Ni(t)—  — "_ = 
B x (M,f) = F _ ) €y ; Brre(M à l'intérieur du tore,f) = RD, : Brre(M à l'extérieur du tore,f) = 0 








© Justifier l’existence d’un courant i(f) dans le bobinage torique. Que signifie régime forcé ici ? 
Justifier la direction des champs. Comment expliquer qualitativement que le champ du tore soit nul 
à l’extérieur ? 

@ Établir l'expression du flux du champ du fil et celle du flux du champ du tore à travers une spire du 
tore, en fonction de L,, 1(?), ir), N et a. En déduire le flux total dans le bobinage torique. 


© Rappeler les définitions du coefficient d’auto-inductance et du coefficient d’inductance mutuelle et les 
exprimer pour le bobinage du tore. Etablir l’expression de la f.é.m. induite dans le tore en fonction de 
ces coefficients et des dérivées des intensités. 


© Exprimer la fonction de transfert H =i/1 et donner son module et son expression asymptotique à 
haute et basse fréquence. Commenter. 


© On admet qu’aux fréquences de travail, la résistance du bobinage est négligeable devant son impé- 
dance. En déduire une expression simple du rapport des intensités efficaces du tore et du fl. 


O Ce dispositif, appelé pince ampèremétrique, possède un grand nombre de spires (par exemple 
N = 1000). Expliquer son utilité par rapport à un ampèremètre simple. Peut-on l’utiliser en courant 
continu ? 


E1 Haut-parleur (CCP PSI 2006) * * * — corrigé p. 507 


Un haut-parleur électrodynamique est un système à 
symétrie cylindrique constitué : 

— d’un aimant annulaire, d’axe (z'z), créant un 
champ magnétique B= Be. radial et de norme 
constante dans la région utile de l’entrefer ; 

— d’un solénoïde indéformable de même axe (z/z), RS Membrane M 
comportant N spires et de rayon p, placé dans l’en- 
trefer de l’aimant ; 

— d’une membrane M perpendiculaire à l’axe 
(z'z), solidaire du solénoïde et pouvant effectuer de 
faibles déplacements axiaux autour de sa position 
d'équilibre z = 0, grâce à un système élastique que 
l’on modélisera par un ressort unique de raideur k. 
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On ne tiendra compte, n1 du poids du dispositif, n1 de la réaction du support, car ils se compensent. On 
travaillera en coordonnées cylindriques, c’est-à-dire avec les vecteurs : &,,€,,6. 
Le courant {(#) est compté positif lorsqu'il circule suivant &,. La transmission acoustique de la membrane 
à l’air environnant se traduit par une force de frottement fluide F=-f.ù., opposée à la vitesse & de 
la membrane (f > 0). La bobine est assimilable à une inductance pure L, en série avec une résistance R. 


Elle est alimentée par un amplificateur qui délivre une tension u(f) à ses bornes. 


© Faire le bilan des actions mécaniques appliquées à l’ensemble (bobine + membrane). En déduire 
l’équation différentielle vérifiée par z(f) qui traduit le comportement mécanique du dispositif de 
masse M. 


© Peut-on ici calculer la f.é.m. induite par le déplacement de la bobine à l’aide de la loi de Faraday ? On 
admettra donc que, de ce point de vue, le circuit se comporte comme un rail de Laplace qui se dépla- 
cerait à la même vitesse, orthogonalement au champ magnétique et qui aurait la même longueur que 
le fil enroulé. Écrire l’équation différentielle vérifiée par le courant i(r) qui traduit le comportement 
électrique du système, puis le système d’équations couplées entre i et z. 


© Dans le cas où la tension z(r) est sinusoïdale de pulsation &, toutes les grandeurs physiques variables 
sont des fonctions harmoniques du temps. Exprimer les équations précédentes en notation complexe 
et déterminer l’impédance complexe Z du circuit électrique alimenté par u(f) en fonction de L, R, © 
et des éléments mécaniques du dispositif. 


© Montrer qu’on peut adopter comme 
modèle électrique du haut-parleur 
le schéma équivalent ci-contre. On 
exprimera chacun des éléments L,, 
Cet R, de l’impédance motionnelle 
(on cherchera à définir ce terme) en 
fonction de B, m, f, N, p et k. 





Disque dur * > corrigé p. 510 


Le principe d’écriture du disque dur a été évoqué dans l’exercice n° 8 du chapitre précédent (voir 
p. 475). Expliquer comment le même dispositif permet de lire les données inscrites sur la surface. 


Sur la photo la tête 
a été soulevée pour 
qu'elle soit visible 
par réflexion sur la 
surface du disque. 
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EM Chute d'un cadre > énoncé p. 498 


© Lorsque le cadre pénètre dans la zone de champ, il est traversé dans sa partie basse par un flux. Ce flux 
varie, car la surface augmente au fur et à mesure de la chute. Une f.é.m. induite apparaît dans le circuit qui, 
étant fermé, est alors parcouru par un courant induit. 


Le flux du champ à un instant f vaut : o(t)= nBo.S(x) = nB,e. rad ( the. = nB,ax(t) 
ne do(r dx(z | 
Soit une f.é.m. induite, d’après la loi de Faraday : €, — -0 = -nBja SO soit : [eg = —NBÇax 


S1 le circuit est uniquement résistif, le cadre fonctionne selon le schéma 
équivalent ci-contre et l’intensité induite vérifie : 


—= 5 DS ° e° 4 e : . 
ea = KR d’où l’équation électrique : Ri=-nB,ax 


© On étudie le mouvement du cadre dans le référentiel terrestre supposé 
galiléen. Il est soumis à son poids P = mge. , aux forces de Laplace et 
aux réactions des supports de guidage. En l’absence de frottement, ces 
réactions n’ont pas de composante suivant (Ox). (En théorie pour un mou- 
vement idéalement vertical, elles sont nulles, mais en pratique elles sont 
indispensables pour éviter l'instabilité du système qui basculerait certainement à la moindre perturbation). 
Les contraintes de guidage imposent une vitesse suivant l’axe vertical, d’où les vecteurs cinématiques : 





w=xe, et a=xe, 
Zone de flux nul 














Les forces de Laplace valent : 
Fun =niMN AB, =niae, A Be, = niaB,e, 
a = ( (pas de champ à ce niveau) 
arr — niQMAB, NA —nixB,e, 
Fr =niNP AB, = ni(-xe,)A Be. = nixB,e, 


Attention : i est négatif. 
Zone de flux 
non nul 


Bien comprendre 


Il est absolument essentiel pour calculer les forces de Laplace sans erreur de signe, d’orienter les éléments 


de courant selon le sens positif choisi (par exemple QM est dans le sens de (Ox) et NP en sens contraire) 
et, simultanément, de conserver l’expression algébrique du courant. Si l’on cherche à mettre le sens réel du 
courant dans les équations (on sait 1c1 que le courant est négatif, donc tourne en sens contraire du schéma) 
on risque des erreurs de signes. 


On constate sans surprise, sachant que i est négatif, que les forces de Laplace sont de nature à minimiser le 
flux qui augmente, en tendant à diminuer la surface du cadre s’il était déformable et, dans le cas contraire, 
à freiner la descente du cadre dans le champ à travers une résultante verticale vers le haut. 


On applique le théorème de la résultante cinétique au cadre dans le référentiel terrestre supposé galiléen : 





Qui conduit par projection sur (Ox) à l’équation mécanique : 7"17X = niab, + mg, 
. = —naXB, 


Soit le système couplé : mi = niaB, + mg, 
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Bien comprendre 


On peut 1c1 plus simplement remplacer i dans l’expression de la force de Laplace, dès le début, pour obtenir 
directement l’équation différentielle ci-dessous. On n’a volontairement pas fait ce remplacement dans cette 
résolution de façon à mettre en évidence le couplage électromécanique des équations et faire le parallèle 
avec la question suivante où ce couplage est plus complexe du fait de l’auto-induction. 





L’élimination de : conduit à l’équation différentielle mécanique (« pure ») : 
n° Bja° 


Le 
: — it À + = = 
X+— np 80 soit : z avec T 


L’équation différentielle précédente est du second ordre en x mais du premier ordre en w, et la solution est 
vez = Ae""+7e,, soit, en tenant compte des conditions initiales (w{7 = 0) = 0) : 


v=i=g,t({li-e"")) et: 





En théorie cette vitesse est atteinte au bout d’un temps infini, en pratique au bout de quelques 7, le temps 
caractéristique du système, à condition que le cadre ne soit pas encore totalement dans la zone de champ. 
S1 le cadre entre totalement dans le champ avant une durée de quelques 7, alors la vitesse limite n’est pas 
atteinte. Dans tous les cas le mouvement ultérieur est celui d’une chute libre, car les phénomènes d’induc- 
tion, et donc les forces de Laplace, disparaissent, le flux devenant constant. 


Bien comprendre 


S1 l’on conserve l’idée d’un circuit purement résistif, le courant induit cesse brutalement lorsque le cadre 
arrive entièrement dans le champ, et le mouvement ultérieur est une chute libre sans frottement. En réalité 
en raison de l’auto-induction, le courant ne cesse pas brutalement et un régime transitoire intervient entre 
la situation précédente et la chute libre. Notons par ailleurs qu’il est impossible de générer un champ 
magnétique qui s’annule de façon aussi brutale au passage de l’axe. 





© Le calcul de la f.é.m. d’induction due au déplacement reste valable, mais 
l’équation électrique n’est plus correcte si l’on tient compte de l’auto-induc- 
tion dans le cadre. La loi des mailles appliquée au circuit équivalent ci-contre 
conduit à l’équation : 
di 


e,y = -nbQaX = Ri+Le 





Le calcul des forces de Laplace reste valable (ici on n’a pas d’expression 
simple de à par l’équation électrique) : 

Fu =niaB,e.  : Fou =-nixB,e, =-Fw : Fr0 =0 
Le théorème de la résultante cinétique conduit par projection sur (Ox) à la même expression que précé- 
demment : mx=niab, + mg, 


Soit le système couplé : 
di 








—nB,ax = Ri+ Li, (1) équation électrique 
| mX = niaB, + mg, (2) équation mécanique 
ne NN ALIEN ee dis HIDE 
De (2) on tire l’expression de i : D (*— g,) qui se dérive en : En X 
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Puis l’on remplace ces deux expressions dans (1) de façon à lever le couplage : 


HT. 
—g, )+L 
naB (80, 


0 


X 


naB, 








-nBaï = R 


Soit, en utilisant la vitesse et en écrivant l’équation sous une forme plus habituelle : 


2m2,,2 
. .. n' Ba 
oo R 


L Im ‘LE 

La solution de cette équation différentielle du second ordre en x est la somme d’une solution homogène 
(régime transitoire du second ordre) qui s’amortit et d’une solution particulière constante (voir chapitre 9 
p. 137). La vitesse tend donc vers une valeur limite, dont on peut vérifier qu’elle est la même que dans le 
cas précédent. Là encore cette vitesse n’est pas atteinte s1 le cadre entre totalement dans le champ avant, 
car la validité de l’équation cesse lorsque le cadre est entièrement dans le champ. Après un nouveau régime 
transitoire d’annulation du courant, le cadre est en chute libre. 

Le bilan de puissance s’effectue sur le système d’équations couplées, où l’on multiplie l’équation élec- 
trique par l’intensité et l’équation mécanique par la vitesse, puis l’on soustrait membre à membre : 


di 





—naB, ïi = Ri° + Li 1)xi 
D TE So mt = RE — Li D + met 
mix = naBix+mgï  (2)xi 
D OU : m£o-V- = Fm )rRr na re Finalement 5 pesanteur  — cinétique cie + 


La puissance motrice de la force de pesanteur (travail moteur du poids) se répartit entre la puissance ciné- 
tique (accélère le système), la puissance magnétique (énergie emmagasinée dans la bobine) et l’effet Joule 
(dissipation d’énergie dans la résistance sous forme de chaleur). 


Bien comprendre 


Lorsque les équations couplées sont simples et que le couplage se lève aisément par une proportionnalité 
entre vitesse et intensité, le bilan de puissance se fait plus rapidement à l’aide d’une équation découplée, 
par exemple en multipliant l’équation mécanique par la vitesse et en identifiant l’effet Joule dans le terme 
en 4 (qui devient # grâce à la proportionnalité). Mais lorsque le système est plus complexe comme ici, 
le bilan se fait en multipliant chaque équation par la valeur correspondante (i x l’équation électrique et 
we x l’équation mécanique) et en éliminant entre les deux, le terme de couplage, qui est naturellement la 
puissance de la force de Laplace, terme en iw qui apparaît dans les deux équations. Il ne reste plus qu’à 
identifier les différents termes et à donner un sens physique à l’équation. 


FA Induction mutuelle > énoncé p. 498 


© Le solénoïde crée un champ uniforme et variable dans le 
temps, dont la valeur algébrique est proportionnelle à l’in- 
tensité Z, ce champ varie donc alternativement. Le circuit 
(spire), étant immobile et rigide, est traversé par un flux qui 
varie dans le temps, en raison de la variation du champ exté- 
rieur généré par le solénoïde. C’est un cas d’induction de 
Neumann, 1l apparaît un courant induit dans la spire, dont le 
champ va s’opposer aux variations du champ du solénoïde. 
Or ce dernier présentant des variations alternatives, 1l en sera 
de même du courant induit puisque, selon le cas, 1l faudra 
compenser une augmentation ou une diminution du flux. 
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Le flux du champ dans la spire à un instant f est égal à : 
O1) = Bsot.S spire = ynI(t)e ra e. = u,nl(tta? avec n = NIL 
Soit une f.é.m. induite, d’après la loi de Faraday, et avec les orientations définies ci-dessus : 


80, pre AO 


= à % avec: 1()=1$sin(@f) d’où e,,, = -u,nTa 1 @cos(@t) 


ind 


L’équation électrique sur la spire s’écrit : eu =tl,y d'où: 





S1 l’on trace les sinusoïdes représentant les variations algébriques du courant inducteur et celles du courant 
induit on constate bien que, lorsque le premier augmente, le second est négatif créant un champ opposé au 
champ inducteur pour compenser son augmentation, tandis que lorsque le courant inducteur diminue le 
courant induit est positif créant un champ induit qui tend à compenser la diminution du champ inducteur, 
ce qui est conforme à la loi de Lenz. 


Bien comprendre 


S1 l’on a procédé rigoureusement, 1l est évident que les résultats seront conformes à la loi de Lenz. 
Cependant, on commet facilement des erreurs de signes dans ce genre de problème, la vérification finale 
permet alors de les faire apparaître, si un comportement contraire à la loi de Lenz semble être observé. 
Inversement, on peut prévoir qualitativement le sens des grandeurs induites (f.é.m., intensité, champ) selon 
la loi de Lenz et vérifier que les résultats du calcul sont cohérents avec cette prévision. 





© Le solénoïde crée cette fois un champ uniforme et station- 
naire. Par contre le circuit tourne dans ce champ, modifiant 
l’orientation de la surface et donc la valeur du flux au cours 
du temps, lequel va diminuer puis augmenter alternative- 
ment. C’est un cas d’induction de Lorentz, il apparaît un 
courant induit dans la bobine, dont le champ va s’opposer 
aux variations de ce flux, conduisant encore à des variations 
alternatives du courant induit. 





Le flux du champ dans la spire à un instant f est égal à : 


DC) = Bo. S spire = Hynle ra” e,(t) = ,niTa” cos(O(f)) 


avec O(f) = wt, imposé par la rotation de la spire autour de l’axe À et toujours n = N/L 
Soit une f.é.m. induite, d’après la loi de Faraday, et avec les orientations définies ci-dessus : 


__ d@(r) _ ra? dCOS(O (1) 
df 


es dr — Ho I = u,n1Ta@sin(@t) 


0 . DRE 
Or: e,,=ri,, d’où : 





On vérifie toujours la loi de Lenz, initialement le flux est maximal (0 = 0) il diminue sur le premier !4 de 
tour, le courant induit est alors positif, car 1l doit compenser la baisse du flux par un champ induit dans le 
même sens que le champ inducteur. On peut raisonner de même sur la suite du mouvement. 


© Le premier dispositif correspond au principe du transformateur : en adaptant les dimensions et le nombre de 
spires des circuits, on obtient dans le secondaire (spire) un courant induit de même fréquence que le courant 
inducteur du primaire (solénoïde), mais dont la valeur efficace sera plus grande ou plus faible. Bien que généra- 
lement les rôles soient inverses (inducteur tournant, induit fixe) le second dispositif est celui d’un alternateur, où 
le stator est le solénoïde et dans lequel le mouvement du rotor (ic1 la spire) génère un courant induit dans le rotor 
à une fréquence 1dentique à celle de la rotation. On a 1ic1 négligé le phénomène d’auto-nduction dans la spire. 
De même, on a supposé que le courant du solénoïde était maintenu sans perturbation due à l’induction mutuelle 
de la spire sur le solénoïde, ce qui, avec une bobine de petite dimension devant celles du solénoïde, est légitime. 
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El Pince ampèremétrique > énoncé p. 499 


© Le courant dans le fil est variable et produit un champ non stationnaire, dont le flux à travers le circuit du 
tore varie dans le temps. C’est un phénomène d’induction de Neumann, il apparaît une f.é.m. induite dans 
le bobinage, qui, puisqu'il constitue un circuit fermé, génère un courant induit. En raison de l’influence 
mutuelle, 1l se produit d’abord un régime transitoire, qui, en présence des résistances des circuits, s’amortit 
rapidement. Le régime sinusoïdal forcé est un régime permanent (non stationnaire) qui perdure seul 
au-delà du transitoire. 


Tous les plans contenant l’axe (Oz) (e.e,) sont des plans de symétries des distributions de courant (fil et 
tore), comme on le voit aisément sur le schéma. Or le champ magnétique est antisymétrique, donc dans 
un plan de symétrie, il est orthogonal à ce plan. Le champ du tore et celui du fil (et par conséquent la 
résultante des deux) sont donc nécessairement orthoradiaux en tout point de l’espace. 

Le solénoïde torique est fermé et « bloque » les lignes de champs à l’intérieur, aucune ligne ne peut traver- 
ser une distribution de courant. On peut imaginer un solénoïde infini (champ extérieur nul) dont on aurait 
refermé l’une sur l’autre les deux extrémités. 


© N. B. : Dans ce qui suit, pour faciliter la compréhension, on 
sépare les calculs des flux des champs de chague distribution 
de courant. Étant donné cependant que ces champs sont coli- 
néaires et dépendent des mêmes variables, on pourrait plus 
rapidement les traiter en un seul calcul, à partir de la somme 
des deux champs. Par ailleurs sur le schéma, l'échelle n’est 
pas respectée concernant la position de l’axe (Oz). 
Le champ ici n’est pas uniforme sur une spire (n1 celui du fil, 
ni celui de tore), on doit donc calculer le flux à l’aide d’une 
intégrale. On exprime d’abord le flux élémentaire sur une sur- 
face de largeur dr et de longueur a d’une spire. Le champ est 
uniforme sur cette surface, puisqu'il ne dépend que de r : 


= _ ME) = — al(t 
d® pire (E) = Bt (r,f).dS spire = ne ) e,.adre, = se ) d 


[e4 











Le flux du champ du fil à travers toute la spire vaut donc : 


= [a = [HO ge Hal far Hal fin pie 2 BA1O jn 3 


In = 
® ;1_sspire À) À DT DT DO 27 TE 2 


LaNI @); 
Die (Œ)= NO ere (= OTTE D; inf 2 |] 


Bien comprendre 


Dans l’intégrale précédente, on intègre sur la position r, or le courant ne dépend que du temps et, à f donné, 
ne dépend pas de la position, donc ne dépend pas de r. Du point de vue de l’intégrale d’espace, 1l est donc 
constant, ce qui permet de le sortir de l’intégrale. On pourrait aussi choisir un élément de surface dS = drdz 


et calculer l’intégrale double qui donne évidemment le même résultat : 


ot Ul(E) ça A se dr | Hol(E) zl" [nr] = Hal), 3 


HR 2x J-a2 ‘Jia y 27 -a/2 24 27 o) 


Os D) = [[ B(M.NdS = [= 


spire spire 





Un calcul comparable permet d’obtenir le flux du champ du tore sur lui-même (flux propre) : 


— ire, = UaNi(T) a. 


JOUR GE Biore (CE 1). bu Sn DTr 
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De (Ce) 


: De ire * 
ÿ spire 1 


3a URaNI(T) UaNi(T) ç3e dr HOAaNi(F) 3a  UQANi(t), 3 
@) DIT 27 2a F D | nr|, 27 u 2 


= _ HaN (6) 2 
Dre (1) E NOR (£) = DT - ]n D 


aN(Ni+D) 3 





Et F dt) _ d (£) + Ÿ x1-st0re (0) — EE . 2 


© Les coefficients d’auto-induction et d’inductance mutuelle du bobinage torique vérifient : 








ae) ID, et C0 S OHIE) 
_ HAN ‘ 3 _ HAN, 3 
L= 2x In et M = 2x In; 


La f.é.m. induite dans le tore vérifie la loi de Faraday : 


CH TO, die 
End L dt =—L dt M dt En re nee? 








Soit l’équation électrique dans le bobinage selon le schéma équivalent : 


di) , y AG) _9 


Ri+L d d 








© En régime permanent sinusoïdal et en utilisant les notations complexes, l’équation électrique s’écrit : 

Mj@ 

i(R + jLO) = -MjoI soit la fonction de transfert : H = — 

_ R+ jLO 

qui est celle d’un passe-haut, comme on peut le confirmer par le comportement asymptotique : 
Hautes fréquences : \H | — _. Basses fréquences : \H | — Ü 


Ce dispositif ne sera utile que pour des fréquences suffisamment élevées (typiquement © > @,. = À) 


© Ce cas correspond à R € Lo, la fonction de transfert est alors simple : 
H = À qui permet de donner le rapport des intensités efficaces dans les circuits : 
i, i 
M Lo à 
eff m 
Soit, en utilisant les expressions obtenues pour les coefficients d’induction : 


= eff 
dd 1000 





et avec 1000 spires : 





© On dispose ainsi d’un système qui permet de lire directement (au facteur N près) l'intensité dans le fil sur 
l’ampèremètre du bobinage. Ce dispositif présente plusieurs avantages, en particulier pour mesurer des 
courants très intenses. Introduire un ampèremèêtre supposerait, d’une part de manipuler le câble électrique 
(dangereux), d’autre part d'interrompre la distribution du courant le temps de placer l’ampèremètre, lequel 
devrait par ailleurs être capable de mesurer des courants très élevés (centaines d’ Ampères). Avec le tore que 
l’on place autour du fil, on évite de manipuler le fil et on mesure un courant beaucoup plus faible et donc 
moins dangereux et accessible sur un ampèremètre basique. Ce dispositif ne convient évidemment pas à la 
mesure d’un courant continu, pour lequel 1l n’y aura pas de régime permanent d’induction. 
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Haut-parleur > énoncé p. 499 


© On étudie le mouvement du dispositif (bobine + membrane) dans le référentiel Sud 
terrestre supposé galiléen. Outre les forces de pesanteur et les réactions qui 
se compensent, le système subit une force de rappel de la part des ressorts, 
une force de frottement fluide et une force de Laplace, car 1l est parcouru par 
un courant et plongé dans un champ magnétique. Les contraintes de guidage 
imposent donc un déplacement suivant l’axe horizontal (7'z), les vecteurs ciné- 
matiques étant : wù —Ze et a—Ze., les forces s’écrivent : 


pos = —kze. à ne — — fi — — fie. 
On calcule la résultante des forces de Laplace sur une spire circulaire de la bobine à un instant f quel- 
conque, en tenant compte de la géométrie radiale du champ (voir schéma ci-dessus) : 


Fup-ispire () = LOS À B(M) | = |, Litodte, (M) À Be, (M) |= (98 [Late | = 0] ee dé | e. 





Dans ce d’une part la valeur de l’intensité et celle du champ 
sont indépendantes de la position de l’élément de courant, mais de 
surcroît, alors que les directions des vecteurs diet B dépendent 
de l’élément de courant considéré, celle du produit vectoriel n’en 
dépend pas. Toutes ces grandeurs peuvent donc être sorties de l’in- 
tégrale qui se calcule alors aisément : 

e. =-i(t)B2mpe. 


ne. 


none (t) = 08! ] , dé le. = —{(t)BL 
spire 





Toutes les spires subissent la même force, la force de Laplace sur 
la bobine est donc : Fup = —-Nit)B27rpe, 


Cette force a bien pour effet de mouvoir la bobine et donc la membrane le long de l’axe. Le mouvement 
de la membrane est lié aux variations des grandeurs électriques et génère un mouvement longitudinal de 
l’air, donc un son. 


Bien comprendre 


Bien qu’à ce niveau le calcul intégral, outil incontournable en 
physique, doive être maîtrisé, 1l est possible ici pour une première 
approche du système, de remplacer la spire circulaire par une spire 
carrée de côté a et de s’appuyer sur un calcul plus simple (sans inté- 
grale). Pour obtenir une situation similaire, on place alors un champ 
dans le plan de la spire qui est orthogonal à chacun des côtés, puis 


on utilise les résultats de la force de Laplace sur chacune des 4 tiges 
rigides qui forment le cadre (attention 1ic1 la résultante n’est pas un 
couple comme dans le calcul du cadre p. 470-471). Les 4 forces 
sont égales, dirigées suivant l’axe (.z' ) et de valeur F = Baï(f). Soit 
une résultante F lphore(L)= 4ai(t)Be. identique à celle obtenue ci- 
dessus en remplaçant 2x%p le périmètre de la spire circulaire par 4a 
le périmètre de la spire carrée. 





Le théorème de la résultante cinétique appliqué au dispositif s’écrit donc (où, conformément aux indica- 
tions de l’énoncé, on n’évoque pas la résultante du poids et des réactions qui est nulle) : 


ma = F'iap + F éast + F jron SOit par projection sur (Oz) : mZ = Ni27pB —kz-— fz 


Soit: |mz+ fz+kz=-Ni(t)2rpB| l’équation mécanique 
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© Ici le vecteur surface de la bobine est colinéaire à (z’z), il est donc orthogonal au champ (qui est radial), et 
cette situation perdure même lors du déplacement de la bobine dans le champ. Le flux à travers le bobinage 
est donc nul et le reste à tout instant. La loi de Faraday conduit ic1 à une f.é.m. induite nulle. Ce cas cor- 
respond à la situation évoquée au début du cours, pour lequel la loi de Faraday en termes de flux à travers 
le circuit est mise en défaut. On utilise donc l’analogie avec le rail de Laplace proposée par l’énoncé. 


Bien comprendre 


Il est cependant aisé de comprendre pourquoi 1l y a quand même une induction de Lorentz dans ce cas. II 
suffit d'imaginer les charges mobiles (électrons) dans le bobinage. Lors du déplacement de la bobine, ces 
électrons sont animés d’une vitesse colinéaire à (Oz) dans un champ radial. Ils subissent donc une force 
de Lorentz orthoradiale, qui les entraine dans un mouvement d'ensemble à l’intérieur du conducteur et qui 
se traduit par un courant induit à l’échelle macroscopique. L’équation plus générale de Maxwell-Faraday 
permet de démontrer ce résultat et de donner l’expression de la f.é.m. induite. Lorsque le rail de Laplace 
de longueur a se déplace dans le champ magnétique, les électrons subissent aussi une force de Lorentz qui 
se traduit par la f.é.m. induite, qui peut 1ic1, par contre, être calculée comme dans le cours à l’aide de la loi 
de Faraday sur le flux. Notons que le même problème intervient dans l’étude du microphone, système tout 
à fait symétrique du haut-parleur. 





On modélise la bobine par un rail de Laplace qui correspond aux 
même orientations, c’est-à-dire avec une vitesse et un courant 
orientés comme dans le cours, mais un champ magnétique en 
sens contraire comme sur le schéma ci-contre (voir cours p. 492). 
La f.é.m. induite est donc : 


y = —(-B )az — Baz 





Par analogie, que l’énoncé invite à faire, on en déduit en remplaçant a par la longueur du bobinage que la 
f.é.m. induite par le mouvement du solénoïde vaut (toujours avec des orientations choisies) : 


e., = BN2rpà 


On peut alors proposer le schéma électrique équivalent, qui 
tient compte de l’alimentation de la bobine, de sa résistance, 
de son auto-inductance (que l’on peut aussi schématiser par 
une bobine) et de la f.é.m. induite par le déplacement. La loi 
des mailles s’écrit : 





. 1 6°. 7 . + UR 5 0 
Soit: u(r)+ NE(1)27PB-L . = = 0 
d’où: |L d + Ri(t) = u(t) + Nz(0)27pB| l’équation électrique 


On obtient donc sans surprise un système d’équations électromécaniques couplées entre le mouvement 
(mécanique) et le courant (électrique) : 


mz+ fz+kz=-(N2rpB)i mz+ fi+kz = -fBi 


di avec B = N2rpB 


LA +Ri=u+(N2rpB} LT + Ri=u+Bi 





© En régime sinusoïdal, on exprime le système précédent à l’aide des notations complexes pour u, i et z les 
grandeurs dépendant du temps, où la dérivation se traduit par une multiplication d’un facteur j@ : 


(jo) mz+ jofz+kz=-Bi 
jLoi + Ri = u + bjoz 
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L’impédance complexe du circuit est égale au rapport de la tension d’alimentation et de l’intensité, on 
exprime donc le déplacement en fonction de l’intensité à l’aide de l’équation mécanique : 


. 5) . _— ‘ RS ae —f . 
Go) m+ jof +k]z=-Bi d’où : a 


PN 


que l’on remplace dans l’équation électrique : 


0 
CON en d’où : Cm 2; 
(j@) m+jof +k (jo) m+jof +k 
02 
Puis : Re D Enter 
(jo) m+jof +k 


Or par définition u = Zi donc l’impédance équivalente du circuit vaut : 


jJo(N2rpB) 


ZL=R+IJLO + —— — — 
k+(j@) m+jo@f 





Où 1l est commode de laisser les termes sous cette forme, pour l’identification qui suit. 


© Le circuit proposé a pour impédance 2 dans l’expression de laquelle on met en évidence l’impédance des 
composants associés en parallèle : 
ZE Los = in rt Lo. 


il 
Hi EE _ 411600 
(0) 





Bien comprendre 


Pour une association parallèle, 1l est toujours plus commode de calculer l’admittance, qui est la somme 
des admittances, chacune inverse de l’impédance de la branche. De même, 1l est ic1 pratique de ne pas 
réduire les fractions, pour une meilleure identification. Par ailleurs 1l est toujours possible d’introduire une 
notation pour un facteur encombrant (ici 5), à condition de l’exprimer à la fin des questions, pour donner 
les résultats en fonction des grandeurs de l’énoncé. 





Pour obtenir des expressions d’impédances comparables, on divise numérateur et dénominateur de la frac- 
ton dans l’impédance du haut-parleur par son numérateur : 














(J@) m  jof k OL RRUDE k 
c D ne ë 2) ii ; à 2 7 . 2 
job" job job BP BP jp 
Les deux impédances sont identiques sous réserve que les paramètres vérifient les relations suivantes : 
ee 
| JL,,@ job” 
1 -B°_(N2xpB) 
Mk k 





Ces dipôles électriques équivalents sont en fait liés aux grandeurs mécaniques d’où le terme de « motion- 
nelle », qui signifie en mouvement. 


)rartie 4 — Électromagnétisme ET 


Induction électromagnétique 


Bien comprendre 


= On note 1c1 que le condensateur est lié à l’inertie, la bobine au ressort et la résistance à l’inverse du coef- 
ficient de frottement. Ces liens diffèrent des similitudes habituelles de l’analogie électrique/mécanique vue 
au chapitre 9, résultant d’une association en parallèle et non en série des dipôles. 

= Par ailleurs on note que le déplacement peut aussi s'exprimer en fonction de la tension d’alimentation 
(on élimine l’intensité complexe des équations) sous une forme z = Xu qui correspond à un comportement 
forcé du déplacement par la tension appliquée au système. Or la tension reproduit les variations du son 
capté ou enregistré. Le déplacement sera donc toujours de même fréquence que la tension appliquée et 
donc, le son émis de même fréquence que le son enregistré. Cependant, selon les valeurs de X, c’est-à-dire 
selon la fréquence, 1l peut être déphasé et son amplitude dépendra de la fréquence. On cherche en général 
à obtenir une fonction de transfert qui présente un « plat » dans une gamme de fréquence (passe bande 
large), ce qui permet d’obtenir une réponse identique dans toute la gamme et donc une restitution propre 
du son (qui est une superposition de sons sinusoïdaux d’après la décomposition de Fourier). Cette situation 
est relativement facile à obtenir sur une bande de fréquence pas trop large, c’est pourquoi pour une bonne 
qualité, on associera un HP pour les basses (fréquences de l’ordre de la centaine de Hertz), un HP pour 
les médium (de l’ordre du KH) et un pour les aigus (de l’ordre de la dizaine de kHz), HP dont on peut 
représenter le comportement électromécanique comme sur le schéma ci-dessous. 


DIAGRAMMES DE BODE ASYMPTOTIQUES IDÉAUX D'UNE ASSOCIATION DE HP 


f(H2) = ©/27 


500 5000 10000 





E Disque dur > énoncé p. 500 


La tête, une petite bobine, se déplace rapidement au-dessus de la surface où sont inscrites les données, une 
succession de petits dipôles, qui chacun génère un champ magnétique. Lors du passage rapide de la tête, le 
flux varie dans la bobine (non alimentée en mode lecture) et un courant induit apparaît qui est de sens différent 
selon qu’on passe au-dessus d’un 1 ou d’un (0. L'analyse du signal fournit le codage. D’autres technologies 
plus perfomantes équipent maintenant les disques durs récents. 


À méditer 
Je ne trouve que des vérités, enseigne-moi la vérité. 
ANDRÉ-MARIE AMPÈRE (1775-1836) 





Description et évolution 


d'un système 





La prévision de la composition finale de tout système physico-chimique est primordiale dans l'indus- 
trie chimique, que ce soit pour contrôler la composition d'une peinture ou pour améliorer le rende- 
ment de la synthèse d'un médicament. Cette prévision se fait en trois étapes : premièrement, décrire 
rigoureusement le système étudié dans son état initial; deuxièmement, comprendre quelle transfor- 
mation chimique se produit et la modéliser par une ou plusieurs réactions chimiques; troisièmement, 
utiliser cette modélisation pour déterminer avec précision la composition du système à l'état final. 


CADRE D'ÉTUDE : Un constituant physico-chimique est caractérisé par sa formule chimique, dans un 
état physique donné indiqué entre parenthèses. Exemples : H,O(/), Na*(aq), H,0(g), Fe(s), etc. Dans 
ce manuel, lorsque l'état physique n'est pas indiqué, il s'agit d'une espèce dissoute en solution. 





if États physiques et transformations de la matière 


1. Les trois états de la matière 


= La matière peut exister sous trois états principaux : solide, liquide ou gazeux. 


Can [ue ue 
Caractéristiques macroscopiques 


Oui Non 
= [1 existe plusieurs types de solides : les solides cristallins (structure ordonnée), les solides amorphes 
(structure désordonnée) et les solides semi-cristallins (juxtaposition de zones cristallines et de zones 
amorphes). 















= Pour un même solide cristallin, 1l peut parfois exister plusieurs structures différentes. On dit que le 
solide possède plusieurs variétés allotropiques (par ex. : carbone diamant et carbone graphite). 


2. Notion de phase 


Définition 






Une phase est une région de l’espace où les grandeurs indépendantes de la quantité de matière (tem- 
pérature, concentration, etc.) varient de façon continue. 





= Pour déterminer le nombre de phases présentes dans un système, on retiendra que : 

— Tous les gaz se mélangent pour former une unique phase gazeuse. 

— Des liquides peuvent former une seule phase (liquides miscibles) ou plusieurs phases (hiquides non miscibles). 
— À l’état solide il y a en général autant de phases que de solides. 


3. Les transformations de la matière 
% Transformations de la matière 


= Transformation physique : Les espèces chimiques ne sont pas modifiées. En revanche, certains 
paramètres physiques changent : la distance entre les différentes espèces, leur position, leur vitesse, etc. 


Exemples : Un changement d’état, la compression d’un gaz, une élévation de température, etc. 
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= Transformation chimique : Les espèces chimiques sont modifiées, il y a donc une modification des 
liaisons entre atomes ou 10n5. 


Exemple : Dans l’eau, le chlorure d'hydrogène HCI(g) se transforme en ions H,O* et en ions CT. 


a Transformation nucléaire : Il y a une modification des noyaux atomiques. 
Exemple : Désintégration @ de l’uranium par éjection d’un noyau d’hélium : YU — “,Th+ He 


Les changements d'état du corps pur : utilisation des diagrammes d'état 


= Pour étudier les changements d’état d’un corps pur, on utilise souvent un diagramme d’état (P, T), sur 
lequel on porte la pression en ordonnée et la température en abscisse et on indique pour chaque couple 
(P, T) l’état physique dans lequel se trouve le corps étudié (voir figure ci-dessous). 


Diagramme d'état de l'eau liquide 


= Chaque zone du plan correspond à un 


P (bar) état physique possible de la matière. 








220 Point critique 


s Chaque portion de courbe entre deux 
zones est l’ensemble des couples (P, T) 
pour lesquels les deux états peuvent coexis- 
ter. C’est dans ces conditions de tempé- 
rature et de pression que le changement 
d’état peut se produire. 


Liquide 









Solide 


Pression Point triple 


atmosphérique 


= L’intersection des trois courbes est le 
point triple. Il s’agit de l’unique couple 
(P, T) pour lequel les trois états de la 
matière coexistent. Pour l’eau : T =0,01°C ; 
P, = 0,006 bar. 


= La courbe de vaporisation (frontière liquide — gaz) est limitée vers les hautes températures et fortes 
pressions par le point critique, au-delà duquel le changement d’état liquide-gaz n’est plus observé : il 
s’agit d’un état fluide intermédiaire entre l’état liquide et l’état gazeux appelé état supercritique. 


0,01 100 314 T(C) 





nl Description de l'état initial d'un système physico-chimique 


1. Cas d'un système homogène gazeux 


= On utilise pour les gaz le modèle du gaz parfait qui repose sur les hypothèses suivantes : les consti- 
tuants élémentaires du gaz (atomes ou molécules) sont considérés comme ponctuels et 1l n’y a pas 
d’interaction entre eux autre que les collisions. 


Énoncé 
Loi des gaz parfaits : 


Pression totale dans le système Température du système 
(Pa ; 1 bar = 10° Pa) PV = naRT (K ; T(K) = 8 (°C) + 273,15) 








Le Constante des gaz parfaits (R = 8,314 J.mol '.K°!) 
Quantité de matière totale de gaz dans le système (mol) 


Volume de la phase 
gazeuse (m°) 





= Dans un mélange de plusieurs gaz situés dans une enceinte de volume V, à la température T, on appelle 
pression partielle P. du gaz i, la pression qu’aurait le gaz i s’il occupait tout seul le volume V à la même 
température T. On note n, sa quantité de matière. 
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= Pour le gaz i appartenant à un mélange gazeux, la loi des gaz parfaits devient : PV =n,RT 


a En remaniant les deux équations précédentes, on obtient la loi de Dalton : 


2. Cas d'un système homogène liquide ou solide 


Selon la nature du système étudié (solide pur, liquide pur, mélange ou solution), on utilisera différents 
outils de description : 


Nature | | 


___ Quantité de matière 


Fraction molaire Constituant Fraction molaire n, du constituant i (mol) 


du constituant : d’un mélange | du constituant à 
(sans dimension) 


n; 
X; = = 
n; 


2. 


Concentration Concentratrion molaire n Quantité de matière 
molaire Soluté ; du soluté à (mol.L-) = C: er du soluté i (mol) 


du soluté ; V—___ Volume de la solution (L) 


Masse de l’échantillon 
Masse volumique | _Mm, al oo 


de l’échantillon i (kg.m *) P 


Pt — Quantité de matière totale 
(mol) 


Masse volumique | Liquide pur ou solution _ 
de l’échantillon à ou solide pur 


i considéré (m°) 








(I Modélisation de la transformation chimique 


1. Transformation chimique et réaction chimique 


= Une transformation chimique est modélisée par une réaction chimique, c'est-à-dire un modèle 
simple qui ne tient pas compte de tous les paramètres (déplacement des molécules à l'échelle microsco- 
pique, fréquence des collisions entre elles, etc). 


s À toute réaction chimique, on associe une équation de réaction qui comporte toujours, par défaut, 


un signe égal entre le membre de gauche contenant les réactifs et le membre de droite contenant les 
produits. 


Exemple : Ca”*+ 2 HO + CO, (g) = CaCO,(s) + H,O(£) 


2. Transformation totale — transformation équilibrée 


À l'issue d’une transformation chimique, le système atteint l’état final, état dans lequel les quantités de 
matière des réactifs et produits encore présents n’évoluent plus. Il existe deux types d’état final : 

— L'un, au moins, des réactifs a entièrement disparu ; la transformation est dite totale. Dans ce cas, on 
peut remplacer le signe égal de l’équation de réaction par une simple flèche (—). 

— Réactifs et produits coexistent ; la transformation est dite équilibrée. Dans ce cas, on peut remplacer 
le signe égal de l’équation de réaction par une double flèche (—). 


3. Activité chimique 


Définition 


L'activité chimique d’un constituant physico-chimique i, notée a, est une grandeur sans dimension 


caractéristique du comportement de i dans un système physico-chimique. L'expression de l’activité 
chimique a, d’un constituant ; dépend de sa nature. 
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Nature du constituant Expression de a, Commentaires 


Constituant d’un mélange liquide En x, est la fraction molaire de i dans le mélange. 


Soluté | C, est la concentration molaire de : en solution. 


(supposé infiniment dilué) | C° est la concentration standard : C° = 1 mol.L-! 


Gaz parfait dans un mélange de gaz - À P. est la pression partielle de : dans le mélange gazeux. 
parfaits | P° est la pression standard : P° = 1 bar = 10° Pa. 


_ | Un solvant, toujours en large excès, a un comportement voisin 
Solvant, liquide pur, solide pur | , 
de celui du constituant correspondant pur. 


4. Quotient de réaction Q et constante d'équilibre K 





= Soit une réaction chimique à laquelle on associe l’équation de réaction suivante : 0 = > vA . Les À 


l 
sont les espèces chimiques intervenant dans l’équation de réaction, d'activité a, et les v. sont les nombres 
stæchiométriques algébriques (v. < 0 pour un réactif, v, > 0 pour un produit). On définit le quotient de 
réaction Q , sans dimension, par l’expression suivante : 


IT « 
d; 
_- V, __ ieproduits 
2; E [la : (vil 

l | | d; 


ieréactifs 








[s) , 
Re. 0 Ne 3+ 12 o 
Exemple : 2 Fe* + Cu” = 2 Fe** + Cu(s) ; Q — ET | 0 _ [Fe 1 XC 
dx X A, [s) ar] [Fe* | x[Cu*] 
C° C° 
Énoncé 


Relation de Guldberg et Waage (ou loi d’action des masses) : 


Lorsque à l’issue d’une transformation chimique, un système physico-chimique atteint l’équilibre, le 
quotient de réaction prend une valeur, appelée constante thermodynamique, notée K, qui ne dépend 


que de la température T du système et qui s'exprime ainsi : K=Q,4 =[I«. 





* Évolution spontanée d'un système physico-chimique 
Les grandeurs Q et K permettent de prévoir l’évolution d’un système physico-chimique. Celui-ci évolue 


de façon à atteindre l’équilibre, c’est-à-dire de façon que Q tende vers K. On utilise souvent le schéma 
ci-dessous pour visualiser le sens d’évolution d’un système. 


Sens 1 Q<K Q =K Q>K 
Réactifs — Produits ES Q. 
Sens —] _— Équilibre ee 
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Transformations quantitatives, limitées ou très peu déplacées 


= Utliser la valeur numérique de K pour déterminer la nature d'une transformation chimique peut 
s'avérer très utile dans la résolution des exercices (voir point méthode p. 516), on peut retenir le résultat 
ci-dessous. 


Résultat 


Si K < 10°*, alors la transformation est très peu déplacée et si K > 10“, alors la transformation est 


quantitative. 





a Il faut toutefois être très prudent car les limites 10 * et 10* peuvent être mises en défaut (voir exercice 
n° 4 p. 519). 





TUTELLE CR CU ELLLE 


1. Construction du tableau d'avancement 


« Contrairement à ce qui a été vu au lycée, l’avancement molaire (exprimé en mol) est noté & et non x. 
a On peut exprimer, à tout instant f, la quantité de matière n,(f) d’un constituant quelconque ; d’un système 


siège d’une transformation chimique d’avancement molaire Ë& par l’expression : n,(f) = n,(0)+ v.ëé(#). 


Exemple : Transformation chimique quantitative qui a lieu lors de la synthèse de l’ammoniac à partir 
de diazote (n, mol) et de dihydrogène (2n, mol). 


’ 


État initial (E.L.) 


Hypothèse 1 : N, est limitant = n, 6 = 0 = sax = 9 





Hypothèse 2 : H, est limitant = 2n, —-3Ë 3 


max _ 0 — — = 


2n 
| — ee. = — 
3 


D 


A l’état final, 1l ne reste qu’une quantité infime £& de dihydrogène, c’est le réactif limitant. 


= Pour les réactions en solution, 1l est plus commode d’utiliser une grandeur homogène à une concentra- 
tion molaire : l’avancement volumique x. Attention, ceci n’est possible que si le volume V du système 


6 


est constant. L’avancement volumique x est défini par x == et s’exprime donc en mol.L'\. 


Exemple : Transformation chimique équilibrée qui a lieu lors de la mise en solution de l’acide acétique 


CH,COOH + H,0 () —  CH,COO + H,0* Avancement (en mol.L-!) 


dans l’eau. 
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2. Détermination de l'état final 


ns POINT MÉTHODE 
Déterminer la composition finale d’un système physico-chimique 


= Déterminer la composition du système à l’état initial. 


\ 


æ Choisir la grandeur pertinente à utiliser dans le tableau d’avancement : avancement molaire ou 
avancement volumique. 


Remplir les deux premières lignes du tableau d’avancement (état initial et instant f). 


= Établir la nature quantitative, limitée ou très peu déplacée de la transformation, soit en suivant les 
instructions de l’énoncé, soit en analysant la valeur de la constante d’équilibre. 


Pour la troisième ligne, trois cas se présentent : 


Cas 1 : 


Transformation très peu 
déplacée 


C0 


° Remplir la troisième ligne en faisant tendre l’avancement Ë vers £ aussi petit que possible. 


5. * Remplir la troisième ligne du tableau en remplaçant 6 par 6... 


Transformation limitée 
. . . » . Ne . Q] 9 7 1° ? 
EE ° On obtient ainsi une équation à une seule inconnue, l’avancement à l’équilibre 7e que l’on peut 
f _ ?éq 


résoudre à la main ou à la calculatrice. 


° Déterminer littéralement l’expression de K à l’aide des éléments de la dernière ligne du tableau. 


Cas 3 : 
Transformation ° Identifier le réactif limitant et déterminer l’avancement maximal 


quantitative + Compléter la dernière ligne du tableau. 


Ge = Enix 





> voir exercice n° 2 p. 518 
(EE | 
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ES VERS LA COLLE 


Questions de cours 
= Les différents états de la matière. Les différentes transformations de la matière. Exemples. 


s La loi des gaz parfaits et la loi de Dalton. Définir tous les paramètres, donner leur unité. Retrouver la 
loi de Dalton par le calcul. Enoncer les hypothèses du modèle du gaz parfait. 


sm Quels sont les différents outils de description d’un système homogène (définitions, unités) ? 


m Activité chimique d’un constituant physico-chimique : définition et différentes expressions selon la 
nature du constituant considéré. 


# La relation de Guldberg et Waage. Application à la prévision du sens d’une transformation chimique. 


Erreurs à éviter 


= Pour une espèce pure, cela n’a pas de sens de parler de concentration ou de fraction molaire. On utilise 
en général la masse volumique pour calculer une quantité de matière. 


= Pour éviter les erreurs d’unités lors des calculs de masse volumique, 1l faut retenir par cœur : 
p. =1KkgL"=1 gmLl". 
s Le volume doit être en m* dans la loi des gaz parfaits. 


= Lorsqu'on effectue la détermination de l’état final d’une transformation équilibrée, 1l ne faut surtout 
pas injecter directement les quantités de matière dans K, mais 1l faut utiliser les activités. 


= Ne pas confondre x, (fraction molaire) et x (avancement volumique). 


Quelques « trucs » utiles 


= Dans l’expression de Q ou de K, grandeurs sans dimension, C° et P° sont indispensables à l’homogé- 
néité. Cependant, 1l est usuel d’omettre les C° pour alléger les écritures. 


sm Des réactifs, introduits initialement en proportions stœchiométriques, restent en proportions stœch1o- 
métriques tout au long de la transformation. 


Méthode pour résoudre une transformation en phase gazeuse 
“ Ajouter une colonne au tableau d’avancement indiquant la quantité totale de gaz dans le système. 
 Exprimer K en fonction des pressions partielles et de P°. 


æ Utiliser la loi de Dalton (P. = x.P) pour exprimer K en fonction des x, de P et P°. 


Utiliser la relation x; =—- pour exprimer K en fonction des n, de P, de n, , et de P°. 
tot 


Remplacer les n, par leur expression en fonction de 6, (voir tableau d'avancement). 


» Résoudre l’équation pour déterminer &.. 
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Sens d'évolution d'une réaction de précipitation * — corrigé p. 520 


Un système contenant du chlorure de plomb PLCI,(s), des ions plomb Pb*, des ions chlorure CF et de 
l’eau peut être le siège de la réaction d’équation : PCI (s) — Pb* +2 CFE (1). 

La constante d’équilibre associée à l’équation de cette réaction vaut K = 1,0.10 €. 

On introduit n = 0,50 mol de chlorure de plomb solide dans un volume V = 1,0 L d’eau distillée et on 
agite longuement, une partie du solide ne se dissout pas. 


© Lister tous les constituants physico-chimiques du système. Combien y a-t-il de phases à l’état final ? 


© Déterminer l’activité initiale des différents constituants du système puis donner la valeur du quotient 
de réaction initial de la réaction (1). 


© En déduire comment évolue le système. Donner la composition qualitative du système à l’état final. 


© Construire le tableau d'avancement de la réaction puis vérifier que [Pb#],, = 6,3.10* mol.L'\. 


On prélève un volume V, = 20 mL de la solution limpide S qui surnage et on y introduit un volume 
V = 1,0 mL d’une solution de chlorure de potassium (K* + CF) de concentration € = 2,0 mol.L'"' ; on 
observe la formation d’un précipité. 


© Déterminer la composition initiale de ce nouveau système. 


© Quelle est la nature du précipité formé ? Comment expliquer sa formation ? 


PA Synthèse du dihydrogène (d'après Agro-Véto BCPST 2007) * — corrigé p. 520 


Un mode de préparation industrielle du dihydrogène met en jeu la réaction en phase gazeuse d’équation 
suivante : CH,(g) + H,O(g) = CO(g) + 3 H,(g). La réaction se déroule sous une pression totale constante, 
P = 10 bar. La température du système demeure constante et telle que la constante d’équilibre K' est égale 
à 15. Initialement, le système contient 10 moles de méthane et 10 moles d’eau. 


© Exprimer la constante thermodynamique K en fonction de la quantité de matière de chacun des consti- 
tuants, de la pression totale P et de P°. 


© Déterminer la composition du système à l’équilibre. 


El Déphosphatation des effluents aqueux (d'après E3A PC 2013) * * > corrigé p. 522 


On s’intéresse à la déphosphatation d’un effluent aqueux contenant C’ = 1,6.10 * mol.L'' de phosphore 
à l’aide de chlorure de fer FeCl.,(s). La variation de volume engendrée par l’ajout de chlorure de fer est 
supposée négligeable. Le pH de l’effluent est maintenu égal à 8,5. On admet qu’à ce pH, le phosphore 
est sous forme d'ions hydrogénophosphate HPO*-. L'opération permet d’abaisser la concentration en 
ions hydrogénophosphate à C" = 3,2.10° mol.L'\. 

L’ajout d’ions Fe* apportés par le chlorure de fer en milieu légèrement basique provoque la précipitation 
du phosphate de fer FePO (s) selon l’équation de réaction : Fe* + HPOT + HO° — FePO(s) + H,O(£) 
On admet que la transformation correspondante est totale. 


© Un premier essai de déphosphatation consiste à ajouter 10,0 g de chlorure de fer FeCI.(s) à 1,0 m° 
d’effluent. Quelle est la concentration en ions hydrogénophosphate HPO* à l’état final ? 


@ Déterminer à présent la masse minimale de chlorure de fer FeCl,(s) à ajouter à 1,0 m° d’effluent pour 
obtenir une concentration finale en ions hydrogénophosphate égale à C" = 3,2.10° mol.L". 

Données : 

— Masses molaires : M, = 35,5 g.mol” ; M, = 55,8 g.mol” 

— Pour le calcul de la concentration en ions hydroxyde : [HO] = 10P#1® mol.L' 
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EXERCICES BE 


Description et évolution d'un système 





E1 Hydrolyse de l'ATP (d'après Agro-Véto BCPST 2013) * * > corrigé p. 523 


L’adénosine triphosphate (ATP) est essentielle dans le métabolisme humain, elle fournit, par hydrolyse, 
l’énergie nécessaire aux réactions chimiques du métabolisme. 

On considère la réaction d’hydrolyse de l’ATP+ en ADP? : ATP+ + H,O({/)= ADP + HPOY + H* 
de constante d’équilibre K = 2,21.10 7, à T = 298 K. On étudie cette réaction en milieu tamponné à 
pH = 7,0 (la concentration en ions H* est constante au cours de l’expérience, égale à 1,0.1077 mol.L°"). 
Les concentrations molaires initiales C des réactifs sont données dans le tableau ci-après. 


C; (mol.L-!) 2,5.10* 2,25.10> 0,60.10 0,95.10 


© En l’absence de toute considération biologique, quelle évolution spontanée peut-on prévoir ? 








© Calculer les concentrations à l’équilibre de chacune des espèces participant à la réaction donnée. Que 
peut-on en conclure ? 


© Cette situation était-elle prévisible en ne tenant compte que de la valeur de K ? 


Résolution de problème : Comment ajuster le pH de l'eau d'une piscine ? — corrigé p. 524 


DocuMEnT 1 : Qualité de l'eau selon le pH DocuMENT 2 : Extrait de notice 
Extrait de wwwr.piscine-clic.com de piscine hors-sol 


Comment corriger le pH de ma piscine ? 


m Pour baisser le pH 

On utilise du pH-moins® : Acide chlorhydrique 
HCI dilué, vendu en bouteille portant la mention 
«23% en masse d’acide chlorhydrique ». Son 
espèce active est H,0*. 


pH idéal : 7,2 — 7,4 m Pour augmenter le pH 
On utilise du pH-plus® : Carbonate de sodium 
Na,CO., vendu sous forme de poudre. Son espèce 


Eau basique : Trouble, corrosive, irritante pour les yeux et 
les muqueuses, provoque des précipitations de sel, entartre les 
filtres et les parois, milieu favorable au calcaire, au dévelop- 
pement d’algues et annule l’action des produits. 


Eau acide : Corrode les parois en béton, les revêtements 
en ciment et les objets métalliques, irrite les yeux et les 
muqueuses, est favorable à l’apparition d’algues et annule 
l’action des produits. 


active est l’ion CO". 





À la fin du mois de juin, un particulier souhaite vérifier la qualité de l’eau de sa piscine de 50 m° pour 
que ses amis puissent l’utiliser sans crainte pendant l’été. À l’aide d’indicateurs colorés achetés dans son 
magasin de bricolage préféré, 1l mesure le pH de l’eau de sa piscine et obtient pH = 6. 


Problème à résoudre : A l’aide des documents et de vos connaissances personnelles, aidez ce par- 
ticulier à rendre sa piscine à nouveau propre à l’utilisation. 


Données : 

— Masses molaires : M(Na,CO,) = 106 g.mol" ; M(HCD = 36,5 g.mol 

— Densité de l’acide chlorhydrique commercial : d = 1,1 

— Réaction de l’ion carbonate en milieu acide : COS +2 H,0* — H CO, + 2 H,0(/) de constante K = 10167 

— En terminale S, le pH a été défini de la façon suivante : pH = — Iog [H,0*]. Ainsi, plus la concentration 
en ions H,0* d’une solution est élevée, plus le pH est faible et plus la solution est dite acide. 
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Description et évolution d'un système 





Conseil 


L'exercice n° 2 est une illustration du point méthode du cours. La démarche est structurée à l’aide 
de symboles æ. Il est conseillé de s’en inspirer dans les exercices similaires. 





Sens d'évolution d'une réaction de précipitation > énoncé p. 518 





© Constituants physico-chimiques du système : H,O(/), PbCI,(s), Pb**(aq), CT(aq). Il y a deux phases à l’état 
final : une phase liquide (solution aqueuse contenant Pb“*(aq) et CT(aq)) et une phase solide (PLCI, (s)). 


© Initialement, la dissolution n’a pas commencé, donc a(Pb*) = a(Cl) = 0 et, pour le solide présent, 


: , . : a(Pb* )a(CT Es 
a(PbCL,) = 1. Pour l’eau présente, qui est le solvant, a(H,0) = 1. Or, Q == ——, on en déduit 


donc que a(PbCIL.,) 


© Q.< K donc le système évolue dans le sens 1 de la transformation et le solide se dissout partiellement 
jusqu’à atteindre l’équilibre. Composition qualitative finale du système : eau (solvant), PbCI,(s), Pb* et 
CT. Les ions sont obtenus en faible quantité car K < 10*. 





éq éq ? 


K 
K =| pb” | (ose =4x*, , on en déduit que | Xéy— JE = 6,3.10* mol.L” 





© Attention à ne pas oublier les dilutions : 


M DAV CN 
Dé PP ee tes 
VOS ENV V +V 


[Pb?*] = 60.10 * mol.L-! ; [K*] = 9,5.10 7 mol.L-! ; [CF] = 1,1.107! mol.L-! 








© On peut calculer la valeur du nouveau quotient de réaction : 
, : = = _ û | > 
Q,. =|P Ja | = (6,0.10 *)(1,1.107 )° =6,9.10° = Q>K| Le système évolue donc dans le sens —-1 de 


la transformation, c’est-à-dire le sens de formation du précipité de PDC... 


2 Synthèse du dihydrogène > énoncé p. 518 


© Il faut d’abord exprimer K en fonction des activités puis des pressions partielles puisqu'il s’agit de gaz : 





3 3 
Le da, éco _ x, ét co éq 
o2 
À CH, 4 0H,0,éq P CH, éd F H,0.6qL 
On utilise ensuite la relation de Dalton : P = x;P et la relation x, = ———— pour exprimer K en fonction 
des quantités de matière et de la pression totale : Mot gaz.éq 


3 2 
Na, ,6//cO,éqL” 


K = AVEC Mot, garéa — lHén Ÿ /cO,éa + ll cH,,éa * lH,0,éa 


P°? 


2 
n CH, ,éq Ty,0,éq/ lot, gaz. éq 





Description et évolution d'un système 





© Pour déterminer la composition du système à l’équilibre, il faut utiliser le point méthode p. 516 : 
Déterminer la composition du système à l’état initial. 
Ici, elle est donnée dans l’énoncé : n(CH.,), = 7(H,0), = 10 mol, toutes les espèces sont gazeuses et P = 10 bar. 


Choisir la grandeur pertinente à utiliser dans le tableau d’avancement : avancement molaire ou 
avancement volumique. 


Pour une transformation en phase gazeuse, on utilise l’avancement molaire 6 (mol). 


Remplir les deux premières lignes du tableau d’avancement (état initial et instant f). 


CC A A 





Établir la nature quantitative, limitée ou très peu déplacée de la transformation, soit en suivant 
les instructions de l’énoncé, soit en analysant la valeur de la constante d’équilibre. 


K = 15, la transformation est donc limitée. Il s’agit du cas 2 du point méthode. 


+ Remplir la troisième ligne du tableau en remplaçant 6 par 6, 





Déterminer littéralement l’expression de K à l’aide des éléments de la dernière ligne du tableau. 


4 p2 4 p2 
Ge (364) P° DRELIE EE 


LHC D'UTE) OOE)E Eye 


On obtient ainsi une équation à une seule inconnue, l’avancement à l’équilibre C7 que l’on peut 
résoudre à la main ou à la calculatrice. 


Équation obtenue : 2/K (10° #4 )P°-V27ÈP =0 & 2VK10° =(2VKP°+427P)E% tous les termes 
étant positifs dans l’expression de K, on en peut prendre la racine carrée. 


Îl 
Résolution : : = LR) 
+4 


Ce = 36 mol 
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Description et évolution d'un système 








El Déphosphatation des effluents aqueux > énoncé p. 518 


© + Composition initiale : 
= RC | = 1,6.10* mol.L-! (HPOŸ est la seule espèce phosphorée) ; 
— [H*] = 10° mol.L, d’après la valeur du pH, donc [HO"] = 10 ** mol.L'! (cette valeur ne change pas au 
cours de la réaction car le pH est maintenu constant) ; 
3+ 
_ fre ]- n(Fe*) _n(FeCl,) _m(FeCl.) 


= 2, = ol 
V V M (FeCl, )}V 


° Pour cette transformation en solution, on choisit d’utiliser l’avancement volumique x (mol.L°?). 
+ Tableau d'avancement : 


HO- FePO,(s) +  HO(!) 
5,5 


La transformation est totale donc x. =6,2.10© mol.L” 
On en déduit que [ HPO* ] = 9,8.10 * mol.L! 


La concentration en HPO vaut donc 9,8.10 mol.L. 


Bien comprendre 









Parler de la concentration de FePO (s) n’a pas de sens, c’est pourquoi elle n’est pas introduite dans le 


tableau d'avancement. 


© On note C : la concentration molaire initiale en Fe**. 


; 


FePO(s) +  HO( 


C 
EF. (réaction totale) Ce 


X 
max 





On connaît la concentration finale : 11708 -= 3,2.10© mol.L”", donc x. = 1,28.10* mol.L". 
Comme Fe** est le réactif limitant, C, — x. = 0, on en déduit que C, = 1,28.10* mol.L". 
On cherche alors la masse de FeCT, à introduire : 


m(FeCl, ) = n(FeCI, )x M (FeCl, ) = n(Fe ph x M (FeCl,) IC 7 x M (FeCl,) 


m(FeCL,) = 20,8 g 





Description et évolution d'un système 





E1 Hydrolyse de l'ATP > énoncé p. 519 


© Les espèces intervenant dans la réaction sont toutes des espèces dissoutes. Leur activité s’exprime donc 
comme le rapport de leur concentration et de C° que l’on omettra. 


| ADP* | | HPO? | LH: | 2,5.10 * x0,60.10  x1,0.107? : 
OUR nn nt" 
0 


On a donc évolution dans le sens 1, c’est-à-dire hydrolyse de l’ ATP. 


© Tableau d'avancement, en mol.L'!, de cette réaction : 


71 SR 






Instant f 2,25.10- x 2,5.10* + x 0,60.10* + x 1,0.107 





E.F. (équilibre) 2,25.10*- x a 2,5.10* + x 0,60.10 * + x 1,0.107 


7 


BASE DIE AMIE 


À l'équilibre : Q,. =K=2,21.107 = PATES 


En réarrangeant, on obtient un polynôme du second degré : 1,0.10 °x;, +2,21.10 °x, —4,97.10 * =0 


Résolution numérique : À = 4,88.10* et F, = 2 2e 10e molle a vus positive). 
On remarque que Lg = Anax CT donc que [ATP*] est négligeable. On en conclut que la transformation est 
quasi totale car 1l y a disparition quasi complète du réactif limitant. 


Calculons à présent toutes les concentrations à l’équilibre : 
[ADP*-] = 2,5.10 * mol.L-! ; [HPO’] = 2,85.10 * mol.L-! ; [H*] = 1,0.107 mol.L-! 





Calculons précisément [ATP] à l’aide de la constante d’équilibre : 


ESRI PS CAL OR 
K=2, 10 = 5 en déduit que | [ATP#-] = 3,2.10-!! mol.L-! 


| ATP“ | 


© L'examen de la valeur de K (K € 1) nous aurait plutôt incités à dire que la transformation était très peu 
déplacée. Ic1, c’est le fait que le pH soit fixé qui provoque une telle évolution. La concentration en H étant 
maintenue à une très petite valeur (1077 mol.L”") au cours de la réaction, Q est maintenu à une valeur infé- 
rieure à K tout au long de la transformation et le système évolue totalement dans le sens 1. 


Bien comprendre 


L'hypothèse K > 10° (respectivement K < 107) assure la plupart du temps que Q << K (respectivement 
Q > K). Cependant parfois, les concentrations initiales sont telles que l’on ne rentre pas dans ces cas. 
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Description et évolution d'un système 








Résolution de problème : Comment ajuster le pH de l'eau d'une piscine ? > énoncé p. 519 


D’après le document 1, le pH d’une piscine doit être compris entre 7,2 et 7,4. Comme celui de notre piscine 
vaut 6, 1l doit être remonté. Pour cela, d’après le document 2, 1l faut utiliser du pH-plus, c’est-à-dire une base, 
le carbonate de sodium. 

Nous devons à présent calculer la quantité de carbonate de sodium à ajouter. 

La transformation qui permet de remonter le pH est celle qui consomme les ions H,O* par les ions COS 


COS +2 H,0* — H,CO, + 2 H,O(£), de constante K = 10'°? 


La valeur de la constante nous indique que la transformation est quantitative. On peut alors remplir le tableau 
d'avancement, sachant que l’on cherche la quantité initiale de carbonate de sodium n, à introduire dans une 
piscine de volume V = 50 m°, pour que la concentration en ions HO* passe de 10% à 1077 mol.L', par 
exemple. 


+ _2H0O(/) 


CO 
EEE 





un 
ee 10 —- 2x. Excès 
EF. V 


D D É = 47. O =4710/mollt O =4710/mollt LÉ Es 


On déduit du tableau que : 


1 
Xi = =(10 7° 107%) = 4,7.107 mol.L-! 
2 
La réaction étant quantitative, 1l suffit donc que : 
= 4,7.10/mol.L,etn,=x.. x V=2,4.10 7 mol 


On peut alors calculer la masse m, que le particulier doit ajouter : 


= MX M [m, 225 € 
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Cinétique chimique 





La cinétique chimique est le domaine de la chimie qui étudie la vitesse des réactions chimiques, 
c'est-à-dire l'évolution des quantités de matière des réactifs et des produits au cours du temps. 
Déterminer l'expression des facteurs dont dépend la vitesse permet de pouvoir la modifier pour 
des raisons industrielles par exemple. 


ss OUTILS MATHÉMATIQUES x 


» Equation cartésienne d’une droite 


Toute droite non verticale possède une équation cartésienne dans le repère du plan du type : 
y = ax + b. On appelle a le coefficient directeur (ou pente) de cette droite et b l’ordonnée à l’origine. Si 


la droite est horizontale, a = 0 sinon a = DEP où MX, y,), i = 1, 2 sont deux points différents de la 


À) X; 
droite. Quant à b, 1l s’agit de l’ordonnée du point d’abscisse nulle de la droite. 


= Équations différentielles d’ordre 1 


— La fonction y est solution de l’équation différentielle : y + ky = 0 où k est un réel non nul si et seule- 
ment si y(f) = y(0)e “. 
— Soit l’équation y’ + ky?= 0 où k réel. Si la fonction y est solution de cette équation et ne s’annule pas, 


1 Il 


= KI 
y(t)  y(0) 
= Dérivée et tangente à la courbe 


Soit (6) la courbe d’équation : y = f(x) où f dérivable. Le coefficient directeur (ou pente) de la tangente 
au point M(x, f(x)) de (G) est f(x). 





CADRE D'ÉTUDE : Dans ce chapitre toutes les réactions étudiées sont considérées comme totales et 
ont lieu à volume constant. Le système étudié est homogène (constitué d'une seule phase liquide 
ou gazeuse) et fermé (pas d'échange de matière avec le milieu extérieur). 





If Suivi cinétique d'une réaction 


Effectuer le suivi cinétique d’une réaction c’est déterminer expérimentalement la composition du sys- 
tème à différents instants. 


Méthode chimique de suivi 


Prélever un échantillon | -—} | Bloquer la réaction! | +} 


Exemple : Pour suivre la cinétique de la réaction H,0, + 2 +2 H* — 2 H,0 + I, on peut réaliser des 
prélèvements à différents instants et doser I, par S,O. 


1. Baisser la température (trempe), diluer, mettre un inhibiteur, etc. 
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Cinétique chimique 





Méthodes physiques de suivi 


Mesurer une grandeur physique que l’on peut facilement relier à la concentration (voir tableau ci- 
Loi de Beer-Lambert : 
Absorbance 


dessous). 
Grandeur Méthode 
mesurée physique 
de la nn A = Ye, KLX C— Concentration 
+ 


Absorbance Spectrophotométrie (sans unité) de l’espèce chimique 


Espèce colorée colorée i (mol.L-1) 


A visible Coefficient d’extinction 
molaire (L.mol-!.cm!) Longueur de la cuve (cm) 


Loi des gaz parfaits : 


Constante des gaz parfaits 
Pression totale (Pa) (R = 8,314 J.mol-'K-!) 
R 


. T | 
. Pression totale … P=Sn —- RTŸ C, — Concentration 
Espèce gazeuse Manométrie V molaire du gaz i 


P i 
_ . / (mol.m*) 

Quantité de matière 
du gaz i (mol) Température (K) 


Volume (m°) 


Loi de Kohlrausch : 


Conductivité C : 
= ___ Concentration molaire 
run Conductivité  . h<olib = oO =) À xC. . à 
Espèce ionique Conductimétrie de la solution (S.m”) > i i de l’ion i (mol.m*) 

g Conductivité molaire 


de l’ion i (S.m°.mol"!) 





ns POINT MÉTHODE es 
Exprimer une concentration en fonction d’une grandeur physique 


[Identifier la ou les espèce(s) chimiquet(s) dont la concentration est reliée à la grandeur physique mesu- 
rée (espèce colorée, ions, gaz, etc.). 


= Établir un tableau d’avancement en ajoutant à droite une colonne où est donnée l’expression de la 
grandeur mesurée aux dates f = 0, f et { — ©. Pour cela, on utilisera une des lois du tableau précédent. 


Relier la concentration d’une espèce chimique à la grandeur physique mesurée. 
> exercice n° 3 p. 535 
a ….….—…—— > 


Exemples : 


21 +S,05 > L +2 SO7 L est colorée — suivi spectrophotométrique. 


2 NO(g) + O,(g) > 2 NO, (9) Les réactifs et les produits sont gazeux — suivi manométrique. 
CH,CO,C,H. + OH + CH,CO, + C,H,OH OH et CH,COO- sont des ions = suivi conductimétrique. 





Ces méthodes physiques ne nécessitent pas de faire des prélèvements, la mesure est donc faite directe- 
ment dans le milieu réactionnel. 
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Cinétique chimique 





OR EE TE 


Soit n, la quantité de matière du constituant A. et [A.] sa concentration molaire dans un système de 
volume V constant. On notera C, sa concentration initiale. 


1. Définitions 
Définitions 
= La vitesse de disparition vw, , du constituant A.est définie par : 


= La vitesse de formation v.,. du constituant A. est définie par : 


= La vitesse de réaction w s’exprime aussi en fonction des concentrations des réactifs ou produits et 
de leur coefficient stoechiométrique v. : 


1 d[A;] 
AL = — —— 
v. dt 


= Les vitesses de formation, de disparition et de réaction s’expriment usuellement en mol.L'!.s 


= 





Exemple : 3 CIO" — CIO, +2 Cr 








_ , dCIO;T, _, dt]. _ d[cl0] 
CAO ge UE ge Ua 
-_1, d[CIO"]_, d[CIOST _ , 1 dfcr] 

e df df 2 dt 


2. Facteurs influençant 


Rappel de lycée 






La vitesse de réaction augmente avec la concentration des réactifs, la température et la présence 


d’un catalyseur. 


Influence de la concentration des réactifs à température constante 


= L’expérience a montré que, pour un certain nombre de réactions chimiques effectuées à température 
constante, la vitesse de réaction w pouvait être reliée de façon simple aux concentrations des réactifs. 


Énoncé 


a Une réaction admet un ordre s1 sa vitesse ax se met sous la forme : 
Vitesse de la réaction (mol.L!.s"!) 


Mk L [CA i 1 ___— Ordre partiel par rapport au composé A, 
i 
Constante cinétique Concentration des réactifs 
(unité dépendant de l’ordre et éventuellement du catalyseur (mol.L") 
de la réaction) 


= Cette relation est appelée loi de vitesse. 


= > «est l’ordre global de la réaction. 


1 
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Cinétique chimique 





Exemple 1 : CO(g) + CL(g) — COCL (8) ; à = k [COICLF" 
L'ordre partiel par rapport à CO est 1 et celui par rapport à CI, est 3/2. L'ordre global de la reaction est 5/2. 


[H, 1[Br, 1” 
[HBr] 
[Br, ] 


Exemple 2 : H,(g) + Br,(g) — 2 HBr(g) ; à =k . Cette réaction n’admet pas d’ordre. 





1+K 


Remarques : 

— La détermination d’un ordre ne peut se faire qu’expérimentalement. 

— Pour une réaction admettant un ordre, plus la concentration en réactif est élevée, plus la vitesse de la 
réaction est importante. 


Influence de la température 






DIS ÉTelhtte)s 


L'énergie d’activation d’une réaction, notée £, représente l’énergie minimale que l’on doit fournir aux 


réactifs pour que la réaction chimique s’effectue. C’est une barrière d’énergie, elle s’exprime en J.mol. 


Énoncé 


Loi d’Arrhenius : 
La constante cinétique k est caractéristique de la réaction et dépend de la température selon la loi 


) © . 
d’Arrhenius : Facteur de fréquence (même unité que k) 


Constante cinétique (unité variable E, Énergie d’activation (J.mol-!) 
selon l’ordre de la réaction) — A.CXP| — 
RT Température (K) 


Constante des gaz parfaits (8,314 J.mol-'K°!) 
A et E, sont des constantes indépendantes de la température. 





ns POINT MÉTHODE 
Déterminer une énergie d'activation E° 





: Données de l’exercice : Plusieurs couples de valeurs (7, k) obtenus expérimentalement. 


s Méthode : 





Prendre le logarithme de chaque membre de la loi d’Arrhenius : Ink = In À — = 
æ Tracer la courbe Ink = f d) à l’aide des données expérimentales fournies. 


æ Déterminer les valeurs de À et de E grâce aux valeurs du coefficient directeur et de l’ordonnée 


à l’origine. 
Ink 
Ordonnée à l’origine : InA 
X + 
—— -E, 
Ed Coefficient directeur : ra 


9 = @x @ +6) 





=|- 


> exercice n° 1 p. 535 





528 Physique-Chimie MPSI partagelivrescpge.blogspotcom 


Cinétique chimique 





Influence du catalyseur 


Le catalyseur augmente la vitesse d’une réaction thermodynamiquement possible sans apparaître dans 
l’équation bilan. Le catalyseur est généralement introduit en faibles proportions par rapport au réactif 
limitant (environ 10% en quantité). Le catalyseur ne modifie pas l’avancement final. 





[TT Cinétiques avec un seul réactif : a À — bB 


= Cette partie vise à établir les lois cinétiques (expression reliant la concentration [A] au temps) pour 
des réactions d’ordre O0, 1 et 2. 


= On considérera qu’à f = 0, [A] = C, et [B] = 0. 


Rappel de lycée 






Le temps de demi-réaction noté £,, est le temps au bout duquel la moitié du réactif limitant a été 


consommée. 


1. Loi cinétique 
% Réaction d'ordre 1 


a Unité de k : Réaliser une analyse dimensionnelle. 


A = K[A] = molL'.s"=[Kk|xmol.L "= 


= Équation différentielle : 


Loi de vitesse 


x Résolution de l’équation différentielle : 





Définition de À 


— Séparation des variables : Isoler les termes en [A] et ceux en f. 


dAI 
[A] 


— —akdt 


— Intégration : Intégrer chaque membre de l’équation entre l’instant initial £ = 0 et un instant f quelconque. 


Lay feet © DnIAIE ai © 


C C 
= Expression de f,, : Lorsque 1=1,, [A]= _s — is = ak, +nC = te 
/2 


a = 
In[N,O] = -2kr + InC, M2 TE 





1 
Exemple : In2 


2 N,0(g) > 4 NO, (g) + O,(g) 


partagelivrespge.blog®étéormanstormations de la matière ET 


Cinétique chimique 





% Réaction d'ordre 2 


Par une démarche analogue, on obtient les résultats ci-dessous. 


Cas général : =——— ;1,est inversement proportionnel à C, 
akCœ, 


Exemple : 
3 CIO" > CIO; +2 CT 





% Réaction d'ordre 0 


Les réactions d’ordre 1 et 2 sont les plus fréquentes. Dans le cas (rare) d’une réaction d’ordre 0, une 
démarche analogue à celle effectuée pour une réaction d’ordre 1 donne les résultats ci-dessous. 


Cas général : PE AE est proportionnel à C, 


ne. 
1/2 DE Sr” 





2. Détermination expérimentale de l'ordre d'une réaction 


La méthode à utiliser pour établir une correspondance entre le tableau de valeurs et la loi de vitesse (afin 
de déterminer l’ordre de la réaction) dépend des données fournies. 


Méthode intégrale 


La méthode intégrale est adaptée lorsqu’on connaît [A] ou P ou À ou 6, etc. en fonction du temps. 


Rs POINT MÉTHODE 
Déterminer l’ordre d’une réaction et la valeur de k avec la méthode intégrale 


Faire une hypothèse sur l’ordre de la réaction. 
= Établir la loi cinétique sous la forme d’une fonction affine du temps. 
Relier [A] à la grandeur physique mesurée si [A] n’est pas directement donnée. 


æ Vérifier l’hypothèse : 
= Tracer la courbe In[A] = f(#). S'il s’agit d’une droite, l’hypothèse ordre 1 est vérifiée. 
= Sinon tracer la courbe 1/[A] = fr). S'il s’agit d’une droite, l’hypothèse ordre 2 est vérifiée. 
m Etc. 


= Ordre | : = Ca) x + (nc, TT 
D -0*®+e 


OR CRIORE 
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In[A] [A] 
MC pente = -ak 
pente = +ak 


= Déterminer la valeur de la constante de vitesse k à partir du coefficient directeur de la droite obtenue. 
> exercice n° 2 p. 535 





Méthode des temps de demi-réaction 


Le principe de cette méthode est similaire à celui de la méthode intégrale. Elle consiste à recommencer 
plusieurs fois l’expérience pour différentes valeurs de concentrations initiales C en réactif et déterminer 
la valeur du temps de demi-réaction f. Il faut ensuite faire une hypothèse sur l’ordre de la réaction et 
exploiter l’expression du temps de demi-réaction sous forme d’une droite (voir exercice n° 5 p. 536). 


Méthode différentielle 


La méthode différentielle est adaptée lorsqu’on connaît la vitesse de réaction vw en fonction de [A]. 
Ds POINT MÉTHODE es 
Déterminer l’ordre d’une réaction et la valeur de k avec la méthode différentielle 


Prendre le logarithme de chaque membre de la loi de vitesse à = K[AÏJ°® : 


Ina = œin[A] + Ink 


Tracer la courbe Inx = f(In([A]). Si la courbe est une droite alors la réaction admet un ordre. 


= Déterminer l’ordre de la réaction à partir du coefficient directeur de la droite et la valeur de la 
constante de vitesse à partir de l’ordonnée à l’origine : 


Ina 


ONCELE 


Ink 


p) In[A] 





Remarques : 

— La valeur de la vitesse de la réaction se détermine graphiquement en déterminant à différents instants 
la valeur du coefficient directeur de la tangente à la courbe [A] = f(#). 

— Intérêt : Il n’est pas nécessaire de postuler d’ordre. 

— Inconvénient : La détermination des vitesses à l’aide du coefficient directeur est peu précise. 
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Méthode des vitesses initiales 


La méthode des vitesses initiales est similaire à la méthode différentielle. Elle consiste à recommencer 
plusieurs fois l'expérience pour différentes valeurs de concentrations initiales €, en réactif et à détermi- 
ner graphiquement la valeur de la vitesse initiale w associée. On écrit alors nv, = à InC, + Ink et le 
tracé de In, = fin(C,) permet de déterminer l’ordre initial &, de la réaction (voir exercice n° 4 p. 535). 


ns POINT MÉTHODE 
Déterminer l’ordre d’une réaction et la valeur de k avec la méthode des vitesses intitiales 


= Écrire la loi de vitesse à 1 = 0 (ue, = kC°?) et prendre le logarithme de chaque membre : 


nm, = anC, + Ink 


æ Tracer la courbe In = f(InC). Si la courbe est une droite alors la réaction admet un ordre initial. 


= Déterminer l’ordre initial de la réaction à partir du coefficient directeur de la droite et la valeur de la 
constante de vitesse à partir de l’ordonnée à l’origine. 


pente = &, 


Ink 


nC 


0 


> exercice n° 4 p. 539 





Remarques : 

— La détermination graphique de la valeur de w est plus précise que celle de nv. 

— Une réaction peut admettre un ordre initial sans pour autant avoir un ordre à un instant f (voir exemple 
ci-dessous). En revanche si une réaction admet un ordre, 1l est forcément égal à son ordre initial. 


[H, ][Br, °° 
es nn 
[Br,] 


We = KH,] Br, 1. La réaction n’admet pas d’ordre courant mais a un ordre initial 3/2. 


Exemple : H,(g) + Br,(g) — 2 HBr(g) ; w=k . À l’état initial [HBr], = 0 mol.L”, donc 





MLETTEEMER EN TENANMErETENZENT 


LA rar 18) 
df 


En égalisant les deux expressions de la vitesse on obtient : — 
a 
Cette équation différentielle ne peut être résolue directement (présence de deux fonctions [A] et [B]). On 


doit obligatoirement se placer dans des conditions expérimentales où on peut simplifier la loi de vitesse 
pour se ramener au cas des cinétiques avec un seul réactif (voir II p. 529). 
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1. Déterminer l'ordre global de la réaction : Conditions stæœchiométriques 


= Principe : Les réactifs sont introduits dans les proportions stæœchiométriques afin que leurs concen- 
trations soient proportionnelles à tout instant. La loi de vitesse peut alors s’exprimer en fonction de la 
concentration d’un seul des deux réactifs. On peut alors déterminer l’ordre global @ + B de la réaction 
en appliquant la méthode intégrale, des temps de demi-réaction, différentielle ou des vitesses initiales. 


Exemple : 









2r S,OS 


___1=0 | 0.80 0,40 


0,80 — 2x 
t 0,40 — x % 2% 
= 2(0,40 — x) 







M _[S07 1 





— On est dans les conditions stoechiométriques car 


1] 


— D’après le tableau d'avancement, quel que soit f : Eu [S,05 ] 


— On peut simplifier la loi de vitesse : à = KITS OS TP = K22LS OS TE = LK'[S,OÙ TE avec k' = k2° 


= 
— On se ramène à la forme mathématique que l’on sait exploiter : LE = K'[S,OT 1 
l 


Résultat 


Dans le cas où il y a plusieurs réactifs, se placer dans les conditions stæœchiométriques permet d’ac- 





céder à l’ordre global de la réaction. 


2. Déterminer un ordre partiel : Dégénérescence de l'ordre 


= Principe : Si le réactif A est introduit en large excès devant B, on peut considérer [A] comme constante 
et environ égale à [A],. La loi de vitesse peut alors s’exprimer en fonction de [B] uniquement. On peut 
alors déterminer l’ordre partiel G en appliquant la méthode intégrale, des temps de demi-réaction, dif- 
férentielle ou des vitesses initiales. 


Exemple : 










2 Fe* 2 Hg°* 2 Fe*+ 


0,10 —- 2x = 0,10 0,0010 — 2x x 2% 


— [Fe], > 10 [Hg*1, = [Fe*], >> [Hg*], = [Fe*] + [Fe], 
— On peut simplifier la loi de vitesse : à = k[Hg”*]"[Fe*1? = k'[Hg”*]* avec k’ = k[Fe”*]? 
— k' est appelée constante de vitesse apparente de la réaction. 





1 dHg”] 


— On se ramène à la forme mathématique que l’on sait traiter : —— . = k'[Hg*]* 
[ 


Résultat 


Dans le cas où 1l y a plusieurs réactifs, la méthode de dégénerescence de l’ordre permet d’accéder à 


l’un des ordres partiels. 





= Dans le cas d’une réaction avec plusieurs réactifs (majorité des cas) on peut déterminer entièrement la loi 
de vitesse (ordres partiels et constante cinétique) en combinant habilement les deux méthodes précédentes. 
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VERS LA COLLE BE 


Questions de cours 


s Loi empirique d’Arrhenius, énergie d’activation. 


= Établir l'équation différentielle et la loi cinétique dans le cas d’une réaction d’ordre 2 d’équation : 
3 À — B. Donner l’expression du temps de demi réaction ainsi que l’unité de k. 


= Exposer les deux méthodes de simplification de la loi de vitesse dans le cas de la réaction d’équation : 
aA+bB-—cC+dD. 


= Exposer le principe de la méthode intégrale. Application à une réaction d’ordre 1. 


= Exposer le principe des méthodes différentielle et de la vitesse initiale. Citer un intérêt de la méthode 
différentielle. Quel est l’inconvénient majeur de la méthode des vitesses initiales ? 


Erreurs à éviter 


= Penser à convertir les données de l’énoncé si elles ne sont pas en accord avec les unités données en 
début de chapitre pour les lois de Beer-Lambert, des gaz parfaits et d’Ohm. 


s Contrairement à l’expression de la vitesse de réaction, l’expression des vitesses de disparition des 
réactifs et d'apparition des produits sont indépendantes de l’équation bilan de la réaction. 


= Les ordres partiels qui interviennent dans une loi de vitesse ne sont pas forcément égaux aux nombres 
stæœchiométriques de son équation. 


a L'énergie d’activation s’exprime en J.mol' et non pas en J. 
s Vérifier l’unité de f avant de donner celle de k car le temps peut être donné en h ou min. 


= Pour déterminer & 1l faut effectuer la régression linéaire en utilisant tous les points du tableau. Ne 
jamais calculer k en utilisant un seul couple de points, ainsi on gagne en précision et on évite l’incer- 
titude très importante d’une seule mesure. 


Quelques « trucs » utiles 
= Les lois cinétiques pour les ordres 1 et 2 ne sont pas à connaître par cœur car elles se redémontrent. 


sm La méthode intégrale est la méthode qui est la plus fréquemment rencontrée dans les exercices, 1l faut 
la maîtriser parfaitement. 


sm Dans les méthodes différentielle et des vitesses initiales, 11 n’y a aucune équation différentielle à 
écrire : 11 suffit d'appliquer le logarithme à la loi de vitesse. 


= S’entraîner à faire les régressions linéaires à la calculatrice avant la colle. 


as [1 faut savoir retrouver les unités de k rapidement selon l’ordre de la réaction à l’aide d’une analyse 
dimensionnelle. 


Méthode pour résoudre un exercice de cinétique 


Identifier s1 la réaction est simple (un seul réactif) ou plus compliqué (plusieurs réactifs). S’il y a 
plusieurs réactifs 11 faut simplifier la loi de vitesse soit avec la méthode de dégénérescence de l’ordre, 
soit avec la méthode des conditions stœchiométriques. 

æ Analyser les données expérimentales fournies afin de choisir la méthode à utiliser pour déterminer 
l’ordre de la réaction. 

= Écrire la loi cinétique (méthode intégrale ou des t 
(méthode différentielle ou des vitesses initiales). 
Relier la grandeur physique mesurée à la concentration des réactifs ou produits (penser à ajouter 
une troisième colonne dans le tableau d’avancement). 

æ Se ramener au tracé d’une droite pour déterminer l’ordre de la réaction et la valeur de k. 


9) Où appliquer le logarithme à l'expression de a 
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RS E XERCICES 


di Calcul d'une énergie d'activation * > corrigé p. 537 


On donne la valeur de la constante cinétique k d’une réaction à différentes températures T : 





© Quel est l’ordre de la réaction étudiée ? 


@ Déterminer la valeur de l’énergie d’activation E et du facteur de fréquence À de cette réaction. 


PA Inversion du saccharose * — corrigé p. 537 


On étudie la cinétique de la réaction d’hydrolyse du saccharose (noté S). On suppose que la vitesse de 
“PI 
df 


la réaction s’écrit sous la forme : à = k[S |" = 





© A l’aide d’une régression linéaire, montrer que & = 1 et calculer la valeur de la constante cinétique k 
de la réaction. 


@ à) Définir le temps de demi-réaction f,,, et déterminer sa valeur. 


b) Que vaut la valeur de f,, si on double la concentration initiale [S], en S ? 


Cinétique de décomposition de l'arsine (d'après Agro-Véto) * * > corrigé p. 538 





La décomposition de l’arsine ASH, notée B, en arsenic et dihydrogène s’écrit : AsH.(g) — Ass) + = H,(g) 
Cette réaction est du premier ordre par rapport à l’arsine et on note k sa constante cinétique. La réaction 
a lieu dans un réacteur fermé contenant initialement uniquement de l’arsine à la pression P,. 

© Déterminer l’expression de [B] en fonction de f, k et de la concentration initiale C,en B. 

© En déduire l'expression théorique de la pression totale du système P en fonction de P,, de k et du temps £. 


© Comment déterminer la valeur de la constante k à partir de mesures expérimentales de la pression 
totale P en fonction du temps f ? 


E1 Décomposition du DMSO (d'après CCP) * > corrigé p. 539 


À haute température, le DMSO subit une réaction de décomposition d’équation bilan : 

DMSO — produits de décomposition 
Dans le tableau ci-dessous, la vitesse initiale vw, de la réaction est donnée pour différentes valeurs de la 
concentration initiale en DMSO. On suppose que la loi de vitesse s’écrit sous la forme vx, = kx[DMSOF 
avec © l’ordre initial de la réaction. 





4,0 


© Rappeler par quelle méthode graphique on peut déterminer la vitesse initiale 1. 


© À l’aide d’un graphe sur papier millimétré ou d’une régression linéaire, déterminer l’ordre initial &, 
de la réaction et la constante cinétique k. 
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5 Étude des complexes des ions Cu?* (d'après ENSTIM) * * — corrigé p. 539 


On propose d’étudier la vitesse de la réaction : 
Cu(dien}* + YŸ — CuY? + dien 
Le tableau suivant résume les conditions expérimentales et les résultats de la mesure de la concentra- 
tion C en Cu(dien)* au cours du temps dans les conditions suivantes : 
— 0 = 25 °C et pH = 4,0 maintenu constant. 
— Concentrations initiales : [Cu(dien)*], = 2,00.10* mol.L”' et [Y®], = 6,00.107 mol.L” 





C (mol.L1) 1,50.10" 1,10.10" 0,80.10” 0,60.10” 0,43.10° 


© à) Montrer sans calcul que les conditions initiales choisies permettront de déterminer l’un des ordres 
partiels. En déduire l’expression de la constante cinétique apparente Ko 
b) Déterminer graphiquement cet ordre partiel et calculer la constante cinétique apparente Ko 

© Des mesures dans les conditions [Cu(dien)*], = N'a = C ont conduit aux résultats ci-dessous. En 
déduire le deuxième ordre partiel et la valeur de la constante cinétique k de la réaction. 





Étude cinétique de la synthèse du diiode (d'après CAPES) * #* > corrigé p. 540 





On se propose d’étudier la réaction ci-dessous où seul I, est coloré. 

SO RE 267 50 
Cette réaction admet un ordre. On appelle & l’ordre partiel par rapport à S,O*, B celui par rapport à F et 
k la constante cinétique. 


© À l'instant r = 0, on mélange un volume V, = 15,0 mL de solution de peroxodisulfate d’ammonium 
(S,OS + 2 NH?) de concentration C, = 6,25.10* mol.L_'et un volume V, = 25,0 mL de solution 
d’iodure de potassium (K* + F) de concentration C, = 0,250 mol.L". 
a) Soient C, la concentration initiale de S,OF et C celle de F dans le mélange. Calculer C, et C puis 
simplifier la loi de vitesse en introduisant K£’, la constante cinétique apparente. 
b) En supposant que l’ordre partiel par rapport à S,O® vaut 1, établir la loi cinétique en [S,Of]. 
Quelle courbe faut-il tracer pour vérifier que cet ordre est bien égal à 1 ? 

© Des mesures de l’absorbance de la solution en fonction du temps ont permis d’obtenir le tableau 
suivant : 





a) Montrer que ces résultats sont en accord avec une cinétique d’ordre 1 par rapport à S,Of- et calculer 
la constante cinétique apparente. 


b) En déduire la constante de vitesse si l’on suppose que l’ordre partiel par rapport à FF vaut aussi 1. 


Données : 
— Coefficient d'extinction molaire de L, : € = 1190 L.mol-!.cm! 
— Longueur de la cuve { = 1,0 cm 
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Conseil 


Les exercices n° I, 2, 3, 4 et 5 sont des illustrations des points méthodes du cours. La démarche 


est structurée à l’aide de symboles %, il est conseillé de s’en inspirer dans les exercices similaires. 


EM Calcul d'une énergie d'activation > énoncé p. 535 


© La réaction est d’ordre 1 car la constante cinétique k s’exprime en s°!. 





© Pour déterminer A et E, il faut utiliser le point méthode p. 528 : 


Prendre le logarithme de chaque membre de la loi d’Arrhenius. 
= E 
k = Ae = Ink =-—2+1nA 
RT 





Tracer la courbe Ink = f(1/T) à l’aide des données expérimentales fournies. 
La courbe Ink = f{1/T) est une droite d’équation y = —-6005,9x + 18,394. 


Déterminer les valeurs de À et de E grâce aux valeurs du coefficient directeur et de l'ordonnée 
à l'origine. 


——{+ = —6005,9 et In À =18,394 = | E = 50 kJ.mol” et À = 9,7.10° s” 








Bien comprendre 
sm La température T est exprimée en °C = convertir T en Kelvin lorsqu'on trace la droite Ink = f{1/T). 


s Dans cet exercice et dans les suivants 1l faudra veiller à exprimer le résultat avec un nombre de chiffres 
significatifs cohérents avec les données (2 chiffres significatifs dans ce cas). 


s La droite Ink = f(1/T) est tracée directement sur la calculatrice qui affiche l’équation. Il en est de même 
pour les exercices suivants où l'on réalise des régressions linéaires. 


L2) Inversion du saccharose > énoncé p. 535 


© Pour résoudre l'exercice, il faut appliquer la méthode intégrale (voir point méthode p. 530) : 





Faire une hypothèse sur l’ordre de la réaction. 
Ordre 1 (donné par l’énoncé). 


Établir la loi cinétique sous la forme d’une fonction affine. 


— Écrire l’équation différentielle : cel = K[S] 


df 
— Séparation des variables : : = —kdt 


— Intégration entre 0 et £ : In[S] — InfS], = —-kf = In[S] = -kr + In[S], 
= Vérifier l’hypothèse. 


La courbe In[S] = fr) est une droite donc l’hypothèse ordre 1 est vérifiée. 


Déterminer la valeur de X. 
— Unité de k : à = kK[S] = L.mol!.h"! = [k]xmol.L 1 = [k] = h°! 


— Le coefficient directeur de la droite est — 0,08312 = | k = 8,31.107? h°! 
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© à) Le temps de demi-réaction est le temps au bout duquel la moitié du réactif limitant a été consommée. 


S S In2 
Lorsque 1=t,,, [S]= D — mL = ki, + MSI, = |£,, = L —8,34h 


b) Dans le cas d’une réaction d’ordre 1, la valeur de f,,, ne dépend pas de la concentration initiale du réactif 
limitant. Donc dans ces nouvelles conditions £,,, = 8,34 h. 


Bien comprendre 


s Dans le tableau de mesure, le temps est exprimé en heures. Il est inutile de tout convertir en secondes, 
en revanche il faut exprimer k en h°". 

s Dans cet exercice et dans les suivants 1l faudra veiller à exprimer le résultat avec un nombre de chiffres 
significatifs cohérents avec les données (3 chiffres significatifs dans ce cas). 





Cinétique de décomposition de l'arsine > énoncé p. 535 


© v = «B] - TT = | in{B] = kt + Inc, 
[ 


© La résolution suit le point méthode p. 526 : 


Identifier les espèces chimiques dont la concentration est reliée à la grandeur physique mesurée 
(ici gaz). 
Les espèces gazeuses sont encadrées en bleu. 


” Établir un tableau d’avancement en ajoutant à droite une colonne où est donnée l’expression de 
P aux dates f = 0 et f. 





Relier la concentration d’une espèce chimique à la grandeur mesurée. 
BNC OR PCR RIT CRI CR 2CRD=FP = 2PRYESE 


P —2 P +3P 
RE one 
RT RT 


% On injecte l’expression de [B] dans la formule obtenue à la question @. 


_ 2) 
= ]n sit) Mere _— In(-2P+3P,)=-kt+InP, 
RT RT 


© Pour déterminer la valeur de k, tracer In(—2P + 3P,) = f®). Le coefficient directeur de la droite est égal à —k. 


Bien comprendre 
= Ne pas prendre en compte As(s) (qui n’est pas un gaz) dans l’expression de P. 


a Le point délicat de ce suivi manométrique est de trouver la relation P, = —-2P + 3P,. Il faut donc 


s’entraïner. 





Cinétique chimique 





E1 Décomposition du DMSO > énoncé p. 535 


© Pour déterminer v. il faut tracer la courbe [DMSOI] = f(r). La vitesse initiale w- est égale à l’opposé du 
coefficient directeur de la tangente à l’origine. 


© Pour déterminer @, et k, il faut appliquer la méthode des vitesses initiales (voir point méthode p. 532) : 
* Écrire la loi de vitesse à £ = 0 et prendre le logarithme de chaque membre. 
ve, = kxX[DMSOF = Inv, = & In[DMSOÏ, + Ink 
Tracer la courbe In. = f(In DMSO|)). Si la courbe est une droite, la réaction admet un ordre initial. 
La courbe Inv, = f(In[DMSO],) est une droite d’équation y = 1,0268x — 7,0123. 


= Déterminer les valeurs de k et de œ,. 





©, = 1,0268 et Ink = -7, 0123 = | k 


Bien comprendre 


Dans le tableau il est inscrit 10° x [DMSO], (mol.L") et 10$ x w. (mol.L'".s"). Cela signifie qu’il faut 
diviser toutes les valeurs de la première ligne par 10° pour obtenir la valeur de [DMSOT], et celles de la 


deuxième ligne par 10° pour obtenir les valeurs de nv. 
S’il avait été inscrit : [DMSO], (10° mol.L”") et w, (10% mol.L”'.s7) il aurait fallu multiplier toutes les valeurs 
de la première ligne par 10° et celles de la deuxième ligne par 10° pour obtenir les valeurs de [DMSOT, et wv. 





E Étude des complexes des ions Cu?* > énoncé p. 536 


© à) Simplification de la loi de vitesse par la méthode de dégénérescence de l’ordre : 
[Y1,>> [Cu(dien)*], = [Y{]+cte = [Y TT, = | v=Ek,, [Cu(Dien})*]* avec k,,= k[Y* 16 
— On peut accéder à la valeur de ©. 


b) Hypothèse & = 1. L'intégration de l’équation différentielle donne InC = InC, — Ka t- La courbe InC = f{?) 
est une droite de coefficient directeur — 3,1.107. 


= L'ordre 1 est vérifié et k,, = 3,1.10 2 s! 


© Simplification de la loi de vitesse par la méthode des conditions stœchiométriques : 
[YŸ1,= [Cu(Dien)*], Co | — k[Y+1Px [Cu(Dien}*]® = kC'4B 


Pour déterminer œ + b, suivre la méthode des temps de demi-réaction : 


° Faire une hypothèse sur l’ordre de la réaction. 
Hypothèse à = f=1—=a+fb6=2 


+ Établir l'expression de t, en fonction de C. 


: Il l C 
ns D —=ktt à t=t,, C= St 


AL — HOT — 1/2 = 
RC: CC 2 kC 





+ Vérifier l’hypothèse. 


La courbe PRE Fa est une droite donc 


0 


But éaransformations de la matière 1539 





Cinétique chimique 





e Déterminer la valeur de 4. 


Le coefficient directeur de la droite est 2,0839 = |k = 


Bien comprendre 


= L'ordre le plus fréquemment rencontré est l’ordre 1, c’est pour cette raison que dans l’exercice on fait 
l'hypothèse & = f = 1. Cette hypothèse est par la suite validée. 


s Le choix de la méthode à utiliser pour déterminer l’ordre d’une réaction ainsi que la constante ciné- 
tique dépend des données. Dans la question 1 on fournit des couples (f, C) donc la méthode utilisée est 
la méthode intégrale. Dans la question 2 on fournit des couples (C;, f,,,) donc la méthode à utiliser est la 
méthode des temps de demi-réaction. 


1/2 


= Pour des raisons de précision, 1l est important de prendre en compte tous les couples de données pour 


: 2 1 
calculer £ (en effectuant par exemple une régression linéaire). Il ne faut surtout pas calculer k = à 


! 


partir d’un seul couple de points. 0°1/2 





16. Étude cinétique de la synthèse du diiode > énoncé p. 536 


CV Ce 
9 à) C,- Tr =2,34.10 mol.L et C=—22 0,156 mol.L . On peut appliquer la dégénérescence 
Îl 2) Îl ie 2) 
de l’ordre car C>>C  : 


nv = kIS,O7 ILE | as = K'IS,OZ-1° avec k' =kCF 





b) La loi cinétique dans ces conditions s’écrit : In[S,OËT = -k’f + InC,. Pour vérifier que l’ordre par rapport 
à S,O£- vaut 1 il faut tracer In[S,O{] = (6). 


O à 





, k ; A 
D’après le tableau d'avancement ci-dessus, [, étant la seule espèce colorée : x =— 
£ 


— In[S,OS] = In(C,-x) = mc, Lu 
£ 


€ 


— | @œ=1etk = 3,4.10 ° min ! 
K' 


b) Si l’ordre par rapport à I vaut 1 alors k’ = k x C donc |k = - 0,22 L.mol ‘.min ‘ 


A | : 
La courbe mc, — = }r f(t) est une droite de coefficient directeur — 0,0344. 


Bien comprendre 


= Lorsque l’on mélange deux solutions de volumes V et V,, les concentrations €. et C, varient car le volume 
de la solution varie : V = V, + V.. Il faut donc systématiquement calculer les nouvelles concentrations C' et C. 


= Lorsque la concentration intervenant dans la loi cinétique (ici S,Of) n’est pas la même que la concen- 


tration à laquelle on a accès expérimentalement (ici L,), il faut relier ces deux concentrations à l’aide d’un 
tableau d’avancement : [S,0i] = C-x=c,- fi] 


Structure de l'atome 


et classification périodique 





La classification périodique a été établie par Mendeleïev en 1869 et est devenue aujourd'hui un 
emblème pour les chimistes. Ce tableau à la forme si caractéristique n'est pas simplement une 
mosaïque où l'on peut trouver des données sur les éléments (comme les masses molaires). C'est 
un outil permettant de prévoir certaines propriétés physico-chimiques des éléments dépendant de 
leur configuration électronique. 





ni Description quantique de l'atome 


1. Rappels sur l'atome général 


= Atome : Entité neutre constituée d’un noyau (contenant des protons et des neutrons) et d’électrons. La 
taille d’un atome est de l’ordre de 10 !° m. 


= Isotopes : Entités atomiques ayant le même nombre de protons Z mais un nombre de masse À différent. 
Exemple : Le deutérium ‘H noté usuellement D est un isotope de l’hydrogène H. 
= Symbole du noyau : ; X. 


= Élément chimique : Ensemble d’entités ayant le même numéro atomique Z (atome, ions, etc.). 


2. Spectroscopie 


À l'échelle microscopique les entités chimiques ont une énergie quantifiée et une interaction 
photon-matière peut avoir lieu. On parle de spectroscopie d’absorption si un photon est absorbé 
(£E., > E...,) et de spectroscopie d’émission si un photon est émis (E, <E 


final inal initial ). 


ms POINT MÉTHODE RES 
Calculer un écart énergétique entre deux états ou calculer une longueur d'onde absorbée ou émise 


æ Convertir les données de l’énoncé dans le système international (distance en m, énergie en J). 


Appliquer la formule : 


} Constante de Planck 
Écart entre deux niveaux d’énergie / (h = 6,62.10-% J.s) 


de l’entité considérée (J) 
Célérité de la lumière 
fe (c = 3,00.10* m.s!) 


photon 


ÂE entité = | Ein — Einitial = PV 





entité photon 


Fréquence du photon (s !) 


æ Convertir le résultat obtenu pour l’exprimer avec l’unité demandée dans l’énoncé. 
> exercice n° 1 p. 548 





3. Nombres quantiques et orbitales atomiques 


= La résolution de l’équation de Schrôdinger (équation fondamentale de la mécanique quantique) permet 
de décrire le comportement des électrons dans l’atome. Elle conduit à introduire 4 nombres quantiques. 
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Structure de l'atome et classification périodique 


Résultats 


= Nombre quantique principal n : ne N ; il définit la couche électronique. 


= Nombre quantique secondaire (ou azimutal) / : {EN et 0<{<n-—1l; 1l définit la sous-couche 
électronique. 


= Nombre quantique magnétique m,: m,eZ et -{<m,<+t 


1 
= Nombre quantique de spin m,: m,= + et M, = = 





= Le triplet de nombre quantique (n, {, m,) définit une orbitale atomique (OA) qui est une fonction 
décrivant l’électron et à laquelle on associe une énergie. 


= Deux orbitales atomiques ayant la même énergie sont dites dégénérées. Un ensemble d’orbitales ato- 
miques dégénérées constitue une sous-couche électronique. 


s Le tableau ci-dessous décrit les sous-couches associées à n = 1, 2 et 3. 


Niveau n | Valeur de { Valeur de m Orbitales atomiques À Schéma 
de la sous-couche 
2 


om 

CES ECS EE 

CR ECS EE 

( 
3d 


RTS 
3 





= Au niveau n = 4, la valeur £ = 3 est possible. Pour le couple (n = 4 ; { = 3), 7 valeurs de m, sont pos- 
sibles (de —3 à +3) ce qui génère un ensemble de 7 orbitales atomiques dégénérées nommées 4f. 


’ . 1 _ ec 1 
« Un électron caractérisé par m,=+— est symbolisé T alors qu’un électron caractérisé par m, = T5 
est symbolisé d. 2 





[I Configuration électronique fondamentale d'un atome ou d'un ion 


1. Règles de remplissage 


Énoncé 


Principe d’exclusion de Pauli : Deux électrons ne peuvent pas être caractérisés par les quatre 
mêmes nombres quantiques. Ainsi une orbitale atomique contient au maximum deux électrons (de 
m, OPPOSÉ). 





Une conséquence du principe de Pauli est l’occupation maximale des sous-couches : 





Occupation maximale 10 électrons 14 électrons 
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Énoncé 
Règle de Klechkowski (ordre énergétique des sous-couches) : Dans l’état fondamental (état de plus 


basse énergie), les sous-couches sont remplies par ordre croissant d’énergie. Cette énergie augmente 
suivant n + { croissant, et pour deux valeurs identiques de n + £, selon n croissant. 





E 4p 
n 
7 SR no 
6 = 4s 
5 —_— — 3p 
4 
2 nn 2p 
Il de 


0 1 2 3 € 


Fiqure 1 : Moyen mnémotechnique pour retrouver 
l'ordre énergétique des OA : 1s2s2p 3s 3p 4s 3d 4p… 


FiGure 2 : Diagramme énergétique 


Exemples : 


— La configuration électronique de l’atome de cobalt (Z = 27) est :1s?2s? 2p° 3s° 3pf° 4s° 3d’. 
— La configuration électronique de l’atome d’arsenic (Z = 33) est : 1s?2s° 2p° 3s° 3p° 4s° 3d!°4p*. 


Énoncé 
Règle de Hund (mode de remplissage) : Pour des niveaux électroniques dégénérés partiellement 


remplis, l’état fondamental est celui où le maximum d’orbitales atomiques est occupé avec des élec- 
trons présentant des spins parallèles. 





= La règle de Hund permet de déterminer le nombre d’électrons non appariés d’un atome dans son état 
fondamental. 


Exemple : La dernière sous-couche occupée de l’atome de cobalt est une sous-couche 3d qui possède 
7 électrons : 3d’. D’après la règle de Hund, l’atome de cobalt possède 3 électrons célibatires (non appariés). 


RH HE 8 


2. Électrons de cœur et de valence 


Définition 


Les électrons de valence sont les électrons appartenant aux sous-couches de plus grand n auxquels 


on ajoute ceux appartenant aux sous-couches de 7 inférieur si elles sont partiellement remplies. Les 
électrons de cœur sont les autres électrons. 





Exemples : 


— Cobalt (Z = 27) : 1s°2s? 2pf 3s° 3p° 4s° 3d’ possède 9 électrons de valence et 18 électrons de cœur. 
— Arsenic (Z = 33) : 1s°2s°2p° 3s° 3p° 4s 3d!°4p possède 5 électrons de valence et 28 électrons de cœur. 
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3. Formation des ions 
ns POINT MÉTHODE 
Déterminer la configuration électronique fondamentale d’un ion 


æ Déterminer la configuration électronique fondamentale de l’atome. 


Les cations sont obtenus en enlevant en premier les électrons de la sous-couche la plus externe de plus 
grande valeur de n même s’il ne s’agit pas de la sous-couche qui a été remplie en dernier. 


Les anions sont obtenus en ajoutant des électrons dans la dernière sous-couche partiellement remplie. 
S1 toutes les sous-couches sont pleines, on remplit la sous-couche suivante. 
> exercice n° 2 p. 548 


Exemples : 
— Fe : 1s°2s?2p°3s° 3p° 4s° 3d° = Fe’ : 1s22s°2pf 35? 3p° 45° 3df = Fe** : 1s?2s? 2p° 3s? 3p° 45° 34° 
— C1: 1s22s?2pf3s? 3p° — CF : 1s?2s° 2p° 35° 3p° 


Rs POINT MÉTHODE 
Prévoir la formule des ions monoatomiques d’un élément 


= Écrire la configuration électronique de l’atome. 
= Repérer le gaz noble le plus proche. 


æ L’atome s’ionise de manière à acquérir la structure électronique de ce gaz noble. 
> exercice n° 2 p. 548 





Exemple : Na (Z = 11) a tendance à former l’ion Na* qui est isoélectronique du néon (Z = 10). 





[TT Classification périodique des éléments 


1. Présentation générale 


= Le tableau principal comporte 7 lignes (appelées aussi périodes) et 18 colonnes (appelées aussi familles). 
Un bloc de deux lignes, contenant des éléments appartenant aux lignes 6 et 7, est placé en dessous du 
tableau principal pour gagner de la place dans la représentation (sans cela le tableau aurait 32 colonnes). 


= La classification périodique peut aussi être analysée comme une association de « blocs » en lien avec 
la structure électronique des atomes (voir LL.3 p. 545) : bloc s, bloc p, , bloc f. 


2. Principe de construction 
= Les éléments sont classés par numéros atomiques Z croissants. 


= Les éléments présentant la même configuration électronique de valence sont placés dans une même 
colonne (ou famille). 


Exemple : Les éléments ci-dessous ont les mêmes configurations électroniques de valence (ns’np*). Ils 
appartiennent donc à la même colonne de la classification (famille des chalcogènes). 


Oxygène :Z=8 1s?2s°2p* Soufre : Z = 16 [Ne] 3s° 3p* 
Sélénium : Z= 34 |, Ar] 4s’3d'°4p* Tellure : Z=52 |,,Kr] 5s°4d'°5p* 
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3. Lien entre classification périodique et configuration électronique 
On peut retrouver l’ordre énergétique de Klechkowski en utilisant la classification périodique. 


2 10 6 


>) —————————————————— — — —————+ ——————— + 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 I1 12 13 14 15 16 17 18 


0006060 





POINT MÉTHODE 
Déterminer la configuration électronique d’un élément à partir de sa position dans le tableau 





La colonne indique la dernière sous-couche occupée de l’atome : 
= Colonnes 1 et 2 : x-ème colonne du bloc s = s” 
= Colonnes 3 à 12 : y-ème colonne du bloc d = d’ 
= Colonnes 13 à 18 : z-ème colonne du bloc p = p° 


æ La ligne donne la valeur de n_ 


ax” 
L'application de la règle de Kilechkowski permet de retrouver la configuration électronique complète 
et de déterminer le numéro atomique Z de l’élément. 


> exercice n° 3 p. 548 
| 


Exemple : Le silicium est situé sur la 14° colonne et la 3° ligne. 
— 14° colonne = 2° colonne du blocp =p°| 

' Si: 1s°2s 2p 3s 3p — Z=14 
— 3° ligne = 3p 


ns POINT MÉTHODE 
Déterminer la position d’un élément à partir de la configuration électronique 


La plus grande valeur de n donne la ligne. 


La dernière sous-couche et son occupation donnent la colonne. 
= s' : x-ème colonne du bloc s = x-ème colonne 
= d’ : y-ème colonne du bloc d = (y + 2)-ème colonne 
= p‘ : z-ème colonne du bloc p = (z + 12)-ème colonne 


> exercice n° 3 p. 548 
RE 
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Exemple : L’atome d’iridium a pour configuration [.,Xe]6s’4f"5d”. 
—nñn,, =6 — 6° ligne 
— d’ = 7° colonne du bloc d Ir : 6° ligne et 9° colonne de la classification 


— 7 +2 =9° colonne de la classification périodique 


4. Les grands ensembles à connaître 


= [1 convient de savoir situer dans la classification les familles des métaux alcalins, halogènes et gaz 
nobles. 


= [1 convient de savoir citer les éléments (ainsi que leur symbole et leur numéro atomique) : 
— Des périodes 1 et 2 de la classification en s’aidant éventuellement de la phrase : 

Liliane Becta Bien Chez Notre Oncle Frédéric Nestor 
— De la colonne des halogènes : Fluor FE, Chlore CI, Brome Br et Iode I. 


= Les métaux se trouvent à gauche de la ligne de la frontière en gras, ils sont représentés en jaune sur 
la classification périodique ci-après : 


Alcalins 
Gaz nobles 


Métaux de transition 


Alcalino-terreux 
Halogènes 





5. Électronégativité et propriétés redox 





Définition 


L’électronégativité est une grandeur relative sans dimension qui traduit l’aptitude d’un atome A à 


attirer à lui le doublet électronique de la liaison quand 1l est associé à un atome B. 


= Un élément très électronégatif cherche à attirer à lui les électrons. Le corps pur associé présente donc 
des propriétés oxydantes (capte des électrons). 


sx Un élément faiblement électronégatif cède facilement des électrons. Le corps pur associé aura donc 
des propriétés réductrices (cède des électrons). 


= Évolution dans la classification périodique : 


— Pouvoir oxydant augmente 


— Pouvoir réducteur augmente 


Réducteurs 





Remarque : Le fluor est l’élément le plus électronégatif de la classification périodique. Le filuor F, est 
le corps le plus oxydant. 
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Structure de l'atome et classification périodique 


Questions de cours 
s Principe des spectroscopies d’absorption et d'émission. 


a Nombres quantiques : définitions et règles de quantification. Déterminer les nombres quantiques asso- 
ciés à la couche n = 3. 


= À l’aide d'exemples précis et pertinents, exposer les règles qui permettent d’établir la configuration 
électronique d’une entité à l’état fondamental. 


= Expliquer le principe de construction de la classification périodique. 


= Sur une classification périodique schématique placer les différents ensembles d’éléments suivants : 
métaux, halogènes, alcalino-terreux, gaz nobles, alcalins. 


Erreurs à éviter 
= En spectroscopie d’absorption ou d’émission, il faut convertir les unités données dans l’énoncé en 
unités du système international afin d’éviter les erreurs dans les applications numériques. 


s Lors de l’ionisation des éléments du bloc d (éléments des colonnes 3 à 10), on enlève les électrons ns 
avant les électrons (n — 1 )jd. 


= Pour obtenir la configuration électronique d’un ion dans son état fondamental 1l faut d’abord écrire la 
configuration électronique de l’atome, puis arracher ou ajouter les électrons. 


s Lors de l’écriture d’une configuration électronique, ne pas oublier la présence des orbitales 4f après 
l’orbitale 6s. De même, ne pas oublier la présence des orbitales Sf après l’orbitale 7s. 


Quelques « trucs » utiles 

a On rappelle que pour convertir les Joules en électron-volts : 1 eV = 1,60.107° J. 

= Pour les éléments présentant des valeurs de Z élevées, 1l est possible d’écrire la configuration élec- 
tronique de manière abrégée. Ainsi la configuration électronique de l’atome de cobalt (Z = 27) est : 
1s°2s"2pf3s"3p°45" 34”, mais on peut l’écrire [ ,Ar] 45° 34’ car la configuration de l’atome d’argon est : 
1s°2s?2p°3s° 3p°. Apprendre par cœur les valeurs de Z des gaz nobles permet de gagner du temps dans 
l’écriture des configurations électroniques. 

sm Les énoncés des règles de remplissage sont souvent demandés aux concours. Il faut les apprendre 
rigoureusement. 


# Lorsque l’on descend d’un cran dans une colonne on ajoute au numéro atomique de l’élément le nombre 
de protons suivant : 


Passage ligne 2 à ligne 3 


Passage ligne 3 à ligne 4 


Passage ligne 4 à ligne 5 


Passage ligne 5 à ligne 6 


Passage ligne 6 à ligne 7 





s [1 y a beaucoup d’exception à la règle de Klechkovski, en particulier dans le bas de la classification. 
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El Un monde quantique * > corrigé p. 550 


© Classer les ondes électromagnétiques suivantes de la plus énergétique à la moins énergétique : infra- 
rouge, rayons X, ultra-violet, lumière visible, micro-ondes et ondes hertziennes. 


© Expliquer le principe de la spectroscopie d’émission et de la spectroscopie d’absorption. 


L'énergie de l’électron dans un atome d’hydrogène est quantifiée. Elle ne peut prendre que des valeurs 
—13,6 


2 
n 





discrètes vérifiant la relation : E, = (en eV) avec n entier. Dans le spectre d’émission de l’hydro- 


gène, on appelle série de Balmer l’ensemble des raies correspondant aux transitions vers le niveau 

d’arrivée n = 2. 

© Calculer les longueurs d’ondes associées aux trois transitions les moins énergétiques de la série de 
Balmer. Préciser pour chacune à quel type d’onde électromagnétique elle correspond. 


© Expliquer pourquoi une lampe à hydrogène émet de la lumière rose. 


Données : 

— Constante de Planck : h = 6,62.10* J.s 
— Célérité de la lumière : c = 3,00.10$ m.s°! 
— [eV =1,60.10 °J 


2 Configurations électroniques * * > corrigé p. 550 


© Énoncer les règles permettant d’établir la configuration électronique d’un atome. 
© Rappeler pour chaque type de sous-couche l’occupation électronique maximale. 


© L’atome de baryum a pour configuration électronique de valence 6s?. 
a) Déterminer (sans utiliser le tableau périodique) le numéro atomique du baryum. 
b) Donner les quadruplets de nombres quantiques caractérisant les électrons de valence de l’atome 
de baryum. 
c) Prévoir l’ion le plus probable associé à l’élément baryum. 

© Donner les configurations électroniques de l’atome de soufre (Z = 16), de l’atome d’osmium (Z = 76) 
et de l’ion Zn* (Z = 30). 

© La dernière sous-couche occupée de l’atome de plomb est caractérisée par les triplets de nombres 
quantiques (6,1,1), (6,1,0), (6,1,-1). Cette sous-couche est occupée par deux électrons. 
a) Donner le nom de cette sous-couche. 
b) Dénombrer les électrons de valence du plomb. 


El Promenons-nous dans la classification * — corrigé p. 551 


© Donner la structure électronique de l’atome d’indium In (Z = 49), en déduire sa position dans la clas- 
sification périodique. 

© Le sélénium (Se) appartient à la colonne de l’oxygène (famille des chalcogènes) et à la 4° période. 
a) En déduire la configuration électronique de l’atome associé à cet élément et son numéro atomique. 
b) Le polonium (Po) est le 5° élément de la famille des chalcogènes. Déterminer son numéro atomique. 

© Le palladium possède 8 électrons sur sa dernière sous-couche occupée. Cette sous-couche est caracté- 
risée par les nombres quantiques n = 4 et { = 2. Déterminer, sans utiliser la classification périodique, 
la configuration électronique, le numéro atomique et la position du palladium. 
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E1 Étude des éléments du bloc s x * > corrigé p. 552 


© Citer le nom des deux familles qui composent le bloc s. 
© Le magnésium (Z = 12) est-il un oxydant ou un réducteur ? Justifier. 


© Le strontium (Sr) se trouve deux périodes sous le magnésium. Comparer le comportement redox du 
strontium à celui du magnésium. 


© Le césium (Cs) est à gauche du baryum. Il peut former un sel de formule CsCI avec l’élément chlore 
(Z = 17). Quand on dissout ce sel dans l’eau, 1l se forme un anion et un cation solvatés. Identifier le 
cation et l’anion. 





Résolution de problème : Imagerie par résonance magnétique Léa, > corrigé p. 552 


DocuMENT 1 : L'IRM 


L’IRM (Imagerie par Résonance Magnétique) est une technique de diagnostic médical qui fournit des 
images des organes du corps humain. Les premières images chez l’homme ont été réalisées en 1979. Le 
principe de cet outil médical est celui de Ia RMN du proton des molécules d’eau de l’organisme. Afin 
de rendre le diagnostic plus aisé, on administre au patient des agents de contraste. Il s’agit de complexes 
d’ions métalliques, c’est-à-dire d’une structure moléculaire où un 1on métallique est associé à un ou plu- 
sieurs ligands. Les ligands sont des molécules possédant un doublet non liant et pouvant se lier à un métal. 
Dans les agents de contraste d’IRM, l’ion métallique est de type M*. 

Une espèce paramagnétique possède des électrons non appariés. Plus elle possède d’électrons non appa- 
riés, plus ses propriétés paramagnétiques sont importantes. En IRM, plus la concentration en cations para- 
magnétiques est élevée dans la zone étudiée, meilleur sera le contraste. 


DocuMEnT 2 : Les configurations électroniques blocs par blocs 


[gaz noble précédent] ns° [(n—-2)f"*] (n—1)d* 
[gaz noble précédent] ns? (n—-2)f (n-1)d! 


Lors de l’ionisation des éléments du bloc d, les électrons des orbitales ns sont enlevés avant ceux des orbi- 
tales (n — 1)d. Lors de l’ionisation des éléments du bloc f, les électrons sont enlevés dans l’ordre suivant : 
ns, (n — 1)d puis (n — 2)f. 





Données : 
— Tous les éléments situés après l’uranium (Z = 92) sont artificiels. 
— Classification périodique p. 671. 


Problème à résoudre : Quel élément naturel est le mieux adapté pour être utilisé comme agent de 
contraste en IRM ? 
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CORRI 


Conseil 


Les exercices n° LI, 2, 3 et 4 sont des illustrations des points méthodes du cours. La démarche est 


structurée à l’aide de symboles %, il est conseillé de s’en inspirer dans les exercices similaires. 





Hi Un monde quantique > énoncé p. 548 


© Les ondes électromagnétiques se classent de la moins énergétique à la plus énergétique suivant : ondes 
hertziennes, micro-ondes, infra-rouges, visibles, UV, rayons X. 


© En spectroscopie d’absorption, la matière utilise l’énergie d’un photon pour passer de l’état fondamental 
à un état excité et on enregistre les photons absorbés par la matière. 
En spectroscopie d’émission, une entité initialement excitée par une perturbation annexe (électrique, ther- 
mique, etc.), se désexcite en émettant un photon. On enregistre alors les photons émis. 


© Les radiations les moins énergétiques correspondent aux transitions 5, 4, 3 — 2. 
Pour les calculer il faut utiliser le point méthode p. 541 : 


æ Convertir les données de l’énoncé dans le système international (distance en m, énergie en J). 
Ho n—-2. 
AË =E, -E, 6-5 — SJ V = 189 160106. 02 10001) 


hc 


% Appliquer la formule liant énergie et longueur d’onde : AE, = 1 


34 8 
Done 4.2 222 66210 X3,00.10! LE s7 10m 
AE 3,02.10 


Convertir le résultat pour l’exprimer avec l’unité demandée dans l’énoncé. 


photon 


Ce photon a une longueur d’onde de 657 nm. Il est dans le visible, de couleur rouge. 
HOME KE DID" 


*nh=4n—-2 À I = 487 nm . Ce photon est dans le bleu. 
—13,6X1,60.10 7" x| ——— 
16 4 
nn 8 
RS Sn 2 Don ——— DE 435 nm. Ce photon est dans le violet. 


130 1 C0 IDR 
2574 


© La lumière rose émise par la lampe à hydrogène est due à la superposition de lumières rouge, bleue et 
violette. 


PA Configurations électroniques > énoncé p. 548 


© II s’agit des règles de Hund, Klechkowski et Pauli (voir énoncés dans le cours). 


© L’occupation maximale des sous-couches est la suivante : 2 électrons pour une sous-couche s, 6 pour une 
sous-couche p, 10 pour une sous-couche d et 14 pour une sous-couche f. 


© à) On applique la règle de Klechkowski jusqu’à arriver à « 6s° ». On trouve 1s?2s? 2pf 3s2 3p° 4s? 3d!°4pf° 
5s°? 4d!° 5p°6s°. Le baryum est donc caractérisé par Z=56 | 
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b) Les électrons de valence du baryum correspondent à l’orbitale 6s. Les quadruplets caractérisant ces deux 


électrons sont : 





c) Pour prévoir la formule de l’ion baryum, utiliser le point méthode p. 544 : 


* Écrire la configuration électronique de l’atome : déjà fait dans la question @ à). 


Repérer le gaz noble le plus proche : Le gaz noble le plus proche est le xénon dont la structure élec- 
tronique est 1s?2s° 2p° 3s? 3p° 4s° 3d!°4pf 5s° 4d!° 5p*. 


 L’atome s’ionise de manière à acquérir la structure électronique de ce gaz noble : Un atome de 
baryum doit perdre deux électrons pour acquérir cette structure électronique. 


On forme donc l’ion Ba°*. 





Pour déterminer la configuration électronique fondamentale de Zn”*, utiliser le point méthode p. 544 : 
Déterminer la configuration électronique fondamentale de l’atome. Zn : [Ar]4s’ 3d!° 


% Les cations sont obtenus en enlevant en premier les électrons de la sous-couche la plus externe 
de plus grande valeur de nr, même s’il ne s’agit pas de la sous-couche qui a été remplie en dernier. 


Zn’* : [Ar]ds' 3d!° 


© à) Les triplets caractérisent le groupe d’orbitales 6p. 
b) On a pour le plomb la configuration électronique suivante : 1s°2s?2pf 3s? 3p° 4s° 3d!° 4pf 5s? 4d!° 5pf 65° 
4f# 5d!° 6p°. Les 4 électrons de valence sont en jaune sur la configuration précédente. 


El Promenons-nous dans la classification > énoncé p. 548 


© !n : L..Kr]5s”4d"°5p 
Pour déterminer la position de l’indium on utilise le point méthode p. 545 : 
% La plus grande valeur de z donne la ligne. 


% La dernière sous-couche et son occupation donnent la colonne. 


p' = 1" colonne du bloc p = | 13° colonne de la classification périodique 


© à) Pour déterminer la configuration électronique du sélénium on utilise le point méthode p. 545 : 


La colonne indique la dernière sous-couche occupée de l’atome. 
Le sélénium est (comme l’oxygène) dans la 4° colonne du bloc p = p* 


% La ligne donne la valeur de n 
Quatrième ligne — 4p* 


L'application de la règle de Klechkowski permet de retrouver la configuration électronique 
complète et de déterminer le numéro atomique Z de l’élément. 


Se : 1s°2s?2p°3s?3p°4s?73d!4p* = 
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b) Po est situé sur la 6° ligne, 2 lignes en dessous du sélénium = | Z(Po) = Z{(Se) + 18 + 32 = 84 


© La dernière sous-couche occupée du Pd est la sous-couche 4d (car n = 4 et / = 2) contenant 8 électrons. II 
se trouve donc dans la 8° colonne du bloc d. Sa configuration est donc : | HSE] 5s’Ad. 


— | Z(Pd) = 36 + 10 = 46 ; 5° ligne et 10° colonne 
E1 Étude des éléments du blocs > énoncé p. 549 


© La première colonne est la colonne des alcalins. La deuxième colonne est celle des alcalino-terreux. 


© La configuration électronique du magnésium est | Ne]35°. Il est donc situé dans la 2° colonne 
(alcalino-terreux) et sur la 3° ligne = son électronégativité est faible — c’est un réducteur. 


© Sr se trouve dans la même colonne que Mg, c’est donc un réducteur. Étant plus bas dans la classification 


périodique, 1l est moins électronégatif que Mg = | Sr est plus réducteur que Ms. 


© La configuration électronique du chlore est : [,Ne]3s’3p°. Il se trouve sur la 3° ligne et la 5° colonne du 
bloc p, soit la 17° colonne de la classification périodique. L’anion est CT et le cation est Cs*. 





Résolution de problème : Imagerie par résonance magnétique > énoncé p. 549 


Analyse rapide des documents : 
L'élément métallique doit être présent sous la forme M** (voir document 1). 
L'agent de contraste est efficace s’1l possède un grand nombre d’électrons célibataires (voir document 1). 


Démarche : L'élément le mieux adapté est celui pouvant donner un ion M** avec un grand nombre 
d'électrons célibataires. 


Résolution du problème : D’après la règle de Hund, les éléments pouvant présenter le plus d’électrons 
célibataires sont ceux ayant une sous-couche f à demi-remplie. 


Orbitale caractéristique Nombre maximal d’électrons célibataires 





On cherche donc un ion M* de configuration (n — 2)f7. D’après le document 2 donnant les configurations 
électroniques générales et les règles d’ionisation, le métal associé à cet ion doit avoir une configuration 
du type : ns°(n — 2)f/(n — 1)d'. Il s’agit donc du gadolinium (6° période, Z = 64) ou du curium (7° période, 
Z = 96). 


Le curium n’est pas un élément naturel (Z > 92), 1l ne convient pas. 


Conclusion : Le meilleur élément naturel pour fabriquer des agents de contraste est le gadoli- 
nium. C’est effectivement celui qui est utilisé en médecine. 
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ni La théorie de Lewis 


1. La liaison covalente 


a Schéma de Lewis d’un atome : Représentation indiquant la configuration électronique de valence. Si 
le nombre total d'électrons de valence d’un atome est inférieur ou égal à quatre, comme pour le carbone, 
on considère qu’ils sont célibataires et on ne représente que des points. 


Exemples : °O° ° C : 


Doublet non liant \ Électron célibataire 


a Une liaison covalente entre deux atomes résulte de la mise en commun de deux électrons. 


Exemple : H ST H 
Liaisons covalentes 


2. Règle de l'octet et représentation de Lewis d'une molécule 


= Dans la théorie de Lewis, les deux électrons d’un doublet liant appartiennent aux deux atomes liés. 
La formation d’une liaison permet alors à un atome d’augmenter le nombre d’électrons qui l’entourent. 


Énoncé 


Règle de l’octet : Les atomes tendent à s’entourer de huit électrons (quatre doublets liants ou non 


liants) pour avoir la configuration d’un gaz noble de la forme ns’np° (n > 2). 





Remarques : 

— L'hydrogène (1s') tend à avoir la configuration électronique de l’hélium (1s?). Il doit donc « gagner » 
un seul électron et donc former une liaison covalente pour s’entourer d’un duet d’électrons. 

— Il existe des exceptions à la règle de l’octet (voir 1.5. p. 554). 


= Pour établir la représentation de Lewis d’une molécule, on va assembler les schémas de Lewis des 
atomes en respectant la règle suivante : un doublet d’électrons autour de l’hydrogène, quatre dou- 
blets d’électrons autour des autres atomes. 


D un na NOMDE Exemples des représentations de Lewis de NH,, CO,, H,0 et CH 
des atomes de liaisons 3 qe 4 





Remarque : Compter le nombre total d'électrons représentés et s’assurer qu’il s’agit bien du nombre 
total d’électrons de valence de la molécule permet de vérifier la validité de la représentation de Lewis 
obtenue. 
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3. Notion de charge formelle 


Un atome engagé dans une molécule ou un ion porte une charge formelle s’il n’est pas entouré du même 
nombre d’électrons qu’à l’état isolé. Pour calculer des charges formelles, on suppose que chaque doublet 
liant est partagé équitablement par les deux atomes : 


CEF=-N Ne 


seul 


N.., est le nombre total d'électrons de valence de cet atome lorsqu'il est isolé, N_.. est le nombre d’élec- 


entité 


trons appartenant en propre à l’atome dans l’entité (un électron par doublet liant et deux électrons par 
doublet non liant). 


Exemple : Calcul des charges formelles dans l’ozone O, (O possède 6 électrons de valence = N,, = 6) 


eul 


© 
© XX 
CF=6-6-0 CF=6-5-=-+1 CF-=-6-7--1 


4. Représentations de Lewis des ions polyatomiques 


Rs POINT MÉTHODE ss 
Déterminer la représentation de Lewis d’un ion polyatomique 


Donner un schéma de Lewis de chaque atome. 


æ S1l’entité moléculaire est chargée : 
= Négativement, ajouter autant d’électrons que de charges négatives à l’atome (ou aux atomes) 
© 


le(s) plus électronégatif(s). Exemple : NO; ; Ne O . O : 
= Positivement, enlever autant d'électrons que de Charges positives à l’atome (ou aux atomes) le(s) 


moins électronégatif(s). Exemple : NO; ; °N° ° O . O , 


æ Assembler les schémas de Lewis obtenus en créant des liaisons entre électrons non appariés. 
© — — 
| - __ NM. PAPE 
Exemples : NO; donne 1O N—O) ; NO; donne {O —N—=O) ; 
> voir exercice n° 1 p. 561 
EEE... | 


Remarque : Dans la représentation de Lewis d’un ion polyatomique, la somme des charges formelles 
est toujours égale à la charge totale de l’ion. 


5. Des exceptions à la règle de l'octet 
 Lacunes électroniques 


— os | — 
= Dans le trichlorure d'aluminium AICT,, l'aluminium ne forme que trois liaisons  |C] ——A] —C]| 
covalentes car 1l possède uniquement trois électrons de valence. Il lui manque un nn — 
doublet pour respecter la règle de l’octet, il porte donc une lacune électronique. ICI 
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” Hypervalence 






Définition 


Dans une entité donnée, un atome est hypervalent s’il possède plus de doublets autour de lui que ne 


le prévoit la règle de l’octet. 


Exemple : Dans l’hexafluorure de soufre (SF), le soufre forme six liaisons, 1l met F1 

donc en commun ses six électrons de valence et possède alors six doublets autour E* | =) 
FL F 

de lui au lieu de quatre. ST dé 

Tous les atomes ne peuvent pas être hypervalents ; 1ls doivent pour cela posséder \E | / 

des orbitales proches non occupées pouvant être remplies par cet excès d’électrons. [F1 


C’est uniquement le cas des atomes appartenant aux périodes n > 3, à cause de 
l’existence des OA nd. 


Conséquence : Lorsqu'on cherche à construire la représentation de Lewis d’une entité possédant un 
atome pouvant être hypervalent, on peut « casser » un doublet non liant en deux électrons célibataires. 


Schéma de Lewis 





Remarque : Pour construire la représentation de Lewis de l’hexafluorure de 


soufre, on a cassé les deux doublets non liants du soufre. = Tu : ° 


6. Longueur et énergie de liaison 
Définitions 
= La longueur d’une liaison A-B correspond à la distance d,, entre les deux noyaux à l’équilibre. 


Ordre de grandeur : 100-200 pm. 


= L'énergie de la liaison A-B, notée D, est l’énergie à fournir pour réaliser la réaction suivante : 
A-B(g) — A(g) + B(g). D, est une grandeur toujours positive. Ordre de grandeur : 100-800 kJ.mol". 





= La longueur de liaison d,, est d’autant plus grande que les atomes liés sont volumineux. 
= Plus la longueur de liaison d,, est grande, plus l’énergie de liaison D, est petite. 


= L'énergie de liaison augmente et la longueur de liaison diminue lorsque la multiplicité des liaisons 
augmente. 


Exemples : 


Liaison 
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0 CEE EEE 


1. Liaison polarisée 


z Une liaison est polarisée si elle relie deux atomes d’électronégativités différentes. 





CF. 


= Le moment dipolaire d’une liaison polarisée A-B, noté L,, , est un vecteur dirigé le long de cette 
liaison, orienté de l’atome portant la charge d— vers l’atome portant la charge 0 +. Sa norme se calcule 
grâce à la relation : 


Exemple : La liaison H-CI est polarisée car %,, > X,. On note la molécule : HS+ 


Las =1d dar 





Longueur de la liaison A-B (m) 
Moment dipolaire (C.m) 


Valeur absolue de la charge 
portée par chaque atome (C) 


« Le pourcentage d’ionicité ou le caractère ionique partiel, noté , est sans unité. Il est défini par : 


où e est la charge élémentaire (e = 1,6.10°"° C). 


Remarque : Le moment dipolaire s'exprime aussi en Debye, noté D (1 D = 3,34.10 * C.m). 


2. Molécule polaire 






Définition 
Le moment dipolaire d’une molécule est la somme vectorielle des moments dipolaires de chaque 
liaison polarisée de la molécule. Une molécule est dite polaire si elle a un moment dipolaire non nul. 


Exemple : 





Remarque : La méthode permettant de déterminer la géométrie d’une molécule est hors programme 
(méthode VSEPR), l’énoncé doit donc obligatoirement fournir la représentation dans l’espace de la 
molécule étudiée. 


Rs POINT MÉTHODE ns 
Reconnaître une molécule polaire 


æ Utiliser impérativement la représentation spatiale de la molécule. 


= Repérer les liaisons polarisées et indiquer les charges partielles des atomes grâce aux valeurs 
d’électronégativité. 


æ Représenter les moments dipolaires des liaisons polarisées. 


æ Faire la somme vectorielle. Si cette somme est nulle, la molécule est apolaire. Dans le cas contraire, 
elle est polaire. 


> voir exercice n° 2 p. 561 
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3. Polarisabilité d'une molécule 





Définition 






On appelle polarisabilité d’une molécule l’aptitude de son nuage électronique à subir une déforma- 


ton sous l’effet d’un champ électrique. 


La polarisabilité d’une molécule est d’autant plus grande que la molécule est volumineuse et que les 
liaisons sont multiples. 


Exemple : La polarisabilité du diiode L, est plus grande que celle du dichlore CL, car son nuage électro- 
nique est beaucoup plus gros et diffus, donc plus facilement déformable. 





[TT Forces intermoléculaires 


1. Interactions dipôle — dipôle de Van der Waals 
Interaction de Keesom 


Lorsque deux molécules possèdent chacune un moment dipolaire permanent, elles s’attirent et s’orientent 
en raison d'interactions attractives entre charges partielles de signes opposés et d’interactions répulsives 
entre charges partielles de même signe. 


Ô+ =] Ô+ 
Exemple : <H——€H- ----- <H— CH 
E" > 
Psnanent Pneu 


L’interaction de Keesom, ou interaction dipôle permanent-dipôle permanent, existe entre deux 


molécules polaires. 





Interaction de Debye 


Une molécule polaire crée autour d’elle un champ électrique qui peut polariser une molécule voisine 
(polaire ou apolaire) c’est-à-dire déformer son nuage électronique et faire apparaître un moment dipo- 
laire induit. Une interaction attractive apparaît alors entre ces deux moments dipolaires. 





Exemple : 
H®° H°° Ô'+ 
. > > —<* 
/ /7 de 
é. H ci M uit 


l 
ju permanent Fe permanent 


L’interaction de Debye, ou interaction dipôle permanent-dipôle induit, existe entre une molécule 


polaire et une molécule polarisable. 





% Interaction de London 


Une molécule polarisable possède un moment dipolaire instantané dû à la déformation de son nuage 
électronique. La moyenne dans le temps de ce moment dipolaire instantané est nulle pour une molé- 
cule apolaire et non nulle pour une molécule polaire (présence d’un moment dipolaire permanent). Ce 
moment dipolaire instantané entraîne l’apparition d’un moment dipolaire induit sur la molécule voisine. 
On observera alors une interaction attractive entre les deux molécules. 
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Exemple : 


> > 
instantané Æ instantané induit 


L’interaction de London, ou interaction dipôle instantané-dipôle induit, existe entre deux molé- 
cules polarisables. 





% Conclusions 


Interaction de Keesom Interaction de Debye Interaction de London 


Oui Oui Oui 
Non Oui Oui 
Non Non Oui 





x L'ordre de grandeur de l’énergie d’une interaction de Van der Waals est de 1 à 10 KJ.mol. 


= La contribution de London est la plus importante, sauf pour l’eau qui est très polaire mais peu 
polarisable. 


Exemple : Pour HI, E, = 0,07 kJ.mol”, E, = 0,43 kJ.mol' et £ = 73,1 kJ.mol” 
2. La liaison hydrogène 


Définition 


Une liaison hydrogène peut se former entre un atome d’hydrogène lié à un atome X fortement élec- 


tronégatif (N, O ou F) et un atome YŸ, lui aussi fortement électronégatif et possédant un doublet non 
Ô— Ô+ 
hant (N, O ou EF): X—H 





Exemple : 


a L'ordre de grandeur de l’énergie d’une liaison hydrogène (cas général) est de 8 à 50 kJ.mol! 


s La liaison hydrogène est directionnelle : son intensité est maximale quand X, H et Y sont alignés. 


3. Cohésion des corps purs 


= Les forces intermoléculaires (interactions de Van der Waals et liaisons hydrogène) assurent la cohésion 
des liquides et des solides moléculaires. Plus ces interactions sont fortes, plus la cohésion est grande 
et donc plus les températures de changement d’état sont élevées. En effet, la fusion ou la vaporisation 
d’un corps pur nécessitent la rupture de liaisons intermoléculaires. 


= Le graphique ci-après représente la température d’ébullition des composés hydrogénés des éléments 
des colonnes 14, 15 et 16 du tableau périodique en fonction de la période à laquelle 1ls appartiennent. 
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8., (°C) 





H,0 Colonne 14 
100 














Colonne 15 
Colonne 16 H.Te 
2 
0 
H,Se 
HS SbH, 
AsH, SnH, 
—100 PH; GeH 
4 
SiH, 
CH, Ligne 
—200 du tableau 
2 + 5 périodique 


Tendance générale : La température d’ébullition augmente quand on « descend » dans une colonne du 
tableau périodique car les interactions de type London (contribution la plus importante des trois inte- 
ractions de Van der Waals) sont de plus en plus intenses (la polarisabilité des composés augmente car le 
rayon atomique de l’élément central augmente). 


Deux anomalies observées : Pour H,0 et NH, les températures d’ébullition apparaissent anormalement 
élevées par rapport à la tendance générale. Cela s’explique par l’existence de liaisons hydrogène (d’in- 
tensité plus grande que les interactions de Van der Waals). 





RÉ 'ELAUTUEAIETRE 


1. Processus de mise en solution 


= La mise en solution d’un soluté résulte de deux processus : la rupture des interactions soluté/soluté 
(ou dissociation), et l’établissement d'interactions soluté/solvant (ou solvatation). 


= Pour qu’un soluté soit soluble dans un solvant, c’est-à-dire pour que la réalisation des processus de 
dispersion et de solvatation soit favorable, 1l faut que l’énergie des interactions soluté/solvant soit au 
moins du même ordre de grandeur que celle des interactions soluté/soluté. 


Exemple : Le cyclohexane, molécule apolaire très polarisable associée par des interactions de London, 
est très peu soluble dans l’eau car la molécule d’eau est très peu polarisable. 


Remarque : On parle de miscibilité (et non de solubilité) lorsqu'on mélange deux liquides en quantités 
comparables. Ces liquides peuvent être totalement miscibles (eau-éthanol), partiellement miscibles (eau- 
éther diéthylique) ou non miscibles (eau-cyclohexane). 


2. Classification des solvants 
a Un solvant est polaire lorsque les molécules qui le constituent possèdent un moment dipolaire perma- 
nent non nul. Sinon, il est apolaire. 


= Un solvant est protique (protogène) si les molécules qui le constituent sont liées entre elles par des 
haisons hydrogène. Sinon, il est aprotique. 


= Un solvant est dissociant lorsque les ions provenant d’un soluté ionique sont libres en solution. Au 
contraire, Si ces ions existent sous forme de paires d’ions de signes opposés, le solvant est dit non dissociant. 


= La permittivité relative d’un solvant, notée &,, est une grandeur sans dimension qui traduit l’effet de ce 
solvant sur les interactions électrostatiques. Plus elle est grande, plus les interactions électrostatiques sont 
faibles. Ainsi, un solvant possédant une grande permittivité relative (€. > 30) est un solvant dissociant 
alors qu’un solvant possédant une faible permittivité relative (€ < 10) est un solvant non dissociant. 


Remarque : Un solvant apolaire est nécessairement aprotique et non dissociant. 
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Questions de cours 


= Énoncer la règle de l’octet et l’illustrer sur des exemples. Quelles en sont les limites ? 
s Définir les termes « liaison polarisée » et « molécule polaire » et les illustrer sur des exemples. 
= Décrire les interactions de Van der Waals et la liaison hydrogène. 


a Classification de solvants. Exemples. 


Erreurs à éviter 

s Le phénomène d’hypervalence est impossible pour les éléments des 1" et 2° périodes de la classifica- 
ton périodique car 1l n’existe pas d’OA d pour n < 3. 

= Pour déterminer si une molécule est polaire 1l faut absolument la représenter dans l’espace. Par 
exemple si H,0 était mal représentée, on pourrait la considérer apolaire. 


—_— —$ 
Hon Ho 


a 
H—0O——H 





FAUX 


x Les molécules polaires sont liées entre elles par les trois types d’interactions de Van der Waals. Ne 
surtout pas penser uniquement aux interactions de Keesom, d’autant que celles de London sont les 
plus importantes en général. 


sm Le phénomène de polarisabilité n’existe pas que pour les molécules apolaires. Le moment dipolaire 
induit se superpose au moment dipolaire permanent lorsque l’on considère une molécule polaire. 


Quelques « trucs » utiles 

sm Lorsqu'un énoncé demande « la » structure de Lewis d’une molécule, seule la forme réelle la plus 
représentative est attendue. Sauf contre-indication de l’énoncé, éviter les molécules à longues chaînes 
(sauf les chaînes carbonées), les liaisons O-O trop fragiles (sauf dans les peroxydes) et les cycles : 





OX 

| — .. 
2 IN=N —0| 
ÙL Cy 

JUSTE FAUX JUSTE 


= Pour classer des corps purs par températures de changement d’état croissantes, 1l faut bien lister au 
préalable toutes les forces intermoléculaires mises en jeu pour pouvoir ensuite bien les comparer. 


sm Une espèce qui ne possède pas d'hydrogène lié à N, O ou F, mais qui possède des doublets non liants 
sur un atome très électronégatif (N, O ou F), n’est pas protique, mais peut accepter des liaisons 
hydrogènes en présence d’une molécule protique. On dit qu’elle est protophile. La solubilité dans 
l’eau d’une espèce polaire protophile est plus grande que celle d’une espèce polaire non protophile 
mais plus faible que celle d’une espèce protique. 


= Pour étudier la solubilité d’un soluté dans un solvant, on se réfère souvent à l’expression « les sem- 
blables dissolvent les semblables » ou like dissolves like en anglais. 
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DZ E XERCICES 


KE Représentations de Lewis (d'après Olympiades internationales 2013 et 2014) * * — corrigé p. 563 


© Pour chaque molécule, identifier en justifiant la représentation de Lewis correcte. Expliquer pourquoi 
les autres représentations de Lewis données sont fausses. 
a) Protoxyde d'azote N,0 


7 | O © © © ® = 
N— O0 —N; IN—N=—=O| [O—N=—=N| IN—=0O—N| 
b) Méthylisonitrile CH,—NC 


ER © © @ © 
H3C—N—CI HjC—N=—=CI H3C—N—C| 


© Écrire la formule de Lewis des molécules et ions suivants : HS, HO, O, et PCI. 


© Donner la représentation de Lewis de l’ion polyatomique SF . 


Pi Déterminer la polarité d'une molécule * — corrigé p. 564 


On donne les structures de Lewis dans l’espace des molécules soufrées suivantes. Indiquer lesquelles 
sont polaires en justifiant et représenter, le cas échéant, leur moment dipolaire. 


— | «Oo — 
ANS IF —S—F#1 DEU 
€ Ê FT | o7 X C! 
CM € 


Données : Y(F) = 4,0 ; 4(O) = 3,4 ; (CD) = 3,2 ; 4(S) = 2,6. 


3 Monoxyde de carbone (d'après Agrégation externe de sciences physiques 2014) * * #% — corrigé p. 565 


© Donner deux structures de Lewis plausibles pour le monoxyde de carbone CO. 


© À l’aide des données expérimentales ci-dessous, identifier la vraie structure de Lewis. Comment 
aurait-on pu prévoir que c'était celle-c1 ? 

© Donner trois exemples de molécules ou ions isoélectroniques du monoxyde de carbone. On donnera 
leur représentation de Lewis. 


© Le pourcentage d’ionicité de la liaison CO est de 2,0 %. Déterminer puis représenter le moment dipo- 
laire de la molécule de CO sachant que le signe des charges partielles est le même que celui donné 
par la représentation de Lewis. 


© D’après la formule de Lewis, quelle charge est portée par chaque atome ? Comment expliquer que le 
pourcentage d’ionicité, donné à la question précédente, soit seulement de 2,0 % ? 


Données : 

— Longueur de la liaison CO (dans la molécule de CO) : 112,8 pm 
— Longueur de la liaison C=O (groupe carbonyle) : 123 pm 

— 1 D =3,34.10 * Cm ; e = 1,6.10 °C 
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E1 Températures d'ébullition de plusieurs corps purs * > corrigé p. 565 


Les températures d’ébullition de différents corps purs sont données dans le tableau suivant. 


mme cnone on | 
Pentan-1-ol (CH,-(CH,),-CH,-OH) CO 
Éther diéthylique (CH.,-CH,-0-CH.-CH.) 


© Pour chacun de ces corps purs, indiquer les interactions responsables de la cohésion et s’il y en a 
plusieurs, préciser celle qui est la plus importante. 





© Classer ces composés par température d’ébullition décroissante. Justifier l’évolution observée. 


ii Solubilités * — corrigé p. 566 


© Classer par ordre croissant de solubilité dans l’eau : l’acide formique (méthanoïque), le chloromé- 
thane et le méthanal. 


© Expliquer la différence de solubilité dans l’eau à O0 °C de l’ozone O,(g) (1,0 g.L') et du dioxygène 
O,(g) (1,5.107 g.L7). 


16. Extraction liquide - liquide * * > corrigé p. 566 


On appelle extraction liquide-liquide d’un soluté, le fait de retirer ce soluté d’un solvant dans lequel 
il est initialement en solution en le solubilisant dans un autre solvant. Cette opération se fait dans une 
ampoule à décanter. Deux conditions sont à remplir : 

— le soluté doit être plus soluble dans le solvant dit extracteur que dans le solvant dans lequel 1l est in1- 
tialement en solution ; 

— les deux solvants ne doivent pas être miscibles. 

On souhaite extraire le diiode I, d’une solution aqueuse par du cyclohexane. 


© Pourquoi le solvant extracteur et le solvant initial ne doivent-ils pas être miscibles ? 
© Justifier le fait que le cyclohexane et l’eau ne soient pas miscibles. 


© Justifier le fait que le diiode soit plus soluble dans le cyclohexane que dans l’eau. On précisera les 
interactions soluté-solvant mises en jeu. 
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Conseil 


Les exercices n° I et 2 sont des illustrations des points méthodes du cours. La démarche est struc- 
turée à l’aide de symboles %, il est conseillé de s’en inspirer dans les exercices similaires. 


EI Représentations de Lewis (d'après Olympiades internationales) > énoncé p. 561 


O à) Protoxyde d’azote N,O 








D © © 2© © © © © 2® 2© 
N—O0—N IN—N—0| [O—N—N IN—=0—N| 
FAUX FAUX Représentation correcte. FAUX 

— Il manque les charges formelles. Problèmes sur — Problèmes sur 
— Il s’agit en fait de N,07. les charges formelles. les charges formelles. 
— Il faudrait que N soit central. — Il faudrait que N soit central. 


b) Méthylisonitrile CH,—NC 





© 
a ® © ® = 
H3C—N—C| H3C—N=C| el C7 
FAUX car 
C ne respecte pas la règle de l’octet. Représentation correcte. FAUX car niNniC 


ne respectent la règle de l’octet. 





© L’oxygène possède six électrons de valence. Le soufre, situé en dessous de lui dans le tableau périodique, 


aussi. L’hydrogène possède un électron de valence. Le chlore est un halogène, 1l possède sept électrons de 
valence. Le phosphore, situé sous l’azote, en possède cinq. 


On peut donc donner les schémas de Lewis des différents atomes étudiés : 
H e © S) © © O e LU P © e CII 


S 


En appariant les électrons célibataires, on peut former directement HS : H T— H 

_© — 
Pour HO, on ajoute un électron à l’atome d'oxygène, qui devient: * O |, on obtient alors :| H— O | 
Pour obtenir PCI., il est nécessaire de casser le doublet du phosphore : * x 4 : = 
Cela est possible car le phosphore est dans la troisième période D. 


et peut donc être hypervalent. 


On obtient alors PCI, 





Pour l’ozone, 1l est nécessaire de faire apparaître des charges formelles pour obtenir une structure qui res- 


pecte la règle de l’octet : « O—= 0 —0| 
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© Pour déterminer la représentation de Lewis de SF’, on utilise le point méthode p. 554. 


Donner un schéma de Lewis de chaque atome : * S Re. F 


% Si l’entité moléculaire est chargée positivement, enlever autant d’électrons que de charges posi- 
tives à l’atome (ou aux atomes) le(s) moins électronégatif(s). 


F étant l’élément le plus électronégatif de la classification périodique, on enlève un électron au soufre, ce 
. : © 
qui donne :°Se 
 Assembler les schémas de Lewis obtenus en créant des liaisons entre électrons non appariés. 
| | 

© 
S 
 — 
Ne Ÿ 


Bien comprendre 


Il faut retenir par cœur la position dans la classification périodique des éléments courants : P est au-dessous 
de N, S est au-dessous de O, CI est au-dessous de F. 


2 Déterminer la polarité d'une molécule > énoncé p. 561 


Pour déterminer la polarité d’une molécule, on utilise le point méthode p. 556. 





Utiliser impérativement la représentation spatiale de la molécule. Elles sont données dans l’énoncé. 
Repérer les liaisons polarisées et indiquer les charges partielles des atomes grâce aux valeurs 
d’électronégativité. 

AXE) > X(S) = La liaison SF est polarisée : *S — FŸ 

X(O), x(CD > y{S) = Les liaisons SO et SCI sont polarisées aussi : *S = Of ; *S — CI 


 Représenter les moments dipolaires des liaisons polarisées. 





=> Faire la somme vectorielle. 


TN 
ZEN (a IS F 
ANS — — DANUT 
EE | EP di LT 
A LE QE \C 
= 0 TT 


% Si cette somme est nulle, la molécule est apolaire. Dans le cas contraire, elle est polaire. 
SF, et SOCT, sont polaires, SF, est apolaire. 
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3 Monoxyde de carbone > énoncé p. 561 


© Le carbone possède quatre électrons de valence et l’oxygène six. Le monoxyde de carbone possède donc 
au total 10 électrons de valence (5 doublets). 


© 


— PF — NN 
On peut proposer deux représentations possibles : [C—=0O| —. V 





© D'après les données expérimentales, la longueur de la liaison CO dans le monoxyde de carbone est plus 
courte qu’une liaison double C=0. On en déduit qu’il s’agit donc d’une liaison triple. La structure correcte 
est donc celle de gauche qui est chargée. On aurait pu le prévoir car c’est la seule où les deux atomes res- 
pectent la règle de l’octet. 


© Trois entités possédant dix électrons de valence : N,, CN”, NO" sont isoélectroniques de CO. 


© ___ © 
INZSNI IC=ZNI INZ==O! 


© Le moment dipolaire de la molécule de CO est porté par la direction de la liaison CO, ce — . 
orienté de la charge négative (C), vers la charge positive (O). — 
Norme : |Hco]|= 4*dco =0,02xex de =0,02X1,6.107° x112,8.107° =3,6.10 7 C.m =. 

Hco 


= ||juc]=1,1.107D 


© D’après la formule de Lewis, le carbone porte une charge négative -e et l’oxygène porte une charge posi- 
tive +e ce qui devrait aboutir à 100 % d’ionicité. En réalité, comme l’oxygène est plus électronégatif que 
le carbone, il attire une partie des électrons de la liaison à lui, ce qui diminue en valeur absolue les charges 
portées et donc le pourcentage d’ionicité. 


E1 Températures d'ébullition de plusieurs corps purs — énoncé p. 562 


© Dans le cas où il existe plusieurs types d’interactions, celle qui a la contribution la plus importante est 
soulignée. 


Er diéhyique (CH,-CH,-0-CH,CH) 


@ Composés classés par 0, décroissante : 





Chlorure de sodium NaCI > Pentan-1-ol CH,-(CH.,),-CH,OH > Butan-1-ol CH,-(CH,),-CH,OH > 
Diéthylsulfure CH,-CH,-S-CH,-CH, > Ether diéthylique CH,-CH,-0-CH,-CH, > 


2-méthylbutane CH.,-CH(CH,)-CH,-CH, > Argon Ar > Hélium He 





oboowr- Architecture de la matière ET 


Molécules — Forces intermoléculaires — Solvants 





— La liaison ionique est une liaison forte alors que les liaisons hydrogène et les interactions de Van der 
Waals sont des liaisons faibles, donc NaCT à la température d’ébullition la plus élevée. 

— On trouve ensuite par ordre décroissant de températures d’ébullition, les composés polaires protiques, 
pouvant faire des liaisons hydrogène, puis ceux pouvant uniquement faire des interactions de Van der 
Waals, car les liaisons hydrogène sont plus intenses que les interactions de Van der Waals. Parmi les com- 
posés protiques, le pentanol à une température d’ébullition plus élevée que le butanol parce qu’il est plus 
gros donc plus polarisable. Ses interactions de London sont donc plus intenses. 

— Parmi ceux liés par interactions de Van der Waals, 1l faut d’abord comparer l’interaction de London 
(la plus intense) et donc classer les composés par polarisabilité. Ainsi la température d’ébullition la plus 
faible correspond à l’hélium (composé le plus petit), puis on trouve l’argon. Ensuite, le 2-méthylbutane et 
l’éther diéthylique ont des polarisabilités comparables (sensiblement le même nombre d’atomes, de tailles 
comparables) mais l’éther diéthylique, polaire, possède en plus des interactions de Debye et de Keesom. 
Sa température d’ébullition est donc plus élevée que celle du 2-méthylbutane. Enfin, le diéthylsulfure et 
l’éther diéthylique sont très similaires mais comme le soufre est plus polarisable que l’oxygène, la tempé- 
rature d’ébullition du diéthylsulfure est plus élevée que celle de l’éther diéthylique. 


ni Solubilités > énoncé p. 562 


© Classement par ordre de solubilité croissante dans l’eau (pour information, les valeurs de la solubilité dans 
l’eau sont données entre parenthèses) : 


Chlorométhane (5 g.L'!) < Méthanal (400 g.L'') < Acide formique (méthanoïque) (1000 g.L-") 





L’acide formique (méthanoïque) est le plus soluble dans l’eau car 1l est polaire et protique. Ensuite vient le 
méthanal qui est très polaire et qui peut accepter des liaisons hydrogène (le méthanal est protophile, voir 
Vers la colle p. 560). Enfin, le chlorométhane est peu polaire et ne peut pas réaliser de liaisons hydrogène, 
c’est donc l’espèce la moins soluble dans l’eau. 


© Le dioxygène est apolaire donc peu soluble dans l’eau. En revanche, l’écriture de la structure de l’ozone 
met en évidence sa polarité, il est alors plus soluble dans l’eau que O, : 


5. ©\ 16.61 
SOS ee .. 
ne me 


16. Extraction liquide — liquide > énoncé p. 562 


© Le solvant extracteur et le solvant initial doivent être non miscibles pour pouvoir être séparés facilement 
par décantation. 


© Les molécules de cyclohexane sont apolaires, elles sont donc associées par des interactions de London, alors 
que les molécules d’eau sont polaires protiques, donc associées par des liaisons hydrogène. Ce n’est pas du 
tout le même type d’interactions qui assurent la cohésion de ces deux liquides, qui ne sont donc pas miscibles. 


© Le diiode est apolaire et polarisable comme le cyclohexane alors que l’eau est une molécule polaire et 
protique. Les interactions que le diode peut réaliser avec le cyclohexane (London) sont donc plus intenses 
que celles qu’il peut réaliser avec l’eau (London et Debye dans une moindre mesure). Il est donc plus 
soluble dans le cyclohexane. 
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La science des matériaux est au cœur des grandes révolutions technologiques récentes et participe à 
l'amélioration de notre quotidien au travers de ses applications dans les nanotechnologies, les éner- 
gies renouvelables, l'aéronautique, ou l'environnement. Afin de concevoir des matériaux ayant les 
propriétés recherchées, il est donc nécessaire de maîtriser la structure de la matière, et notamment 
de l'état solide. Ce chapitre présente le cadre d'étude des solides cristallins afin de décrire par la 
suite les quatre différentes catégories de cristaux : métalliques, covalents, ioniques et moléculaires. 


ms OUTILS MATHÉMATIQUES x 


4 3 A 
= Une sphère de rayon r a un volume V = ELU Un cube d’arête a a un volume V = a”. 


= En appliquant le théorème de Pythagore dans un cube d’arête a, on démontre que la diagonale d’une 


face vaut aV2 et que la grande diagonale du cube vaut ay3. 








ni L'état cristallin 


1. Cadre d'étude 
Modèle du cristal parfait 


Dans le modèle du cristal parfait, les entités (atomes, ions ou molécules) sont identiques et empilées 
dans l’espace de manière ordonnée et périodique à l’échelle atomique. Le cristal parfait est sans défaut 
et de dimension infinie. Le cristal parfait est un modèle car 1l ne correspond pas à la réalité. Cependant, 
ce modèle est valable dès lors que la périodicité est observable sur des distances de l’ordre de 100 um. 


Modèle des sphères dures 


Afin de décrire la manière dont les atomes s’agencent dans un cristal métallique, on utilise le modèle 
des sphères dures, dans lequel les atomes métalliques sont assimilés à des sphères identiques, rigides 
et indéformables de rayon r. 


2. Définitions fondamentales de cristallographie 


La théorie moderne de la cristallographie repose sur la notion de périodicité spatiale du cristal et intro- 
duit plusieurs définitions fondamentales. 
CL Motif 


Réseau 


7 





Cristal = état ordonné 
et périodique 


Nœud O O O 





FIGURE 1 : Représentation d'une maille FIGURE 2 : Illustration des notions de motif et réseau 
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Définitions 
sa Une maille est une unité de base parallélépipédique à partir de laquelle on peut engendrer tout le 


cristal uniquement par des translations. Elle est définie par une origine © et trois vecteurs de base 
(D%0) 


a Les paramètres de maille sont les longueurs (a, b, c) des arêtes et les mesures (œ, B, y) des angles 


entre les vecteurs de base. 


= À partir de la maille d’origine O, on peut définir l’ensemble des points N tels que ON = na + mb + pc 
avec (n, m, p) entiers relatifs. Les points N sont appelés des nœuds. 


= L'ensemble des nœuds constitue le réseau cristallin. Le réseau est un « objet mathématique » 
descriptif de la périodicité du cristal. 


= À chaque nœud de ce réseau se trouve un motif, c’est-à-dire un « objet physique » : atome, ion ou 
molécule. 





Remarques : 

— Il existe une infinité de mailles pouvant décrire un cristal donné. On appelle maille élémentaire le 
parallélépipède de volume minimal qui permet d’engendrer tout le cristal par translations. 

— On appelle maille conventionnelle celle généralement utilisée pour étudier simplement le cristal. 


3. Description de la maille et du cristal 


Il existe 7 types de mailles différentes pouvant définir 14 types de réseaux. Quelle que soit la structure 
cristalline étudiée, on peut toujours définir 4 caractéristiques importantes : la population, la coordi- 
nence, la compacité et la masse volumique. 


a) Population de la maille 


Définition 





La population (ou multiplicité) de la maille est notée Z et correspond au nombre de motifs totalement 
inclus dans la maille. 






Exemple : 
Dans cette structure appelée cubique simple, 1l y a un motif sur 
chaque sommet. Or chaque sommet de ce cube est partagé entre 
8 mailles cubiques voisines. Seul 1/8° du volume de chaque 
motif est totalement inclus dans la maille étudiée, d’où : 
Ficure 3 : Représentation  Fieure 4 : Atomes Z=8x = 1 motif par maille 
éclatée de la maille inclus dans la maille 8 


= Dans le cas des structures cubiques, plusieurs cas se présentent : 


Résultat 


— S1 le motif est sur un sommet (voir ci-dessus), 1l comptera pour 1/8. 
— S1 le motif est sur une arête, 1l comptera pour 1/4. 


— S1 le motif est sur une face, 1l comptera pour 1/2. 
— S1 le motif est dans le cube, il comptera pour |. 
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b) Coordinence 






Définition 


La coordinence d’un atome dans une maille est le nombre de ses premiers plus proches voisins. 


Exemple : Dans la structure cubique simple ci-contre, chaque 
atome (par exemple l’atome noté A) est entouré des atomes pré- 
sents sur les sommets voisins (atomes entourés de rouge), soit 6 
pour les plus proches. La coordinence vaut donc 6. 





c) Masse volumique 


Dans le modèle du cristal parfait, le cristal est obtenu par répétition périodique de la maille remplie de 
ses motifs. La masse volumique du cristal est donc égale à celle de la maille. Si une maille de volume V 
contient Z motifs de masse molaire M, alors la masse volumique du cristal vaut : 


Nombre d’Avogadro 
6,02.10* mol ! 





d) Condition de contact (ou de tangence) 


Dans les structures cristallines, les entités chimiques sont en contact. On peut donc facilement trouver 
une relation dite condition de contact entre le rayon r des sphères et les paramètres de maille (a, b, c). 


Exemple : Dans la structure cubique simple d’arête a, les atomes se touchent sur les arêtes donc 2r = a. 


Z=I 





e) Compacité 
Définition 


La compacité est le taux de remplissage de la maille : 


€ - Volumeoccupé parla matière 
E Volume de la maille 





G est toujours inférieur à 1, ce qui signifie qu’il y a des espaces vides dans les cristaux. 


= S1 la maille est un cube d’arête a qui contient Z motifs de type sphère dure de rayon r, alors la com- 
pacité s’exprime comme : 
Z: À rr° 


e- "37 
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= La condition de contact permet de simplifier l’expression. Ainsi dans le cas cubique simple (2r = a et 
Z = 1), la compacité devient : 








1x Sa . 
CG Qrÿ 6 


ns POINT MÉTHODE x 
Calculer la compacité d’une structure 


= Calculer la population de la maille Z. 
= Établir la condition de contact entre sphères les plus proches. 


= Calculer la compacité. Le résultat est une valeur sans dimension indépendante de r et a. 
> exercice n° 1 p. 578 





{Différents types de cristaux 


1. Classification des cristaux 


= La cohésion d’un cristal est assurée par des forces de natures et d’intensités différentes. On distingue 
les liaisons fortes (métalliques, ioniques, covalentes ; ordre de grandeur E = 100 à 1000 kJ.mol") des 
liaisons faibles (ordre de grandeur E = 1 à 25 kJ.mol!). 

= En fonction du type de liaison assurant la cohésion des cristaux, on les classe dans 4 catégories : 
métalliques, ioniques, covalents ou moléculaires. Il sera vu un peu plus loin dans ce chapitre les pro- 
priétés physiques propres à chaque catégorie de cristal. 

a C’est l’électronégativité des éléments et donc leur position dans la classification périodique qui per- 
met de prévoir la nature de l’interaction responsable de la cohésion du cristal. 


Exemple : 4, = 0,93 et y,, = 3,16 sont très différentes — NaCT est un cristal ionique. 


2. Allotropie 





Définition 







Certains composés adoptent à l’état solide différentes structures cristallines en fonction de la tempé- 
rature et de la pression : on parle alors de différentes variétés allotropiques. 


Exemple : À la pression standard le fer existe sous la forme « (cubique centrée) en dessous de 906 °C, 
et sous la forme y (cubique à faces centrées) entre 906 °C et 1 401 °C. 


D CEE 


1. Empilements compacts 


= [l existe plusieurs manières d’empiler des sphères dures, selon 

que l’on cherche à obtenir la compacité maximale ou non. Ainsi, en 

2 dimensions, la juxtaposition périodique des sphères de manière com- Empilement compact (à base 3) 
pacte s'obtient selon la figure ci-contre. 


= La superposition en 3 dimensions de plans compacts conduit à deux types de structures différentes : 
cubique à faces centrées (CFC) et hexagonale compacte (HC). 
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= Nous ne nous intéresserons à la seule au programme de MPSI, la structure CEC, qui s’obtient par 
l’empilement de plans compact de la manière suivante : 

— 1° couche (notée A) : Chaque atome est entouré de 6 sphères et de 6 creux. Chaque creux est généré 
par 3 sphères, on parle d’empilement à base 3. 

— 2° couche (notée B) : Les sphères du plan B sont positionnées dans les creux du plan A. Seuls 3 creux, 
parmi les 6 autour d’une sphère, peuvent être occupés simultanément. 





FIGURE 5 : Empilement compact de 2 plans (couches A et B) 


— 3° couche (notée C) : Les sphères de la couche C sont à la verticale des creux inoccupés de la première 
couche. On parle d’empilement de type ABC-ABC. 





FIGURE 6A : Empilement de type ABC-ABC FiGuRE 6B : Empilement de type ABC-ABC 
vu dans l'axe d'empilement 


2. Liens structure-propriétés 
Description 
= Motifs : Les cristaux métalliques ont pour motifs des atomes. 


= Description du cristal : Le cristal métallique est décrit comme un assemblage périodique de cations 
métalliques fixes qui partagent leurs électrons de valence. 


= Cohésion du cristal : La cohésion d’un cristal métallique est assurée par des liaisons métalliques 
(liaisons fortes d’énergie de liaison de l’ordre de 100 à 1 000 kJ.mol). La liaison métallique est non 
directionnelle et les électrons sont libres. délocalisés sur l’ensemble du cristal. 


Propriétés 
Propriétés Explications 


Propriétés 2 La liaison métallique est non directionnelle, ce qui confère au métal 
en Dureté variable Are 
mécaniques une certaine malléabilité. 


Propriétés —._ Les électrons de valence sont délocalisés (libres), ce qui rend les 

/ : Excellente conduction électrique ; 

électriques métaux conducteurs. 

Propriétés ; … . | La haison métallique est une liaison forte, l’énergie de liaison est 
: Température de fusion souvent élevée he 

thermiques donc élevée. 
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3. Exemple : la Structure Cubique à Faces centrées CFC 


a) Description de la structure 


La maille conventionnelle CEC est une maille cubique avec un motif sur chaque sommet et un au centre 
de chaque face. Elle peut être représentée de manière compacte, éclatée (ou en élévation) ou en projec- 
ton pour plus de lisibilité : 


(O ; 1) (1/2) (0 ; 1) 





Deux cotes : 
z=0ez:=1 / 
1/2 0;1 
Une cote : n7 te 
£= 1/2 
(O ; 1) (1/2) (0 ;1) 
X 
FIGURE 7 A : FIGURE 7B : FiGurE 7C : Représentation en projection de la structure CFC 
Représentation Représentation dans le plan (x0y). Les chiffres positionnés à côté des sphères 
compacte éclatée indiquent la cote des atomes sur l'axe z, exprimée en fraction 
de la structure CFC de la structure CFC du paramètre de maille a. 


= Coordinence : La structure étant compacte, chaque atome a 6 voisins dans son plan, 3 voisins dans le 
plan du dessus et 3 dans le plan du dessous (voir figure 6À) = coordinence 12. 


= Population : D’après la méthode de calcul des motifs inclus totalement dans la maille vue dans l’en- 
1 1 


cadré résultat p. 568, la population de la structure CFC vaut Z=8Xx gt6x 2 


s Relation entre r et a : 


Dans cette maille cubique d’arête a, les atomes de rayon r se touchent sur la 
diagonale des faces qui vaut aŸ2. La condition de contact s’écrit donc : 


4 r=av2 ON — 


4 _[aV2 
APS 4: 4 A 
CR 
male de la compacité puisque c’est celle des empilements compacts. 





aV2 
4 








x Compacité : la compacité vaut : CG = = JT El — 74%. C’est la valeur maxi- 


b) Sites interstitiels 


= La structure CEC a une compacité de 74 % : elle contient donc 26 % de vide. Il existe alors des cavités 
dans la structure pouvant accueillir d’autres entités. On appelle ces cavités des sites interstitiels. 


a L'habitabilité d’un site interstitiel est le rayon maximal d’une sphère pouvant s’insérer dans l’inter- 
stice, sans déformer la maille. Elle se calcule en considérant la condition de contact entre la sphère se 
logeant dans l’interstice et les sphères du réseau hôte. 


s Dans le cas de la maille CEC, il existe deux types de sites interstitiels : les sites tétraédriques (au 
centre de 4 sphères du réseau CFC) et les sites octaédriques (au centre de 6 sphères du réseau CEC). 
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Sites interstitiels tétraédriques 


s Localisation : 


Les sites interstitiels tétraédriques sont situés au centre de chacun des 


8 petits cubes d’arête 





= Nombre de sites tétraédriques par maille Z., : 

Les 8 sites interstitiels tétraédriques étant dans le cube, ils sont totalement inclus dans la maille, donc 
Z, = 8 sites tétraédriques par maille. 

a Habitabilité : 

— Soit r le rayon des sphères du réseau CFC et r, le rayon de la sphère placée dans le site tétraédrique. 
Le contact entre la sphère insérée et celles du réseau CFC a lieu sur la grande diagonale du cube qui vaut 
a\3. La condition de contact s’écrit donc : 


a\3 


— Le réseau CFC n'étant pas déformé, la condition de contact entre sphères du réseau est toujours véri- 
fiée. On a : 4r=aV2 (2). 
— La combinaison des relations (1) et (2) donne l’habitabilité d’un site tétraédrique : 





Sites interstitiels octaédriques 


s Localisation : 






= Nombre de sites octaédriques par maille Z, : 


Le site au centre du cube est totalement inclus dans la maille. En 
revanche, chaque site sur une arête est partagé entre 4 mailles donc : 


Zo=1+12 x — 4 sites octaédriques par maille. 


a Habitabilité : 
— Soit r le rayon des sphères du réseau CFC et r, le rayon de la sphère placée dans le site octaédrique. 
Le contact entre la sphère insérée et celles du réseau CEC à lieu sur l’arête du cube de longueur a. La 


condition de contact s’écrit donc : 


— La condition de contact entre sphères du réseau CEC étant toujours vérifiée, on a : 4r = a\2 (2) 
— La combinaison des relations (2) et (3) donne l’habitabilité d’un site octaédrique : 


— (2-1) r = 0,414r 
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Remarques : 
— La taille des sites interstitiels est beaucoup plus petite que celle des atomes hôtes. 
— On constate que les sites octaédriques sont plus « spacieux » que les tétraédriques. 


Cristaux covalents 


1. Lien structure - propriétés 
” Description 





= Motifs : Les cristaux covalents ont pour motifs des atomes. 


= Description du cristal : Sauf exception telle que le graphite, les cristaux covalents sont formés d’une seule 
entité de taille macroscopique s’étendant dans les trois directions de l’espace. On parle de cristal macrocovalent. 


a Cohésion du cristal : La cohésion d’un cristal covalent est assurée par des liaisons covalentes (liai- 
sons fortes d’énergie de liaison de l’ordre de 200 à 1000 kJ.mol!). La liaison covalente est direction- 
nelle (la densité électronique est maximale dans une direction privilégiée, celle reliant les deux centres 
atomiques) et les électrons sont localisés entre les atomes (sauf dans le cas du graphite). 


Propriétés 


Propriétés Explications 


Propriétés : - | La liaison covalente est une liaison directionnelle 
ne Grande dureté (excepté le graphite) - ; | 
mécaniques (qui empêche toute déformation) et forte. 


Propriétés Isolants (excepté le graphite ou les Les électrons de la liaison covalente restent localisés entre 
électriques semi-conducteurs tels que le silicium) les atomes, ils ne sont donc pas mobiles. 
Propriétés Température de fusion très élevée La liaison covalente étant une liaison forte, l’énergie 
thermiques Exemple : T, (diamant) = 3550 °C. de liaison qui en résulte est donc élevée. 


2. Exemple : la structure de type diamant 





= Description de la structure : Réseau cubique à faces cen- 
trées d’atomes de carbone avec des atomes de carbone dans la 
moitié des sites tétraédriques occupés de façon alternée (voir 


figure 6). 


sx Coordinence : Chaque atome est dans un environnement 

tétraédrique — coordinence 4. 

= Population : Zlio 18 
8 2 3 

a\3 2 

4 = Jr 

avec r le rayon covalent d’un atome de carbone et a le paramètre 


de maille. FiGure 8 : Maille du diamant 


CETTE 


1. Lien structure - propriétés 
Description 


« Relation entre r et a : La condition de contact s’écrit 








= Motifs : Les cristaux ioniques ont pour motifs des ions. Le solide ionique étant électriquement neutre, 
il y à autant de charges positives que négatives. 
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x Modèle du cristal ionique parfait : 

— Les ions sont assimilés à des sphères dures. 

— Le rayon de l’anion rest en général supérieur au rayon du 
cation r*:r7 > r* (voir figure 9). 

— Les ions de même signe se repoussent et les 1ons de signes 
opposés s’attirent. 





= Description usuelle du cristal : Dans un cristal ionique, 
les anions imposent le système d’empilement alors que FIGURE 9 : Vue en coupe d'un cristal de NaClI 
les cations occupent les sites interstitiels de l’empilement 

ainsi défini. 

= Dans un cristal ionique, il y a non tangence entre les anions (voir figure 9) pour éviter de trop fortes 
répulsions. Il y a tangence entre anions et cations pour maximiser les interactions attractives (voir 


figure 9). 


x Cohésion du cristal : La cohésion d’un cristal ionique est assurée par des liaisons ioniques (liaisons 
fortes d’énergie de liaison de l’ordre de 100 à 600 kJ.mol'). Les ions de signes contraires s’attirent par 
des forces coulombiennes mais se repoussent quand les nuages électroniques se touchent. La liaison 
ionique est non directionnelle et la charge est localisée sur les ions. 


Propriétés 


Pronriétés Une déformation du cristal conduit à mettre face à face des ions 
de Cassants de même signe ce qui entraîne l’apparition d’interactions 
mécaniques or on. L 
coulombiennes répulsives très importantes (voir figure 10). 
Propriétés et À l’état solide, les ions occupent des positions fixes et les charges sont 
électriques localisées, ce qui explique le caractère isolant. 


Propriétés Température de fusion élevée La liaison ionique étant une liaison forte, l’énergie de liaison qui en 
thermiques Exemple : T. (NaCD) = 801 °C résulte est donc élevée. 





(l (Déformation) 


Glissement 
des plans 





Î (Déformation) 


FiGuRE 10 : Déformation d'un cristal ionique 


2. Exemple : la structure de type NaCl 


= Le chlorure de sodium est constitué de cations Na* (de rayon r*) et d’anions CF (de rayon r). 


= Description de la structure : Réseau cubique à faces centrées (paramètre de maille a) d’ions CF avec 
des 1ons Na* dans tous les sites octaédriques (voir figure 11). 
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z Coordinence : 

— Les cations occupent des sites octaédriques, 1ls sont donc en contact 
avec 6 anions = coordinence 6. 

— Les anions sont quant à eux en contact avec 6 cations — coordi- 
nence 6. 

— Pour les solides ioniques, on note en général la coordinence de la 
façon suivante : coordinence des cations/coordinence des anions. On 
parlera donc de coordinence 6/6 pour la structure de type NaCI. 





= Population : Fiqure 11 : Maille de la structure 
de type NaClI 
Z(CT) =8x<+6x 24 
Le solide est électriquement neutre. 
Z(Na*)=Ex12+1=4 


= Vérification de la tangence anion-cation : On considère les plus proches voisins placés sur une arête 
du cube. La tangence anion-cation permet d'écrire l’égalité ci-dessous. 


= Vérification de la non-tangence anion-anion : Les anions disposés selon la diagonale d’une face du 
cube ne doivent pas être en contact. La non-tangence anion-anion permet d’écrire l’inégalité ci-dessous. 


aV2 >4r 





I CEEPETIEMEE 


1. Lien structure - propriétés 
Description 
a Motifs : Les cristaux moléculaires ont pour motifs des molécules. 


= Description du cristal : Un cristal moléculaire est constitué de molécules en interaction les unes avec 
les autres. 


= Cohésion du cristal : La cohésion d’un cristal moléculaire est assurée par des liaisons faibles de Van 
der Waals (énergie de liaison variant de 1 à 10 kJ.mol') et éventuellement des liaisons hydrogène 
(énergie de liaison variant de 8 à 50 kJ.mol'). Les liaisons de Van der Waals sont non directionnelles 
alors que les liaisons hydrogène sont directionnelles. 


Propriétés 


Propriétés Fraciles Les liaisons intermoléculaires (liaisons de Van der Waals et hydrogène) sont 
mécaniques ë des liaisons faibles. 


Propriétés ee Les électrons ne sont pas mobiles car impliqués dans les liaisons covalentes 
électriques (électrons localisés) au sein des molécules. 


Propriétés | Température de fusion faible Les liaisons intermoléculaires (liaisons de Van der Waals et hydrogène) 
thermiques Exemple : 7, (HO) = 0 °C étant des liaisons faibles, l’énergie de liaison qui en résulte est donc faible. 
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2. Exemple : Une structure de la glace 


= L'eau solide présente plusieurs variétés allotropiques. 
Pour des pressions élevées, la glace a une structure 
de type diamant : les atomes d’oxygène occupent les 
emplacements des atomes de carbone dans le diamant 
(voir figure 12). 


= Dans la glace, la cohésion est principalement assu- 
rée par des liaisons hydrogène (mais aussi de Van der 
Waals). 


O Hydrogène € Oxygène 
=. Liaison hydrogène 








FIGURE 12 : Structure de la glace 


Ds VERS LA COLLE 





Questions de cours 
sm Définir les termes suivants : maille, nœud, réseau, motif, cristal. 


= Indiquer les 4 types de solides cristallisés. Pour chacun d’eux, donner une propriété macroscopique 
spécifique et préciser la nature des forces de cohésion. 


# Notion de variétés allotropiques ; exemples. 
= Structure CFC : empilement, maille, population, coordinence et compacité. 


s Définir la position et le nombre de sites interstitiels octaédriques et tétraédriques dans la structure 
CEC. Déterminer l’habitabilité de ces sites pour la structure CFC. 


= Relation structure — propriétés pour les cristaux ioniques, moléculaires et covalents. 


Remarque : Pour toutes les questions de cours, les structures autres que CEC sont fournies. 


Erreurs à éviter 


s Dans le calcul de la population d’une maille ou du nombre d’interstices par maille, 1l ne faut pas 
compter tous les atomes ou interstices dessinés, mais seulement la fraction des atomes ou interstices 
totalement inclus dans la maille. 


a Masse volumique et densité donnent le même type d’information sur un solide cristallin. Pourtant, ce 
sont deux grandeurs différentes et 1l ne faut pas prendre la valeur numérique de l’une pour celle de 
l’autre. Exemple : s1 la densité d’un solide cristallin vaut 3 (sans dimension), la masse volumique vaut 
3.10° kg.m *. 


Quelques « trucs » utiles 


# Lors du calcul de masse volumique, on aura intérêt à prendre toutes les grandeurs dans les unités du 
système international. La masse molaire sera donc prise en kg.mol!, et le volume en m° pour obtenir 
p en kg.m *. 

= Pour calculer la coordinence d’une structure CFC, 1l vaut mieux raisonner sur les plans d’empilement 
(on peut visualiser les contacts entre sphères) que sur la représentation éclatée de la maille. 
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EXERCICES BR 


mt Allotropie du fer * * > corrigé p. 582 


Le fer existe, à pression standard, sous plusieurs variétés allotropiques. Le fer © est stable au-dessous de 
906 °C alors que le fer est stable entre 906 °C et 1401 °C. 


© Le fer ycristallise dans une structure cubique à faces centrées de paramètre de maille a,. Le rayon du 
fer dans cette structure est noté 7. 





a) Calculer la coordinence d’un atome et la compacité de cette structure. 
b) Calculer le paramètre de maille a, de cette structure. 
c) Calculer la densité du fer 7. 
d) Situer et dénombrer les sites interstitiels octaédriques et tétraédriques de cette structure. 
e) Exprimer les rayons des sphères qui peuvent s’insérer dans ces interstices sans déformer l’empile- 
ment en fonction de r,. Calculer ces rayons. 

© Le fer œ& de rayon métallique noté r, cristallise dans une structure cubique 
centrée. La représentation de la maille conventionnelle est fournie ci-contre. Le ‘a 
paramètre de maille est noté a, 





a) Calculer la coordinence d’un atome et la compacité de cette structure. Comparer au fer 7. 
b) Sachant que la densité du cristal vaut 7,92, calculer la valeur de 7. 


Données : M(Fe) = 55,85 g.mol! ; M(C) = 12,01 g.mol  ; r, = 126 pm ; N, = 6,02.107 mol” 


L'alliage Or-Nickel (d'après Mines-Ponts MP 2009) * * > corrigé p. 583 





L'or métallique cristallise dans un réseau cubique à faces centrées. On suppose que les atomes d’or, 
occupant les nœuds de ce réseau, sont des sphères rigides de rayon r,.. 


© Fournir une représentation en perspective de la maille conventionnelle. Situer précisément les atomes 
d’or. 

© La structure est dite compacte. Que signifie cette affirmation ? Calculer numériquement le paramètre 
de maille a associé à la maille conventionnelle. 


© Déterminer la position des sites interstitiels octaédriques dans la maille conventionnelle de l’or. En 
déduire la condition d’habitabilité de ces sites, et conclure sur la possibilité d'introduction du nickel 
à l’intérieur de ces sites. 


© En fait, cet alliage peut être décrit à l’aide d’une maille cubique conventionnelle CEC dans laquelle 
un atome de nickel remplace un atome d’or sur chaque sommet. La masse volumique de cet alliage 
est notée p’. Exprimer la valeur du paramètre de maille a’ relatif à la nouvelle maille conventionnelle 
en fonction de M(Au), M(Ni) et P’. 


© La masse volumique de l’alliage est d’environ 10 % inférieure à celle de l’or. En déduire a’ avec une 
précision raisonnable. 


Données : M(Au) = 197 g.mol' ; M(Ni) = 58 g.mol'; r,, =144pm; ñ%; = 124pm;N, =6,02.10* mol” 
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Variétés allotropiques du carbone * * > corrigé p. 583 


Le carbone, sous forme de charbon ou de suie, est connu depuis les temps préhistoriques mais la connais- 
sance de ses formes pures comme le diamant ou le graphite ne date que de la fin du vrr siècle. 


À. Préliminaire 


© On peut classer les cristaux en différentes catégories selon la nature de la liaison principalement res- 
ponsable de leur cohésion. Quelles sont ces catégories de cristaux ? Préciser la nature de la liaison 
associée. 


B. Le diamant 


La distance interatomique pour une simple liaison carbone-carbone dans 
le diamant est d = 154 pm. 


@ Décrire en une phrase la structure cristallographique du diamant (voir 
figure 13). 
© Dans quelle catégorie de cristal classe-t-on le diamant ? Justifier. 


© Après avoir redéfini la notion de coordinence, indiquer quelle est celle 
des atomes de carbone dans cette structure. 





© Calculer la compacité et la masse volumique p,, du diamant. 


© Le diamant est-il un bon conducteur électrique ? Proposer une explication. FIGURE 13 : Maille du diamant 





Cristaux ioniques (d'après Centrale PC 2013 et CCP MP 2009) * * * — corrigé p. 584 


On donne ci-contre et ci-dessous trois grandes catégo- 0:1 0:1 
ries de cristaux 1oniques : le chlorure de césium CsCl, 
le chlorure de sodium NaCI et le sulfure de zinc ZnS 
(structure blende), soit en projection, soit en élévation. 
De nombreux cristaux ioniques possèdent ces struc- 
tures. Par exemple le chlorure d’ammonium NH,CI 
cristallise selon une structure de type CsCI et l’iodure 
d’argent Agl cristallise selon une structure de type ZnS 
(blende). X 








x #° 





FIGURE 14 : Structure en élévation de NaCI 
Fiqures 148 : Structures de CsCI et ZnS en projection. 
Les chiffres positionnés à côté des sphères indiquent 
la cote des atomes sur l'axe z, exprimée en fraction 
du paramètre de maille a 
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© Pour chaque structure en projection (respectivement en élévation), représenter la structure en élévation 
(respectivement en projection) correspondante. 


© Pour chaque structure, donner le nombre de cations et d’anions par maille et préciser la coordinence 
des 1ons. 


© Étude des cristaux NH 4Clet NH,F 
a) En adoptant, pour le rayon des ions ammonium NH la valeur de 148 pm, montrer que le contact a 
lieu entre les anions et les cations et que le contact n’a pas lieu entre les anions. On donne le paramètre 
de maille a, = 380 pm de NH,CI. 
b) Quel est, du chlorure ou du fluorure d’ammonium, le cristal qui présente le caractère ionique le 
plus marqué ? Justifier. 


© Étude du cristal Agl 
a) Dans un premier temps, nous considérerons que la liaison Agl est purement ionique c’est-à-dire 
que la structure cristalline est décrite par un assemblage d’ions. Sachant qu’il y a contact entre les 
cations et les anions, donner l’expression du paramètre de maille a, en fonction des rayons ioniques. 
En déduire l’expression littérale et la valeur numérique de la masse volumique p, du cristal ionique 
d’iodure d’argent. 
b) Calculer la valeur numérique de la masse volumique p, qu’aurait le cristal d’iodure d’argent s’il 
s’agissait d’un cristal purement covalent constitué par des atomes d’argent et d’iode. 
c) En réalité, la masse volumique p,,, de l’iodure d’argent est de 5 710 kg.m *. Comment expliquer 
l’écart obtenu avec les valeurs calculées précédemment ? Que peut-on en conclure quant à la nature de 
la liaison entre l’argent et l’iode dans l’iodure d’argent ? 


Données : 
Constante d’Avogadro : N, = 6,023.107 mol” 





E Structure du diiode (d'après CCP PSI 2010) * * — corrigé p. 585 


© Quelle est la formule de Lewis de la molécule diatomique I, ? 
© Quelles sont les interactions intermoléculaires justifiant la cohésion du diiode solide ? 


© Le diiode solide se transforme en diiode gazeux par faible élévation de la température. Comment 
appelle-t-on cette transformation ? Justifier pourquoi une faible élévation de température est 
suffisante. 


© Le diiode solide cristallise dans le système cristallin orthorhombique. Dans ce système, la maille 
élémentaire est un parallélépipède rectangle dont les trois dimensions sont différentes. La figure 15 
présente la projection des atomes d’iode sur une des faces rectangulaires de la maille, avec leurs 
coordonnées associées. Combien cette maille contient-elle d’atomes d’iode ? 


© Calculer la distance I-I entre les atomes Cet A; CetD;CetE;CetFen fonction des données. En 
déduire le nombre de plus proches voisins d’un atome d’iode, confirmer la structure moléculaire du 
diode solide et préciser la nature des liaisons C-A, C-D, C-E, C-F 
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Données : 
— Numéro atomique de l'iode : Z(I) = 53 
— Paramètres de maille du diode solide orthorhombique : 


Selon (Ox) a = 127,00 pm 
Selon (Oy) b = 979,34 pm 
Selon (O2) c = 479,00 pm 


OT ET 
ROC ET 
Do om | am | 
[oem | ou | 
| 


FIGURE 15 : Projection sur la face yOz des atomes contenus dans la maille orthorhombique du diiode 
et coordonnées de chaque atome, exprimées en fraction du paramètre de maille correspondant 








Résolution de problème : Les céramiques supraconductrices Ra, — corrigé p. 586 


Un supraconducteur est un matériau qui, lorsqu'il est refroidi 
en dessous d’une température critique 7’,, présente deux pro- © 
priétés caractéristiques qui sont : une résistance nulle et un 
diamagnétisme parfait. 

Les céramiques supraconductrices de formule générale 
YBa Cu O. (voir figure 16) sont les premiers supraconduc- © 


ré O . Yttrium 
teurs à haute température (7°. > 77 K). Ces solides contiennent 
des anions oxydes O7, et des cations yttrium et baryum, ainsi © . 
PA IR C) Cuivre 





que des ions Cu’* et Cu*, en proportions variables. 


Problème à résoudre : Déterminer la formule de cette 





© Oxygène 
céramique et déterminer la proportion de cuivre II et de 
cuivre III. 
Données : O O 
— Numéro atomique de l’yttrium : Z = 39 Fiqure 16 : Maille de la céramique 
— Le baryum appartient à la deuxième colonne du bloc s supraconductrice YBa,Cu,O, 
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CORRIGÉS | 


Conseil 


L'exercice n° I est une illustration du point méthode du cours. La démarche est structurée à l’aide 


de symboles %, il est conseillé de s’en inspirer dans les exercices similaires. 





E1A Allotropie du fer > énoncé p. 578 


© à) * La structure CEC est issue d’un empilement de plans compacts. Un atome a donc 6 voisins dans son 
plan, 3 dans le plan du dessus et 3 dans le plan du dessous. La coordinence vaut donc 12. 
+ Pour calculer la compacité, il faut appliquer le point méthode p. 570 : 
Calculer la population de la maille Z. 
Il y a un atome sur chaque sommet et un au milieu de chaque face. Comme cela a été vu dans le cours p. 568, 
1 1 


les atomes sur les sommets comptent pour 1/8 et ceux sur les faces pour 1/2. Donc Z =8x 8 +6% Dia 4. 


Établir la condition de contact entre sphères les plus proches. 


Le contact a lieu sur la diagonale d’une face donc a, V2 =4r,. 


= Calculer la compacité. Le résultat est une valeur sans dimension indépendante de r et a. 


AS > DS 
ZX Tr KT r 
Ce a &) 6 — Ê 74% 
Ar 2) 
b) in a, = 356 pm 


D RP 4 — P 9,20 
L 1 NA X a, 4r. | Peau 
N, x| 
V2 
a 
d) Sites interstitiels tétraédriques : au centre des petits 8 cubes d’arête cn Ils sont totalement inclus dans 
la maille donc : 


Sites interstitiels octaédriques : un au centre du cube et un au milieu de chaque arête donc :|Z,, = 1 +12 x — 4 


e) L’habitabilité des sites interstitiels est (voir p. 573) : 


— pour un Site tétraédrique : 7, = À —] L ©0,225r, > 
— pour un site octaédrique : 7, = 5 =1};, = 0,414r, = 


© à) Dans une structure cubique centrée, un atome a donc O0 voisin dans son plan (les atomes ne sont pas 
tangents au sein d’un même plan), 4 voisins dans le plan du dessus et 4 dans le plan du dessous. 


La coordinence vaut donc 8. 


Population : Z=8x : +]1=2 atomes par maille. 


Le contact entre sphères a lieu sur la grande diagonale du cube, donc : 
a N3 = 4r, 


4 3 4 3 
HIS TUE QD TT 
La compacité vaut alors : @ 757.75 283. E =68% 


.. 
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La coordinence et la compacité du fer & sont plus faibles que celle du fer y. 





Bien comprendre 


Le fer y a une structure CFC issue d’un empilement compact. La compacité et la coordinence sont donc 
maximales, valant respectivement 74 % et 12. 






£ _m._ZxM(Fe)  2xM(Fe) __3V3xM(Fe) 
b) a ter Sr, = 32% N, ARETER D \r, 7, =124pm 
NP 
V3 
F3 L'alliage Or-Nickel > énoncé p. 578 


© Maille CEC : 





© Un empilement compact est un empilement contenant le minimum d’espaces vides. La compacité d’un tel 
empilement est maximale. Les atomes sont en contact le long de la diagonale d’une face du cube donc : 


© Sites interstitiels octaédriques : un au centre du cube et un au milieu de chaque arête. 
L’habitabilité des sites octaédriques est : r, = (2 1 ru © 0,414r,, = 60 pm 








4r,, 
DER n 


r, <r,, donc l’atome de nickel ne peut pas s’insérer à l’intérieur du site. 


Bien comprendre 


Il n'est pas nécessaire de retenir par cœur les formules des habitabilités, pourvu de savoir refaire Îles 
démonstrations du cours. 


Z,, x M(Au) +2, x M(Ni 
+ (EP Er = VASE ni * Ni) a'- [3* M (Au) + M(Ni) 
ô NA N,xp' 
“ne : 4xM(Au) ,., 3 x M(Au) + M(Ni) 
® p'=0,9xp=0,9x Ne NT ES DATA = | a" = 395 pm 
EI Variétés allotropiques du carbone > énoncé p. 579 


À. Préliminaires 








Type de cristal Cristal métallique Cristal moléculaire 





nie 7 . > : .  _ Liaison de Van der Waals 
Liaison associée Liaison métallique Liaison covalente Liaison ionique S 
et/ou liaison hydrogène 
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B. Le diamant 


© Structure cristallographique du diamant : Réseau cubique à faces centrées d’atomes de carbone avec des 
atomes de carbone dans la moitié des sites tétraédriques occupés de façon alternée. 


© Ce cristal a pour motif des atomes de carbone reliés entre eux par des liaisons covalentes. Il s’agit d’un 
cristal covalent. 


© La coordinence d’un atome dans une maille est le nombre de ses premiers plus proches voisins. Les atomes 
de carbone ont 4 voisins dans cette structure — | coordinence 4 
1 1 


+6X— 


8 ie 


© Condition de contact : 2r = d = CSER Population : Z=8x 


Compacité du diamant : 


2 me 


€ = ——-- 5-2 = AN. :[E = 0,34 
< cie 
ka 


Masse volumique p,, du diamant : 
m _ZXM. 8XM4 _  8XM. Se IDE 


Po EE = — 2 _—© 
pee e N X —12 


2/3 
— AN. : |p,, = 3,54.10° kg.m” 


O Les électrons des liaisons covalentes restent localisés entre les atomes, ils ne sont donc pas mobiles. On en 
déduit que le diamant est un isolant électrique. 








Cristaux ioniques — énoncé p. 579 


Représentations 


1 


 - l 1 
on 0e 


Z(Na ‘)=12x2+1= 4 
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© Étude des cristaux NH Cl et NHF 
a) NH,CI a une structure de type CsCI. 
a 3 
2 
2r7 = 362 pm < a, = 380 pm — II y a bien non-tangence anion-anion. 


r* +7 = 148 + 181 = 329 pmet = 329 pm — il y a donc bien tangence cation-anion. 





b) Le caractère ionique est plus fort pour le fluorure d’ammonium que pour le chlorure d'ammonium car 
l’électronégativité du fluor est plus grande que celle du chlore. 


© Étude du cristal Agl 
a) Agl a une structure de type ZnS. La condition de tangence entre les anions et les cations s’écrit : 


VE 


r+r 
4 


Masse volumique p, de Agl (cristal ionique) : 





PP EN PS SE ICT D NICE 
Van N4x@ A(r +7) 4(126+216).10 7° 
NS en 6,023.10% x| | 


V3 V3 
=> | p, = 3,17.10° kg.m” 


b) Pour calculer la masse volumique p, de Ag (cristal covalent), on utilise cette fois les rayons covalents : 
eus ZXM jy __  ZXMiy __ 4x(126,9+107,9).107 
© © —— * ——————— 
Vue Ni X@ : fs kr) RE (sus ÉSive ] 


V3 V3 
=> | p, = 6,65.10° kg.m” 


C) Pp, < Pa < P3 > la liaison Ag-T n’est ni purement ionique n1 purement covalente : c’est une liaison 
covalente polarisée. 


É5) Structure du diiode — énoncé p. 580 
© Formule de Lewis du diiode Il 


© Le diiode est une molécule apolaire donc, les interactions intermoléculaires justifiant la cohésion du diiode 
solide sont des interactions de Van der Waals de type de London. 














© La transformation L(s) — Lg) est une sublimation. Elle se produit à faible température car les liaisons 
de London sont des liaisons faibles. 


© D’après la projection fournie : A, D, E et H sont à l’intérieur de la maille alors que B, C, F et G sont sur 
une face. La maille élémentaire décrite contient 6 atomes d’iode : 


_ 1 7 
Z=4+4xS =6 
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+((0,3507—0,1493)xc) 





+((0,6156—0,3844)xb) 


(Oxa) +((0,6156-0,3844)xb) +((0,3507—0,6493)xc) 





La distance d,.. est nettement inférieure aux trois autres distances. Chaque atome d’iode est lié de façon 
covalente à un autre atome d’iode (d,., = 267,81 pm) : cela confirme la structure moléculaire du cristal. La 
haison C-F est une liaison covalente alors que les liaisons C—-A, C-D et C-E sont des liaisons de London. 
Un atome d’iode a un seul plus proche voisin (au sens covalent) auquel on ajoute trois plus proches voisins 
au sens de Van Der Waals. 





Résolution de problème : Les céramiques supraconductrices — énoncé p. 581 


— Le baryum appartient à la deuxième colonne du blocs, il a donc tendance à former l’ion Ba** pour avoir la 
configuration électronique du xénon. 

— L’'yttrium (Z = 39) a pour configuration électronique [Kr]5s’3d'. Il a donc tendance à former l’ion Y** pour 
avoir la configuration électronique du krypton. 


D 


Nombre d’ions 8x2 +8x7= 12x2+8x5 = 
dans la maille 


La formule brute de cette céramique est donc : | YBa,Cu.,O, 


Soit x le nombre d’ions Cu”* et y le nombre d’ions Cu** dans la formule brute de la céramique : 


RS 





y=Î 


On en déduit la proportion suivante de cuivre IT et de cuivre II : | 2 Cu* et 1 Cu“ 


x+y=3 


À méditer 
On ne fait jamais attention à ce qui a été fait ; on ne voit que ce qui reste à faire. 
MARIE CURIE (1867-1934) 





Réactions 


d'oxydo-réduction 





Les réactions d'oxydo-réduction mettent en jeu des transferts d'électrons. Un grand nombre de déve- 
loppements technologiques (générateurs électrochimiques, lutte contre la corrosion, traitements des 
eaux, élaboration des métaux et des alliages, etc.) mais aussi de processus biochimiques, à la base du 
métabolisme humain, reposent sur les phénomènes d'oxydo-réduction en solution aqueuse. 


ss OUTILS MATHÉMATIQUES x 


In a 
Inl0 


log(a x b) = log(a)+log(b) os -log( a) ou(b) 


log(a) =b = a =10° log(10")=n 





log(a) = 








[l Oxydants et réducteurs 
1. Rappels de Lycée 


Oxydant : Accepteur d’électrons. Réducteur : Donneur d'électrons. 


Liste des oxydants et réducteurs à connaître 


; ion dichromate Cr, O ; ion hypochlorite CIO" ; peroxyde 


Oxydants : ion permanganate MnO; ; AO 


d'hydrogène H0.. 





Réducteur : ion thiosulfate S,O7. 


Réduction 


= Demi-équation électronique : Gx+11e- = Red Couple oxydant-réducteur : Ox / Red 


Oxydation 
ns POINT MÉTHODE 
Équilibrer une demi-équation électronique 


æ Si nécessaire, équilibrer l’élément principal.  Cr,O7 201 

= Équilibrer l’élément O avec H,0. Cr,O7 = 2 Cr*+7H0 
» Équilibrer l’élément H avec des protons H*. Cr,O7 + 14 H = 2 Cr* +7 HO 
 Équilibrer les charges avec des électrons. Cr,OT + 14H+6e  =2Cr*+7H0 


> exercice n° 2 p. 593 
EE 


= Réaction d’oxydo-réduction : Réaction chimique au cours de laquelle il s’effectue un transfert 
d'électrons entre l’oxydant d’un couple et le réducteur d’un autre couple. Pour équilibrer le bilan d’une 
réaction d’oxydo-réduction, 1l faut combiner les deux demi-équations des couples impliqués, de façon 
à éliminer les électrons. 
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2. Nombre d'oxydation d'un élément (n.0.) 


Définition 


Le nombre d’oxydation (n.0.) d’un élément, dans un édifice chimique, est défini comme la charge 


(fictive) que porterait cet élément si, pour chaque liaison covalente dans laquelle celui-ci est engagé, 
le (ou les) doublet(s) liant(s) étaient attribués à l’atome le plus électronégatif. 





= Le nombre d’oxydation d’un élément (n.0.) caractérise l’état d’oxydation d’un élément au sein d’un 
édifice chimique (molécule ou 1on). Plus le n.o. d’un élément est élevé, plus cet élément est à un état 
oxydé. Le n.0., par convention, est écrit en chiffres romains. 


a Calcul du n.0. d’un élément : 
— Pour un édifice chimique : > n.0. = Z, où z est la charge de l’édifice. 


Éléments 
— n.0.(0) = —IT sauf pour O, et les peroxydes (H,0,, ROOR). 
— n.0.(H) = +T sauf pour H, et les hydrures métalliques (LiH, NaH, AIH., etc.). 


Rs POINT MÉTHODE x 
Calculer le n.0. d’un élément dans un édifice chimique (ex. : H,CrO 


= Écrire > do —. n.0. (Cr) + 4x n.0. (O) +2 x n.0. (H) = ( 
= Remplacer n.0.(0) par —I et n.0.(H) par +. n.0.(Cr) +4%x (-I1) +2%x (+1) = ( 
… En déduire n.0.(élément). n.0.(Cr)=-4x(-1)-2x(+1)=+VI 


> exercice n° 1 p. 593 
| 


= n.0. extrêmes d’un élément 

— Pour un non-métal, le n.0. minimal correspond au remplissage maximal de ses sous-couches de 
valence et le n.0. maximal correspond au vidage complet de tous ses électrons de valence. 

— Le n.0. d’un métal est forcément positif, par conséquent son n.0. minimal vaut zéro. Le n.0. maximal 
correspond, comme pour un non-métal, au vidage complet de tous les électrons de valence. 

Exemple : Le soufre S (Z = 16), non métal, de configuration 1s?2s?2pf3s?3p* a 6 électrons de valence 
donc n.0..,, = +VI (vidage des 6 e” des sous-couches 35 et 3p) et n.o., = -IT (remplissage de la sous- 
couche 3p). 

a Utilisation des n.0. 

— Pour identifier l’oxydant et le réducteur d’un couple : 


n.0.(élément) le plus élevé — oxydant n.0.(élément) le plus faible — réducteur 
Exemple : Dans le couple MnO, / Mn**, MnO; (n.0.(Mn) = +VID) et Mn** (n.0.(Mn) = +ID), l’oxydant 


du couple est MnO" et le réducteur Mn*. 
— Pour identifier la nature de la réaction subie par un élément dans une réaction d’oxydo-réduction : 


A(n.0.) > 0 = l’élément est oxydé A(n.0.) < 0 = l’élément est réduit 
Exemple : Lors de la réaction d’équation 5 Fe* + MnO; + 8 H* — 5 Fe* + Mn”* + 4 H,O(2), MnO; 


(n.0.(Mn) = +VID) est réduit en Mn* (n.0.(Mn) = +1) tandis que Fe** (n.o.(Fe) = +IT) est oxydé en Fe** 
(n.o.(Fe) = +IIT). 
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0 CENT 
1. Définitions 

= Pile électrochimique : Ensemble de deux demi-piles séparées par une jonction électrolytique 
(membrane, pont ionique ou verre fritté) permettant le passage des ions d’un compartiment à l’autre. 


Une pile électrochimique produit un courant électrique à partir d’une réaction chimique spontanée (sans 
intervention extérieure). De l’énergie chimique est transformée en énergie électrique. 


= Demi-pile : Ensemble constitué par l’oxydant et le réducteur d’un même couple et par un électrolyte 
(conducteur ionique) assurant le contact avec un conducteur métallique. 


= Électrode : Conducteur métallique, au contact d’un électrolyte, qui assure le transfert d’électrons vers 
le milieu extérieur de la pile électrochimique. Par extension, le terme électrode est aussi utilisé pour 
désigner l’ensemble constitué par la demi-pile et l’électrode qui y plonge. 


z Cathode : Demi-pile où se déroule la réduction (pôle positif de la pile). 


a Anode : Demi-pile où se déroule l’oxydation (pôle négatif de la pile). 


Exemple : Pile Daniell dans laquelle se produit la réaction d’équation bilan Zn(s) + Cu** —Zn* + Cu(s) 







Au pôle ©) : oxydation 
Zn(s) = Zn* +2e- 


Au pôle ®: réduction 
Cu’* + 2 e- = Cu(s) 








Zn(s) Cu(s) 


Zn?+ + SO Cu + SO7 


Remarque : Un électrolyseur est une cellule électrochimique reliée à une source externe lui fournissant 
un courant électrique, et dans laquelle se produit une réaction chimique non spontanée. De l’énergie 
électrique est transformée en énergie chimique. 


Mode Réaction 
Signe de l’électrode Signe de l’électrode 


2. Caractéristiques d'une pile 







= Force électro-motrice (fém) d’une pile : Tension à vide (i = 0) de la pile. Usuellement la fém d’une 
pile est positive et vaut : AE =E E, ... Lorsque la pile est usée, la fém de la pile est nulle. 


cathode  }“anode 
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= Détermination de la polarité d’une pile : 

— On peut accéder à la polarité d’une pile à partir du signe de la fém mesurée expérimentalement. 

— On peut aussi accéder à la polarité d’une pile à partir du calcul des potentiels d’oxydo-réduction de 
chaque demi-pile à l’aide de la formule de Nernst (voir III.2. p. 591) car E > E 


cathode anode” 
zx Capacité d’une pile Q : Quantité maximale d’électricité (exprimée en Coulomb) que la pile peut 


délivrer au circuit extérieur. 


Capacité de la pile (C) Avancement final associé 
à la réaction bilan 
de la pile (mol) 


Courant débité par la pile (A) Nombre d’électrons échangés Constante de Faraday : 
pendant un temps Af (s) pour écrire le bilan de la pile F=N, xe = 96500 C.mol” 








[TT Potentiel d'oxydo-réduction 
1. Définitions 


= Le potentiel d’oxydo-réduction d’un couple, noté E,. … correspond à la fém de la pile dont l’une 
des demi-piles est constituée des espèces chimiques constitutives de ce couple, tandis que l’autre demi- 
pile est une électrode de référence, l’électrode standard à hydrogène (ou ESH), de potentiel nul. En effet, 
dans ce cas : 


ÂË=E,, jpea — Érsa = Eoxirea CAT Egsn = 0,00V 


= Électrode standard à hydrogène (ESH) : 


Couple oxydant/réducteur en présence : 
H/H,:2H*+2e =H,(e) 






H, (8) 
Pr 1,0 bar) 


Électrode 
de platine 


Ions H* 
(a, = 1,0) 


s L’ESH est une électrode hypothétique. Pour déterminer en pratique un potentiel d’oxydoréduction, 
l’'ESH est remplacée par une autre électrode de référence, dont le potentiel E . est constant mais 
non nul. La plus utilisée est l’électrode au calomel saturé ou ECS. Le voltmètre mesure alors : 
AE =E E.{, ce qui permet d’en déduire E,,, ra 


» L’électrode au calomel saturée (ECS) : 


Ox/Red 


Couple oxydant/réducteur en présence : 
Hg, CL, / Hg 
Hg, Cl, (s) + 2 e° = 2 Hg(£) +2 CF 


Remarque : E,,. = 0,25 V à 25 °C 





Orifice de remplissage 


Électrode de platine Pt 


Solution saturée de KCI 


Mercure Hg(£) 
Calomel Hg, Cl,(s) 


Jonction (pastille poreuse) 





Cristaux de KCI(s) 
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2. Expression : formule de Nernst 


Énoncé 


La formule de Nernst fournit l’expression du potentiel d’oxydo-réduction, noté E,,, ,..,; d’un couple 
oxydant/réducteur dont la demi-équation s’écrit &œ Ox+ne =$ Red : 


0,06 Ge 
BR DES log & 
n red 


AN 


Ox / Red 


: Potentiel standard du couple oxydant/réducteur. C’est une grandeur constante donnée 
dans la littérature, et caractéristique du couple oxydant/réducteur considéré. 
— &,, : Activité de l’oxydant et a... : Activité du réducteur. 





Remarque : Lorsque la demi-équation électronique fait intervenir d’autres espèces que Ox et Red, leurs 
activités correspondantes doivent être prises en compte dans la formule de Nernst, côté oxydant ou 
réducteur. 
Exemple : 


— Couple MnO, / Mn* : MnO,(s) + 4 H° +2 e° = Mn* +2 H,O(4) 














_ po , 0:06 "| Le No | , , 0:06 _. LH] 
MnO, / Mn* MnO, / Mn** as x 4. | MnO, / Mn°* ;) | Mn” | 
— Couple O,(g) / H,0 | O,(g) + 4H +4e =2H,0({) 
0,06, | 40, Xa: 0,06. |2,*x[H'] 
Éo, 14,0 = D. /H,0 Ÿ fe L Le + log 2 —— 
do P 


3. Unicité du potentiel d'une solution aqueuse à l'équilibre 


= Lorsqu'une solution aqueuse contenant plusieurs couples oxydant/réducteur est à l’équilibre, alors 
tous les potentiels d’oxydoréduction de chacun des couples présents sont égaux. On dit qu’il y a unicité 
du potentiel à l’équilibre. 

a Une application est le calcul de la constante d’équilibre X d’une réaction rédox. 

Exemple : Cu** + Zn(s) — Cu(s) + Zn°** 


7 2+ re .. 
Cu?*/ Cu = | log] Cu” je =E 2, + = log| Zn°* 3 — K- LA ” L, - pemlere En 12 


E° 
" Cu* | 








éq 
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Questions de cours 


s Qu’appelle-t-on nombre d’oxydation ? Comment calculer le nombre d’oxydation d’un élément dans 
un édifice chimique ? 

= À quoi correspond le potentiel d’oxydo-réduction ? Donner la formule de Nernst pour un couple oxydant/ 
réducteur choisi. 

# Présenter les électrodes de référence : ESH et ECS. 


= Grandeurs caractérisant le fonctionnement d’une pile. 


Erreurs à éviter 


# Lorsque la demi-équation électronique fait intervenir d’autres espèces que Ox et Red, leurs activités 
correspondantes doivent être prises en compte dans la formule de Nernst, côté oxydant ou réducteur : 


MnO;8H)+5e=Mn*+4HO  E Rd [MnO; JT 


= 2+ — y 2+ 2 
MnO; /Mn Mn0O; /Mn 5 [Mn L J 





s En vue d'écrire la formule de Nernst, il faut toujours équilibrer les demi-équations avec des protons 
pour utiliser les potentiels standards disponibles dans la littérature, qui sont donnés à pH = 0. 


= Pour équilibrer les demi-équations électroniques faisant intervenir un solide ionique, penser à faire 
intervenir le cation ou l’anion constituant ce solide (ne surtout pas inventer d’autres espèces chimiques 
non présentes). Exemple : Pb(s) + SO = PbSO\(s) + 2 e-. 

# Dans ce chapitre, le terme « capacité » est homogène à une charge électrique (en Coulomb) et ne doit 
pas être confondu avec la capacité d’un condensateur (définie p. 114 et qui s’exprime en Farad) ou 
avec les capacités thermiques (définies p. 349 et 376, qui s’expriment en J.K°'). 


Quelques « trucs » utiles 


s [1 faut absolument maîtriser le calcul des n.0. L'intérêt peut paraître limité dans ce chapitre mais 1l sera 
indispensable de savoir effectuer ce calcul dans le chapitre des diagrammes potentiel-pH. 


s [1 faut maîtriser le lien entre les unités : 1 C = 1 A.s, pour effectuer le calcul d’une capacité d’une pile. 
En effet, les capacités sont souvent données en mA.h ou A.h. 


= Pour les épreuves d’activités expérimentales, 1l faut absolument maîtriser la composition des élec- 
trodes de référence (par exemple : électrode au calomel saturé). Il faut aussi savoir choisir une élec- 
trode de mesure : le platine si les deux espèces du couple sont en solution, le réducteur du couple s’il 
s’agit d’un métal. 
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RS EX ERCICES 


En Déterminer le nombre d'oxydation d'un élément * > corrigé p. 595 


Le vanadium est un élément chimique utilisé dans les additifs pour les aciers, mais potentiellement inté- 
ressant pour des applications en catalyse, céramiques et batteries. Parmi les espèces suivantes, indiquez 
celles pour lesquelles le nombre d’oxydation du vanadium est identique : V(OH),(s) ; VOH* ; VO* ; 
VO ; VO(OH),(s) ; VOH ; V*; VO». 


Asm20 


Écrire le bilan d'une réaction d'oxydo-réduction * > corrigé p. 595 





© L'eau de Javel est une solution aqueuse d’hypochlorite de sodium (Na*+ CIO”) et de chlorure de sodium 
(Na* + CP) en milieu basique. Elle est préparée par réaction directe entre du dichlore et une solution 
aqueuse d’hydroxyde de sodium. Écrire le bilan de la réaction d’oxydo-réduction correspondante. 
Donnée : Les couples oxydant/réducteur mis en jeu sont CIO” / CI, (g) et CI,(g) / CF. 


© Les éthylotests chimiques sont composés d’un réactif chimique changeant de couleur selon le taux 
d’alcool (éthanol : CH,CH,OH) dans l’air expiré. Ce réactif chimique est le dichromate de potassium 
K,Cr,O.. Ecrire le bilan de la réaction d’oxydo-réduction illustrant ce changement de couleur. 
Donnée : Les couples oxydant/réducteur impliqués sont Cr,07/ Cr°* et CH,COOH / CH,CH,OH. 


© La vitamine C (dont le nom chimique est acide ascorbique) est une vitamine hydrosoluble de formule 
brute C H,0,. La concentration molaire d’une solution d’acide ascorbique peut être déterminée par 
dosage d’oxydo-réduction en 2 étapes : 
Étape 1 : Tout l’acide ascorbique réagit avec du diode I, en excès. 
Le bilan s’écrit : CH,0, +IL — CH,0,+2H*+27. 
Étape 2 : Le diode en excès est alors dosé par une solution de thiosulfate de sodium (2 Na* + S,0°). 
Le bilan s’écrit : 2 S,07 +L — S O7 +27. 
Identifier les couples mis en jeu lors de ce dosage, en précisant pour chacun d'eux l’oxydant et le 
réducteur. Pourquoi la vitamine C est-elle appelée anti-oxydant ? 


El Décharge d'un accumulateur au plomb (d'après CCP PC 2014) * * * — corrigé p. 596 


Parmi les utilisations du plomb, la fabrication des accumulateurs est l’une des plus importantes. 

° La demi-pile 1 contient du dioxyde de plomb PbO,(s) et du sulfate de plomb PLSO(s) déposés sur 
une grille de plomb Pb(s) plongeant dans une solution d’acide sulfurique (2 H,O* + SO) de concentra- 
tion égale à 4,0 mol.L'. On considèrera que dans ce cas, la concentration en ions oxonium H,O* est de 
8,0 mol.L-" et celle en ions sulfate SO de 4,0 mol.L”". Le couple impliqué est : PbO, / PLSO,. 

° La demi-pile 2 contient du plomb Pb(s) au contact de sulfate de plomb(Il) PbSO |(s) et de la solution 
d’acide sulfurique précédente. Les 2 compartiments de l’accumulateur ne sont pas séparés. 

On s'intéresse à la décharge de l’accumulateur où celui-ci se comporte comme une pile. 


© Déterminer le nombre d’oxydation de l’élément plomb dans les différentes espèces citées. 


© à) Donner l’expression des potentiels d’oxydo-réduction pour les deux couples oxydant/réducteur 
impliqués. Calculer leur valeur. 
b) En déduire la valeur de la force électromotrice de l’accumulateur. 

© à) Caractériser le fonctionnement de l’accumulateur au plomb en situation de décharge : réactions aux 
électrodes, nom et polarité des électrodes. 
b) Écrire le bilan de la réaction globale et calculer la constante d’équilibre associée. 
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c) L’accumulateur étudié comporte plusieurs plaques recouvertes de dioxyde de plomb PbO,(s) 
pour une masse totale de 120 g en dioxyde de plomb. Calculer la capacité Q de l’accumulateur en 
ampère-heure (A.h) en considérant que le dioxyde de plomb est le réactif en défaut. 

Données : E’(PbO, / PbSO,) = 1,69 V ; E’(PbSO, / Pb) = —-0,37 V ; M(PbO,) = 239 g.mol' ; 
Constante de Faraday : F = 96500 C.mol. 





Résolution de problème : Pile à combustible corrigé p. 597 


Documenr 1 : Les piles à combustible 


Le principe des piles à combustible 

a été découvert par l’électrochimiste 

William Grove en 1839, mais leur uti- 

lisation réelle ne date que des années a 
1960, à l’occasion des programmes 2H ; SOZ- 
spatiaux de la NASA. Ces piles ali- 
mentaient en électricité les ordina- 
teurs de bord des vaisseaux Gemini 
et Appolo et fournissaient l’eau de 
consommation. Les piles à combus- 
ble, type hydrogène-oxygène, pré- 
sentent deux avantages : faire appel 
à des réactifs (dioxygène de l’air et 
dihydrogène) disponibles en grande 
quantité et être non polluantes car CORSORRAMOREn RES SEC RE 

libérant de l’eau uniquement. 

Les premiers véhicules de tourisme 

fonctionnant grâce aux piles à com- 

bustibles seront bientôt commerciali- 

sés. Dans les prototypes, 100 cellules 

électrochimiques sont placées en série. 

Le courant débité par chacune des 

cellules vaut 200 A. L’autonomie du 40 60 80 100 120 


140 
véhicule est de 500 km à la vitesse de Vitesse (km.h”") 
100 km.h”! Document 3 : Consommation en fonction de la 


vitesse pour un véhicule de tourisme 


Vapeur d’eau / Vapeur d’eau 
Électrodes poreuses 


DocumEnT 2 : Schéma de la pile à combustible 





Couples oxydant/réducteur de l’eau : O,(g) / H,O(£) et H,O(?) / H,(g) 
Données : Constante de Faraday : F = 96500 C.mol! ; Constante des gaz parfaits : R = 8,31 J.K°'mol! 


Problème à résoudre : On s’intéresse au dimensionnement du réservoir dans lequel sera stocké le 
dihydrogène. Pour un trajet donné, sous quelle pression faut-il stocker le dihydrogène dans cette 
voiture pour qu’il n’occupe pas plus de volume que l’essence ordinaire ? 
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Conseil 


Les exercices n° I et 2 sont des illustrations des points méthodes du cours. La démarche est struc- 


turée à l’aide de symboles %, il est conseillé de s’en inspirer dans les exercices similaires. 





EI Détermination du nombre d'oxydation d'un élément > énoncé p. 593 


Pour calculer le n.0. du vanadium dans V(OH),, il faut appliquer le point méthode p. 588 : 


» Écrire > n.0. =Z. n.0.(V)+3 x n.0.(0) +3 x n.0.(H) = 0 
éléments 


Remplacer n.0.(0) par -II et n.0.(H) par +. n.0.(V)+3x(-I1)+3x (+1) =0 


% En déduire n.0.(élément). n.0.(V) = +III 


De la même manière, on trouve : 


n.0.(V) = +IIT pour VOH* et V* ; n.0.(V) =+IV pour VO“ et VO(OH), ; 





n.0.(V) =+V pour VO,H”, VO,H, et VO; 


Écrire le bilan d'une réaction d'oxydo-réduction > énoncé p. 593 





Pour écrire les demi-équations électroniques et le bilan d’une réaction d’oxydo-réduction, 1l faut appliquer le 
point méthode p. 587. 


© - Couple CIO" / CI, : 
* Équilibrer l’élément principal CI. 
2 CIO” = CI, 
* Équilibrer l’élément O avec H,0(!). 
2 CIO = CI, + 2 H,O(4) 
* Équilibrer l’élément H avec des protons H:. 
2 CIO” + 4 H* = CI, + 2 H,O(4) 
nd Équilibrer les charges avec des e-. 
2 CIO + 4 H* +2 e° = CI, + 2 HO(/) (1) 
+ Couple CI, / CF : même démarche. 
C2 er -2 Ch (2) 


+ Combiner les deux demi-équations de façon à éliminer les électrons. 
(3) = C2) — (1) : 2 CI, + 2 H,0 = 2 CIO + 4H +2 CF 


° En milieu basique : 
2 CI, + 2 H,0 + 4 HOT = 2 CIO + 4 H° + 4 HOT +2 CT 
— 2 CI, +2 HO + 4 HO° = 2 CIO + 4 HO +2 CT 
2 CI, + 4 HO° — 2 CIO" +2 H,0 +2 CF 
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@ Couple Cr,O7 / Cr“: Cr,O7 + 14 H*+6e = 2 Cr* +7 HO (1) 
Couple C,H,0,/C,H 0: C,H,O,+4H+4e =C,HO + H,0 (2) 


246702 19e" 00?) 


(3)=2 x (1) -3 x (2) :|2 Cr,OZ + 16 H*+ 3 C,H,O — 4 Cr“ + 11 H,0 +3 CH,O, 


© Étape 1: CHO,+L—CHO.+2H*+21- 
— n.0.(1) = 0 pour I, et n.0.(1) = —-T pour F, par conséquent IL, est l’oxydant du couple, et F le réducteur du 
couple. Le couple oxydant/réducteur s’écrit donc : I / F°. 


— n.0.(C) = +2/3 pour C,H,0, et n.0.(C) = +] pour CH O,, par conséquent C,H,0O, est l’oxydant du couple, 


6 6 6? 
et C.H,0, le réducteur du couple. Le couple oxydant/réducteur s’écrit donc : CH O,/C,H,0,. La vitamine 


C (C,H,0,) étant un réducteur, elle est considérée comme un anti-oxydant. 
Étape 2 : 2 SONDE S07#2715 


n.0.(S) = +IT pour S,OT et n.0.(S) = +5/2 pour S,O7, par conséquent S,O7 est l’oxydant du couple, et 


S,O* le réducteur du couple. Le couple oxydant/réducteur s’écrit donc : S,O:- / S,Of.. 


Bien comprendre 


Le n.o. du soufre dans les édifices S,O0 et S 407, et le n.o. du carbone dans les édifices C HO et C HO 


6 8 6 6 6 6 
sont en réalité des n.0. « moyens », entre différents atomes de soufre ou de carbone, ayant des n.o. entiers 


différents. 


3 Décharge de l'accumulateur au plomb > énoncé p. 593 


© PbO, : n.0.(Pb)+2xn.0.(0) =0 = n.0.(Pb)=-2x n.0.(0)=+IV. 
Pb : n.0.(Pb)=0. 
PbSO, : n.0.(Pb) =+IL (même n.0. que dans Pb”). 





@ à) PbO, / PbSO, : PbO, (s) + SOZ + 4 H* + 2 e- = PbSO,(s) + 2 H,O(4) 


0,06 , 714 » 
Épbo, / PbSO, = RS +— log] H | | SO; | = En, /rbso, = 1,82 V 


PbSO, / Pb : PbSO (s)+ 2 e- = Pb(s) + SO 
0,06 Il 
E =} + —— ]log 
PbSO, / Pb PbSO, / Pb D [SO | 


E 0 


PbO, / PbSO,  7“PbSO, / Pb 





ne Enso, Pb = —0,39 V 


b)'AE = E 





© à Ebso, /Pbso, > Epbso, pr: Pal Conséquent : 


— La demi-pile 1 est le siège d’une réduction et correspond à la borne positive de la pile ; l’électrode est la 
cathode : PbO,(s) + SO + 4 H* +2 e = PbSO (s) + 2 H,O(4). 

— La demi-pile 2 est le siège d’une oxydation et correspond à la borne négative de la pile ; l’électrode est 
l’anode : Pb(s) + SOT = PbSO (s) + 2 er. 


b) Le bilan global s’écrit : | PbO,(s) + Pb(s) + 2 SOT + 4 H° — 2 PbSO |(s) + 2 H,O(£) 


La constante d’équilibre peut être calculée en utilisant l’unicité du potentiel à l’équilibre : 


Ep, /Pbso, = Eposo, Ps Qui donne, en utilisant la formule de Nernst : 


à 0,06 1 0,06 
10g ———— —— 


ue  ÉpbSO, / Pb — 0 [| [so F 
4 


0 0 
x{ Ep 1 PbSO4 — ÉPbSO4 / pb) 


2 
(0 CREED 
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K =4,6x10% > 10“: La réaction peut être considérée comme quantitative (ce résultat est attendu pour 


une pile en fonctionnement). 


c) La capacité de l’accumulateur en décharge s’écrit: Q=nF=n6,.F, avec ici n = 2 et 
ne m 
A  — —__%" —, On en déduit : O = > pus 
M(PbO, ) M(PbO, ) 


A.N. : Q = 2x96800 x 2 = 9,69X10°C — 


9,69 x10* 


Ah = 26,9 Ah 





Bien comprendre 






Pour équilibrer les demi-équations électroniques faisant intervenir un solide ionique (ici PbSO (s)), penser 
à faire intervenir le cation ou l’anion constituant ce solide (ici SO”). 





Résolution de problème : Pile à combustible > énoncé p. 594 


Analyse rapide des documents : 

— Les piles à combustible produisent de l’eau à partir du dihydrogène et du dioxygène. 

— Le dihydrogène est utilisé comme carburant. 

— Le problème posé consiste à trouver à quelle pression ce dihydrogène doit être stocké pour occuper un 
volume donné. 


Démarche : 
Considérer un trajet de 500 km parcouru à 100 km.h"!. 


© À partir du document 3, chercher le volume minimal du réservoir occupé par une essence classique (par 
exemple diesel), pour ce trajet. 


© À partir des documents 1 et 2, chercher quelle quantité de dihydrogène est utilisée, pour ce même trajet à 
cette même vitesse, par les piles à combustible embarquées dans les véhicules de tourisme. 


© La loi des gaz parfait permet alors de répondre au problème posé. 


Résolution du problème : 


© Le document 3 permet de déterminer le volume de diesel nécessaire pour parcourir 500 km à 100 km.h°! : 
6 L pour 100 km donc V = 30 L. 


æ) 
Il 
ee 
ON 
X 
mn 
(es 

ON 
@ 


© Sur 5h (500 km à 100 km.h"!), la capacité, pour une cellule, vaut : Q 
Le bilan global de la pile à combustible s’écrit : 
(1) O,(g) + 4 H* + 4 e° = 2 H O(6) 
(2) 2H +2e =H,(e) 
(3) =(1)-2 x (2): 2H,(g) + O,(g) — 2 H,O({) 


2 H,(g) + O,(g) = 2HO(/) 


= An—200%S 260 


cell 





Hypothèses : la réaction est quasi quantitative ; le dihydrogène est le réactif limitant. 





x, 
Ma, f S Ma, 0 = De = 0 — È = ) 


max 


Rartie 7 — Solutions aqueuses 


Réactions d'oxydo-réduction 





n 
Par conséquent pour une cellule électrochimique : Qin = 6x = 4X ne F= Ty, 0 = — 


Pour les 100 cellules, la quantité de dihydrogène nécessaire est donc de : 
6 

Nu, tot — 100x Le + AN, : D — Ho EUR 

: 2F - 2 x96500 


© Si on désire un volume de 30 L de carburant, la loi des gaz parfait donne (en faisant les hypothèses que le 

dihydrogène se comporte comme un gaz parfait, et que la température de stockage est de 25 °C donc 298 K) : 

1,9X10° x8,31x 298 
30x10 


—1,9x10*mol 


My oRT 8 
Den RP AN LP =1,5x10* Pa 


P=1,5x10"bar 


Conclusion et commentaire : En considérant les hypothèses précédentes, le dihydrogène doit être stocké 
sous environ 1,5 x 10° bar pour répondre au problème posé. La valeur de cette pression est élevée. En pratique, 
aujourd’hui le volume des réservoirs à dihydrogène dépasse les 100 L, ce qui réduit la pression de stockage 
autour de quelques centaines de bars. 


EMiltelitce 





Je ne suis pas découragé car tout nouvel échec constitue un pas de plus vers la victoire. 
THOMAS EÉDISON (1847-1931) 





Réactions 


en solution aqueuse 





Les transformations chimiques en solution aqueuse jouent un rôle essentiel en chimie, en bio- 
chimie et dans les processus environnementaux. Les phénomènes d'oxydo-réduction en solution 
aqueuse ont été présentés dans le chapitre précédent. L'influence du milieu (pH, possibilité de 
formation de composés insolubles, etc.) est primordiale dans la compréhension et la prévision des 
phénomènes mis en jeu. L'objectif de ce chapitre est de présenter les différents types de réactions 
susceptibles d'intervenir en solution aqueuse. 


CADRE D'ÉTUDE : Dans ce chapitre, les concentrations des espèces chimiques A. figurant dans les 
expressions des constantes d'équilibre, seront prises à l'équilibre mais notées [A] (au lieu de [A.].). 





OI CREER EIENTIETE 


Les réactions en solution aqueuse peuvent être décrites comme l’échange d’une particule entre un don- 
neur et un accepteur. 


1. Réactions acido-basiques 


Base (accepteur) 
Proton (particule échangée) 


Acide (donneur) 


NH, + H° = NH° Couple acide/base : NH? / NH, 


= Réaction acido-basique : Transfert de protons entre l’acide d’un couple, et la base d’un autre couple. 
Exemple : CH, COOH + NH, — CH,COO + NH} 
= Acide fort et base forte : Espèces chimiques réagissant totalement avec l’eau. 


= Acide faible et base faible : Espèces chimiques réagissant partiellement avec l’eau. 


Polybase (capable d’accepter plusieurs protons) Ke Ampholyte (à la fois acide et base) m4 Polyacide (capable de céder plusieurs protons) 


ET .. 
PO +H, HPO? *H, H PO; #4, H,PO, 


Remarque : L'eau est un ampholyte, c’est l’acide du couple H,0 / HOT et la base du couple H,0* / H,0. 


Liste des acides et des bases à connaître 

Acides forts : Acide sulfurique H,SO, ; acide nitrique HNO), ; acide chlorhydrique HCI. 
Acides faibles : Acide acétique (ou éthanoïque) CH,COOH ; acide phosphorique H,PO.. 
Bases fortes : Soude NaOH ; potasse KOH. 

Bases faibles : Ammoniac NH, ; ion acétate CH,COO.. 


Ampholytes : Ion hydrogénocarbonate HCO; ; eau H,0. 
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2. Réactions d'oxydo-réduction 


Réducteur (donneur) 
Oxydant SE Réduction / 
—_—— + 


Cu’ +2 e = Cu(s) Couple Oxydant-Réducteur 
Cu’ / Cu 


Oxydation ; 
Electron 
(particule échangée) 


x Réaction d’oxydo-réduction : Transfert d'électrons entre l’oxydant d’un couple et le réducteur d’un 
autre couple. 


Exemple : Cu** + Zn(s) — Cu(s) + Zn°* 


3. Réactions de précipitation 


= Certains composés 1oniques peuvent se révéler peu solubles en solution aqueuse. Un équilibre hété- 
rogène apparaît alors en solution entre le solide ionique, appelé précipité, et les ions qui le constituent. 
La solution aqueuse est dite saturée. 


Précipité | Ions constituant le précipité 
\ Dissolution / 
AgCI(s) = Ag* + Cr 
SE —— 


Précipitation 





Définition 
La solubilité s (en mol.L-' ou en g.L-"), est la quantité maximale (en mol ou en g) de solide que l’on 
peut dissoudre dans 1,0 L d’eau à une température donnée. 





[1] Grandeurs caractéristiques et calcul de constantes d'équilibre 


1. Réactions acido-basiques 
” Constante d'acidité K, 


Constante d’acidité X, d’un couple Acide/Base : Constante d’équilibre de la réaction entre l’acide du 
couple et l’eau. 


| Base || H,0° | 
Acide + H,0 2 Base + HO* = K, = Acide 


« pX, d’un couple Acide/Base : pK, =-logK, = K, =10 7" 
* Produit ionique de l'eau K, 

pK, des couples de l’eau : pK,(H,0/HO )=14 et pK,(H,0° /H,0)=0 

Produitionique de l’eauK, :2H,0 > HO-+H,0* = K, =|[H,0* || HOT É107* = pK, =-logK, =14 
> pH 

Définition : pH = —log| H,0* | pour des solutions diluées. En solution aqueuse : 0 < pH <14. 
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[Base| 
[ Acide] 


Relation entre pH et pX, : PH=PK, +log 





Définition 





Une solution dont le pH varie peu par ajout modéré d’acide, de base ou par dilution est qualifiée de 
solution tampon. Elle est obtenue par exemple en mélangeant, en quantité équivalente, les formes 
acide et base d’un même couple (voir exercice n° 5 p. 606). 





Échelle de pK, dans l'eau 


L’échelle verticale de pK, permet de classer les couples Acide/Base selon la force de l’acide et de la base : 






Bases 
CH,CH,0 
HO 
COS 
Ô 
E 
(Puf 
Æ Bases NH 
S faibles 
3 . 
= HCO; 
(®] 
TD 
Ô 
$ 
on CH,COO 
H,0 
Bases 
indifférentes 
dans l’eau Cr 


PK, 






Acides 
Acides 
CH3CH,OH | indifférents 
dans l’eau 
H,0 
HCO; > 
Q 
2. 
. 
. ® 
NH, Acides ni: 
faibles = 
8 
CO,, H,0 D, 
z 
© 
Fi 
CH;COOH 
H,0*+ 
Acides 
HCI forts 


Prévision du caractère favorisé ou défavorisé d'une réaction acido-basique 


= Aspect qualitatif : À partir de l’échelle d’acidité 





NH, + CH,COOH = NH? + CH,COO- 
« gamma à l’endroit » 


Thermodynamiquement favorisée 


NH 











4,8 
CH,COO- 


CH,COOH 
NH° + CH,COO 7 NH, + CH,COO 
« gamma à l’envers » 


Thermodynamiquement défavorisée 


partagelivrespge.blogspot.comartie 7 - Solutions aqueuses CYR 


Réactions en solution aqueuse 





= Aspect quantitatif : À partir du calcul de la constante d’équilibre 


Rs POINT MÉTHODE 
Calculer la constante d’éguilibre K d’une réaction acido-basique 


æ Tracer l’échelle des pK, avec les couples concernés par la réaction étudiée. 

æ Souligner les espèces réactives. 

æ S1 le « gamma » est à l’endroit, alors la constante s’écrit : F 101 
S1 le « gamma » est à l’envers, alors la constante s’écrit : K=10 "4 <] 


> exercice n° 1 p. 608 
EEaEa_a——————…—…————————————……….….….…—…—…—…—…—…—…————— 


2. Réactions d'oxydo-réduction 
Échelle des potentiels standard 


Par analogie avec les réactions acido-basiques, pour classer les couples oxydant/réducteur selon la force 
de l’oxydant et du réducteur, on trace une échelle verticale des potentiels standards ET. 


EV(V) 
Oxydant Réducteur 
0,34 
E 2+ Ê 
. Cu Cu 2 
QO >» e © 
5 2 à & 
ES & ° 
ds 0,72 * 
Zn* 7 Zn 


% Prévision du caractère favorisé ou défavorisé d'une réaction d'oxydo-réduction 
= Aspect qualitatif : À partir de l’échelle des potentiels standard 





E'(N) E'(V) 
0,34 0,34 

Cu’: 7” Cu(s) Cu Cu(s) 

Zn SLT Zn(s) Zn: Zn(s) 

—0,72 
Cu’* + Zn(s) — Cu(s) + Zn* Cu(s) + Zn”* > Zn(s) + Cu°* 
« gamma à l’endroit » « gamma à l’envers » 
Thermodynamiquement favorisée Thermodynamiquement défavorisée 
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ns POINT MÉTHODE 
Calculer la constante d'équilibre K d’une réaction redox 


Tracer l’échelle des Æ° avec les couples concernés par la réaction étudiée. 


æ Souligner les espèces réactives. 





+ 14€" 
e L 2: L , , . a. 0,06 
= S1 le « gamma » est à l’endroit, alors la constante s’écrit : K =I0 > | 
ne À 
S1 le « gamma » est à l’envers, alors la constante s’écrit : FI 


n 





où n est le nombre d’électrons échangés pour écrire le bilan de la réaction d’oxydo-réduction. 
> exercice n° 2 p. 608 
| 


3. Réactions de précipitation 

= Produit de solubilité X, d’un précipité : constante de l’équilibre de dissolution du précipité. 
Exemple : Ag,CrO,(s) & 2 Ag* + CrOZ ; K, =[Ag* F[cro7 |-10°° 

= pK, d’un précipité : pK, = — logK.. 


Résultat 





Rs POINT MÉTHODE 
Calculer une solubilité à partir de K, 


Écrire l'équilibre de dissolution du précipité. Ag,CrO (s) — 2 Ag* + C0 
Dresser le tableau d'avancement en considérant Ag,CrO (s) — 2 Ag* + CrO 
que la solution contient initialement le solide en EI Excès 0 0 
excès. On notera s la solubilité. EF Excès 2s . 
Écrire le produit de solubilité et en déduire la solubilité. K =| Ag Î | Cr? | 


= (25) xs =45 _—_— fe 


> exercice n° 4 p. 608 





Remarque : Si le pK, est élevé, alors le précipité est peu soluble. 


= La solubilité d’un précipité dépend de plusieurs facteurs : 

— Elle augmente généralement avec la température. 

— Elle diminue par ajout d’un ion présent dans le précipité : c’est l’effet d’ion commun (voir exercice 
n° 4 p. 606). 

— $S1 le précipité est constitué d’un anion ayant des propriétés acido-basiques, sa solubilité dépend du pH 
(voir exercice n° 4 p. 608). 
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4. Calcul d'une constante d'équilibre pour une réaction quelconque 


À partir des grandeurs caractéristiques (K,, K', E, K.,, etc.) des réactions acido-basiques, d’oxydo- 
réduction ou de précipitation, 1l est possible de calculer la constante d’équilibre de toute réaction 
chimique en solution aqueuse. 


ns POINT MÉTHODE 
Calculer la constante d'équilibre d’une réaction quelconque 











K 
= Écrire le bilan de la réaction d’étude. AI(OH),.(s) + 3 H,0* = Al* +3 a Ae 
3 

æ Construire un cycle permettant de passer des réactifs aux K 4 _ 
produits, en faisant intervenir des réactions de constantes ° Ke 
connues. AF*+3 HO°+3 H,0* 

. K 
æ En déduire la constante d’équilibre K. K = PE 





0 PETER TEEN TES ET 


1. Espèce prédominante ou majoritaire dissoute en solution 
x Une espèce chimique A prédomine devant une espèce chimique B si [A] > [B]. 


z Une espèce chimique A est majoritaire devant une espèce chimique B si [A] > 10[B]. 


2. Diagramme de prédominance ou d'existence 


= Le domaine pour lequel une espèce chimique À prédomine devant une espèce chimique B est appelé 
domaine de prédominance de l’espèce A. 


= Un solide ne peut prédominer devant une espèce dissoute en solution : soit il existe, soit 11 n’existe pas. 
On parle, pour le solide, de domaine d’existence. 


3. Réactions acido-basiques 


Diagramme de prédominance 
Acide Base 


[Base] 
[Acide] 





pH = pK, + log pH 


PK,-1  PX, pK,+1 
Domaine de prédominance BI Domaine de majorité 


Exemples : 


CH,COOH CH,COO- H,PO, H,PO; HPOF | POr 
pH pH 


4,8 2,2 12 12,3 
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Diagramme de distribution 
Les diagrammes de distribution représentent les pourcentages des différentes espèces en fonction du pH. 


Exemple : 
% 


100 


H,PO: HPOF 





Remarque : À l'intersection 
des courbes de distribution pour 
un acide et sa base conjuguée 
([A°] = [AHÏ), on retrouve gra- 
phiquement la valeur des pK, des 
différents couples (pH = pK). 


H.,PO, 


POÿ- 





OT | | 
21 3 4 5 6 7! 8 9 10 11 12: 13 pH 


De 02 pK, 272 pK, = 12,3 


4. Réactions d'oxydo-réduction 


a Diagramme de prédominance ou d’existence 


ol Red Ox 
0,06, a, 
Est ; log DB. - EW 
Red 
frontière 


Exemples : 


LFe*| 


Cas du couple Fe* / Fe’* Cou pee 0,77 V): Fe*+e =Fe* —= E= B> nt 068 
e 





À la frontière : LFe* |=| Fe” | Ah 2. ON 

Fe prédomine si : | Fe* | >| Fe* | RB E>E.,. : Fe* prédomine si : | Fe* | <|Fe* | EE. 
Diagramme de prédominance : 

Fe2+ Fe 
E (V) 
0,77 
2 0 DH : 0 0,06 2+ 

— Cas du couple Fe* / Fe (E°.. .. =—0,44 V): Fe” +2e = Fe(s) = E=E".,..+— log] Fe* | 


Il est nécessaire pour tracer le diagramme d’existence, de fixer une convention de tracé à la fron- 

tière. La concentration en espèce dissoute, c’est-à-dire Fe’*, sera prise égale à une valeur donnée : 
) =j 

Cu: =LOXI10 ”mol.L (par exemple). 


tracé 
Lpo 0:06 


frontière Fe?*/ Fe 





À la frontière : | Fe” |=C,..=1,0x10”molL' = E logC... =— 0,50 V 


> E Fe(s) existe si: E 


Fe*/ Fe 


Fe’* est stable à la concentration C ne Si: E <E 


Fe?*/ Fe frontière 


frontière 


Diagramme d’existence : 
Fe(s) Fe°+ 


E (V 
—0,50 de 
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5. Réactions de précipitation 


a Diagramme d’existence : 


En présence d’un précipité, on trace uniquement des diagrammes d'existence. Il est nécessaire pour 
cela de fixer une concentration pour l’une des espèces dissoutes pour déterminer la frontière entre le 
précipité et les espèces dissoutes. 


Exemple : Tracé du diagramme d'existence de AgCI(s) (pK = 10). 


Considérons une solution d’ions argent avec | Ag' | —1,0x10” mol.L. À cette solution, on ajoute, sans 
variation de volume, une solution concentrée d’ions chlorure. Au premier grain de précipité AgCI(s), on 


a toujours | Ag’ | = | Ag | et donc O = K, =| Ag | Cr | 





7 K . . 
À la frontière : | CI F = 10 “mol.L' = pC1=8,0 
Ag | 
0 
AgCI(s) Ag* 


pCI 
8,0 


6. Application : prévision des espèces incompatibles et prédominantes à l'équilibre 
Espèces incompatibles 


= Deux espèces, À et B, ayant leurs domaines de prédominance (ou d’existence) disjoints, sont dites 
incompatibles. La solution n’est pas à l’équilibre et une réaction chimique favorisée (K > 1) se produit 
entre À et B. 


= Deux espèces À et B, ayant au moins une partie de leurs domaines de prédominance (ou d’existence) 
en commun, sont dites compatibles : la réaction entre A et B est défavorisée (K < 1), et À et B prédo- 
minent à l’état d'équilibre. 


Exemple : dismutation des ions cuivre | 


Soit une solution aqueuse contenant les ions Cu*. Ces 1ons constituent, à la fois, l’oxydant du couple 
Cu* / Cu et le réducteur du couple Cu”* / Cu‘. On trace sur un même axe horizontal de potentiel, les 
domaines de prédominance et d’existence des espèces concernées avec | Cu* | =C.. =1,0x10"molL" 


pour la frontière entre Cu(s) et Cu*. 


=0,52V et E° 


Cu {Cu 


tracé 


Données : É = 0,16 V 


u* / Cu 
Cu* | Cu’* 0,40 


E (NV) 
0,16 Cu(s) | Cu* 


Le diagramme montre qu’une solution contenant initialement les ions Cu* ne peut être à l’équilibre. 
En effet, les 1ons Cu* appartiennent à deux domaines disjoints. Ils sont donc instables et subissent la 
réaction : 2 Cu‘ — Cu’*+ Cu(s). Les produits obtenus Cu” et Cu(s) sont compatibles et sont donc les 
espèces présentes à l’équilibre. 





Définition 
Toute réaction d’oxydo-réduction dans laquelle une espèce joue à la fois le rôle d’oxydant et de 
réducteur s’appelle une réaction de dismutation. L’inverse d’une telle réaction s’appelle une réaction 


de médiamutation. 
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Cu(s) 
(degré d’oxydation 0 du cuivre) 


Cu* 


(degré d’oxydation + I du cuivre) 


Cu’ 


(degré d’oxydation + II du cuivre) 





Dismutation 


—— 
Médiamutation 


Ds VERS LA COLLE ce 


Questions de cours 


x Citer des acides et bases usuels en solution aqueuse. Distinguer les acides forts des acides faibles, et 
les bases fortes des bases faibles. 


= Qu’appelle-t-on précipité ? solution saturée ? solubilité ? produit de solubilité ? À quelle condition un 
précipité se forme-t-1l en solution aqueuse ? 


sm Comment prévoir qualitativement et quantitativement le caractère favorisé ou défavorisé d’une réac- 
tion d’oxydo-réduction ou d’une réaction acido-basique ? 


= Comment calculer la constante d’équilibre d’une réaction quelconque ? Exemple. 


= Définir : diagramme de prédominance, diagramme d’existence et diagramme de distribution. À quelle 
condition une espèce est-elle majoritaire ? prédominante ? À quelle condition des espèces sont-elles 
incompatibles ? Exemples. 


= Facteurs influençant la solubilité. Exemples. 


Erreurs à éviter 
# Un acide fort ou une base forte se dissocient entièrement dans l’eau avant toute autre réaction chimique. 


s Dans le cas des équilibres de précipitation, pour pouvoir écrire : Q, il faut que toutes les 
espèces soient présentes à l’équilibre, y compris le solide, même s1 celui-c1 n’apparaît pas dans l’ex- 
pression de Q … 


= Tenir compte des coefficients stoechiométriques dans le calcul de la solubilité d’un précipité 1onique. 


# Un précipité existe ou n’existe pas ; 1l ne prédomine jamais devant une autre espèce. 


Quelques « trucs » utiles 


= Penser à utiliser de manière systématique les échelles de pK, ou de E° pour étudier rapidement un 
système chimique siège de réactions acido-basiques ou d’oxydo-réduction. 


s La constante d’une réaction d’oxydo-réduction peut être très grande (>10*°) ; il ne faut pas s’en 
étonner. 


= Pour déterminer la concentration d’une espèce à l’équilibre, utiliser les constantes d’équilibre. 
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EXERCICES 


di Calculer un pH * * — corrigé p. 611 


Calculer le pH d’une solution d’acide éthanoïque à 0,10 mol.L". 
Donnée : pK, (CH,COOH/CH,CO0O) = 4,8 


PA Calculer une constante d'équilibre * — corrigé p. 612 


© On dispose d’une solution S constituée d’un mélange d’hydrogénosulfate de sodium (Na* + HSO;) 
et de chlorure d’ammonium (NH + Cl). On ajoute, à cette solution S, un excès de soude. Écrire les 
différentes réactions se produisant et donner la valeur de leur constante. 
Pet : pK,, = pK,(HSO,; / SOS ) = 2,0 ; pK,, = pK, (NH; / NH.) = 9,2 ; produit ionique de l’eau : 

= 10-44 

ue On mélange une solution de sulfate de fer (Fe°* + SO ) avec une solution de nitrate d’argent (Ag*+ NO;). 
Écrire le bilan de la réaction se produisant et celle sa constante d’équilibre. 
Données : £(Ag*/Ag) = 0,80 V ; E(Fe*/Fe”*) = 0,77 V 


El Formation d'un précipité # * * > corrigé p. 612 


La très grande toxicité des 1ons fluorure s’explique par la formation d’un composé très stable avec le 
calcium, la fluorine CaF,(s). 





© Calculer la solubilité du fluorure de calcium CaF,(s) dans l’eau pure. 

© Dans 100 mL d’une solution de nitrate de calcium (Ca** + 2 NO;) de concentration 1,00. 107? mol.L:\, 
combien de gouttes de solution de fluorure de sodium (Na* + F°) à 1,00.107! mol.L'' faut-il ajouter 
pour que le fluorure de calcium solide CaF,(s) apparaisse en solution ? 

© Dans 100 mL de solution S, de nitrate de calcium (Ca** + 2 NO) de concentration 1,00.107 mol.L:", 
on verse 100 mL d’une solution de fluorure de sodium (Na* + F7) à 1,00.10-! mol.L-!'. On obtient 
une solution $, à laquelle sont ajoutés, sans variation de volume, 1,00.10 7 mol de nitrate de baryum 
(Ba* + 2 NO;). On obtient une solutions, La solutions, contient-elle du fluorure de baryum solide ? 
Données : PK, (Ca,) = 105: PK; (Bar) = = 6,0 ; V_ +40 uL 


goutte 


E1 Étudier l'influence de facteurs sur la solubilité # # — corrigé p. 614 


Pour chacun des cas ci-dessous, comparer la solubilité calculée à celle du solide ionique dans l’eau pure 
(notée s) et conclure. 


© Calculer la solubilité s, du précipité AgCI(s) dans une solution aqueuse contenant déjà des ions chlo- 
rure à la concentration C = 1,00.107""mol.L". 


© Calculer la solubilité s, du précipité AgCH,COO(S) dans une solution aqueuse acidifiée, telle que 
PROPERTIES 


Données : pK,(AgCT) = 10,0 ; pK,(CH,COOH/CH,COO") = 4,2 ; pK (AgCH,COO) = 2,7 


El Le pH sanguin (d'après Centrale PSI 2009 et CCP PC 2014) * * * > corrigé p. 614 


Dans cette partie, tous les calculs seront effectués à 37 °C, température du corps humain. 


L'activité métabolique et l’ingestion d’aliments peuvent introduire des espèces acido-basiques dans le sang. 
Or, la survie des cellules nécessite que le pH varie très peu autour d’une valeur optimale. Ainsi le sang 
humain constitue un milieu tamponné : le pH reste compris dans l’intervalle 7,36 — 7,44 en temps normal. 
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© Tracer le diagramme de prédominance des espèces HCO,, HCO,, co. CH,CHOHCOOH et 
CH,CHOHCOO" sur un même axe de pH. 


@ Le sang est en partie tamponné par le couple H,CO, / HCO, de concentration totale égale à 
0,0280 mol.L". Sachant que le pH du sang vaut 7,40, calculer les concentrations en H,CO, et HCO, 
avec trois chiffres significatifs. 


© Dans certains cas, après des efforts physiques intenses, des crampes apparaissent. Il se forme alors 
dans les muscles de l’acide lactique (CH,CHOHCOOH) qui est transféré dans le sang. 
a) Écrire l’équation de la réaction ayant lieu dans le sang et déterminer la valeur de sa constante 
d'équilibre. 
b) Dans le sang, avant l’effort musculaire et donc avant que l’équilibre décrit dans la question @a) ne 
s’établisse, les concentrations des différentes espèces sont les suivantes : [HCO;], = 2,7.107 mol.L-! 
et [H,CO,], = 1,4.10* mol.L”". Après l’effort musculaire, dans un volume de 100 mL,, apparaît alors 
3,0.10* mole d’acide lactique. Faire le bilan de matière, à l’équilibre, des différentes espèces pré- 
sentes dans le sang, et en déduire alors la valeur du pH local du sang. Conclure. 
c) Afin d’éviter cette variation du pH sanguin, l’hémoglobine (notée Hb), ainsi que le phénomène 
de respiration, interviennent pour éliminer l’excès de dioxyde de carbone dissous (H,CO, correspond 
à du dioxyde de carbone dissous dans l’eau). Les échanges entre les gaz dissous dans le sang peuvent 
être modélisés par la réaction d’équation : HbO, + CO, — HbCO, + O,. Expliquer comment la respi- 
ration permet de maintenir constante la valeur du pH sanguin. 


Données (à 37 °C) : 

— Produit ionique de l’eau : pK = 13,7 

— pK, , (H,CO, / HCO;) = 6,1 

- pK, (HCO,; / COS ) = 10,2 

— pK, ,(CH,CHOHCOOH / CH,CHOHCOO") = 3,9 
— L'espèce H,CO, s’identifie à CO, + H,0 


Détermination d'un produit de solubilité (d'après G2E BCPST 2008) * * — corrigé p. 615 





Dans un bécher (noté 1), on verse 100 cm* d’une solution de nitrate d’argent (Ag* + NO;) de concen- 
tration molaire C, = 0,10 mol.L", puis on y plonge une électrode d’argent. Cette électrode constitue le 
pôle positif de la pile. 

Dans un second bécher (noté 2), on verse 100 cm° d’une solution de chlorure de cobalt (Co’* + 2 CF) de 
concentration molaire C, = 0,10 mol.L”, puis on y plonge une électrode de cobalt. 

On relie les deux béchers par un pont salin contenant du nitrate d’ammonium (NH, + NO;). On mesure 
alors une force électromotrice, notée AE, aux bornes de la pile ainsi constituée. L'expérience donne 
ÂË = 1,05 V à une température de 25 °C. 

© Écrire l’équation de la réaction ayant lieu dans la pile quand celle-ci débite. 


© Déterminer, dans les conditions de l’expérience, la valeur du potentiel standard du couple Co* / Co. 


On ajoute dans le bécher 2, contenant les ions Co” en solution aqueuse, une pastille d’hydroxyde de 
sodium NaOH(s). L’hydroxyde de cobalt Co(OH),(s) précipite. On mesure alors la force électromotrice 
de la pile ainsi constituée et on obtient une valeur AE” = 1,18 V. Par ailleurs, le pH mesuré vaut 8,9. 


© Déterminer la valeur du produit de solubilité de l’hydroxyde de cobalt (I). 
Données : E(Ag*/Ag) = 0,80 V 
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Résolution de problème : Potabilisation d'une eau polluée Rss, > corrigé p. 616 


DocuMENT 1 : L'arsenic, un polluant de l'eau potable 


Un habitant consomme en moyenne 150 L d’eau potable par jour. Ces eaux sont initialement conta- 
minées par différents polluants, dont l’arsenic. L’arsenic peut être d’origine naturelle mais lorsqu'il 
se trouve à une concentration anormalement élevée, c’est qu’il résulte d’une contamination engendrée 
par les activités humaines (eaux usées, rejets industriels, etc.). 

L’arsenic IIT est la forme la plus toxique de l’arsenic et c’est aussi sa forme majoritaire dans les eaux 
souterraines. La directive européenne 98/83/CE du 3 novembre 1998 fixe à 10 ug.L-' la concentration 
maximale en arsenic IIT admissible dans les eaux destinées à la consommation humaine. 

L’arsenic IIT peut être éliminé en plusieurs étapes : 

1) Préoxydation de l’arsenic IT en arsenic V en présence de dioxyde de chlore (CIO),). 

2) Précipitation de l’arsenic V au sulfate de fer Fe, (SO), (s) (entièrement soluble en solution aqueuse). 
3) Filtration du mélange obtenu. 

En présence d’un large excès de dioxyde de chlore, cette méthode permet d’éliminer plus de 80 % de 
l’arsenic IIT initialement présent. 


DocuMENT 2 : Données sur l'eau de forage à potabiliser 


Une campagne d’analyses effectuée sur l’eau de forage à potabiliser, a donné initialement les carac- 


téristiques ci-dessous. 
Arsenic III 80 ug.L! 


Données 


Constantes d’acidité : 
H,AsO : pK,,=2,2 ;pK,,=7,0 ;pK,,=11,6 H,AsO, : pK, = 9,2; pK”, = 12,1 ; pK’, = 13,4 
Potentiels standards à pH = 8,0 : 
E(CIO, / CIO;) = 0,95 V ; EXHAsO® / H,AsO,) = 0,83 V 
Produit de solubilité : 
PA (FeAsO,) = 20 


Masses molaires : 
M(ASs) = 75 g.mol' ; M(Fe) = 56 g.mol! ; M(S) = 32 g.mol' ; M(O) = 16 g.mol! 





Problème à résoudre : Quelle quantité d’agent précipitant faut-il ajouter quotidiennement à cette 
eau, initialement polluée à l’arsenic et destinée à approvisionner une ville de 10 000 habitants ? 








Réactions en solution aqueuse 





Conseil 


Les exercices n° 1, 2 et 3 sont des illustrations des points méthodes du cours. La démarche est 


structurée à l’aide de symboles %, il est conseillé de s’en inspirer dans les exercices similaires. 





Calculer un pH > énoncé p. 608 
Le bilan de la réaction ayant lieu en solution est : 
H,0 + CH,COOH = H,0* + CH,COO- PK, 
Pour calculer la constante d’équilibre, il faut appliquer le point A8 
méthode p. 602. CH,COO- ‘ CH,COOH 


Tracer l’échelle des pK, avec les couples concernés par la 
réaction étudiée. 


% Souligner les espèces réactives. HO 0 





Le « gamma » est à l’envers, alors la constante s’écrit 


K=10 210 #1 210 # <10* ; réaction très peu déplacée. 


Tableau d'avancement de cette réaction très peu déplacée : 


(mol.L-1) HO +  CH,COOH = H,0* + CH,COO- 


Um em | 0 | 0 | 0 


L’avancement volumique est calculé à partir de l’expression de la constante d’équilibre : 
Hronlerrecoe 
[CH,COOH] 0:10 


= A.N.: pH=-losx = log | 0,10x 107 | = 2,9 





K =10 * - = x =40,10X10 ** =10 7° mol.L! 


Bien comprendre 


Le tracé du diagramme de prédominance nous confirme que CH,COOH est majoritaire en solution devant 


CH,CO0 à pH = 2,9, et donc que [CH,COOH| = 0,10 mol.L': 
CHCOOH  : CH,COO- 
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Calculer une constante d'équilibre > énoncé p. 608 
© HSO, + HO = SO? + HO NH: + HO- = NH, + H,0 
K=10"*? =10"° K'=10*"*°? =10* 
PK, PK, 
“os if HO no JA HO 
SO; - HSO, NH, = NH: 





O Fe’* + Ag* = Ag(s) + Fe** 
Pour calculer la constante d’équilibre, il faut appliquer le point méthode 
p. 603. 


Tracer l’échelle avec les E" des couples intervenant dans la réaction 
étudiée. 


 Souligner les espèces réactives. 


| 





n 
+ — 
% Le « gamma » est ici à l’endroit, donc la constante s’écrit K =10 ‘’" 


1 


K=10 0% 


0,80-0,77 10° 





Formation d'un précipité > énoncé p. 608 


© Pour calculer la solubilité, il faut appliquer le point méthode p. 603. 
” Écrire l’équilibre de dissolution du précipité : CaF,(s) = Ca* +2F 


% Dresser le tableau d’avancement en considérant que la solution contient initialement le solide en 
excès. On notera s la solubilité. 





* Écrire le produit de solubilité et en déduire la solubilité. 


Ks = Gr" fr) = DAPORCESE Je 


10 7° 
un AN. :5=3 . = 1,99 x10 * mol.L” 
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© En faisant l’hypothèse que le volume ajouté de solution aqueuse d’ions fluorure est négligeable devant 
ee CoVr 6 ue 
a Vo 1 7 Ca 

Cr =1,00x10  molL, V:, = 100 mL et V,, le volume de solution aqueuse d’ions fluorure ajouté. 


le volume initial de solution, on a : le | = 1,00x10 * mol.L” et LF- 





, avec 


À la limite d’apparition du précipité : 


o.-[ca*][rT 2x, ={r] RCE 
2 2 (Oe2E (ex 
— 10,5 
D ans ve 210010), Re ges ; 
1,00 X10 1,00 10 


Par conséquent, le volume de solution aqueuse d'ions fluorure nécessaire à la formation du précipité de CaF, 
est de 56,2 LL. Pour que ce précipité apparaisse, 1l suffit donc d’ajouter deux gouttes de cette solution. 








© La première réaction correspond à la précipitation de CaF,(s) : Ca”* + 2 F° — CaF,(s) de constante d’équi- 


Il 


libre K, = hs 10! > 10*: cette réaction est donc totale. Le tableau d’avancement (en mol.L”1) s’écrit : 
Si 





La concentration & résiduelle en 1ons fluorure est obtenue en écrivant la constante d’équilibre : 








I K, : K. tone F 
Ke =  — —— AN. : F — — - — = 3,56 10 LL 
Br Ter en Re Qi oo 356001 


Pour savoir si le précipité BaF(s) se forme, il faut vérifier sa condition de précipitation : 


a, ÎÂ8 | FT - exe? avec 3, =1,00X10? mol et V,, = 200 mL 


tot 


1,00x10 
200 x10 


N.:0,- 


2 = 
xX(3,56x10°) =6,32x10 " <K,, =10 °| donc BaF, (s) ne se forme pas. 





Bien comprendre 


= Pensez à vérifier les hypothèses formulées : à la question 2, l'hypothèse initiale est vérifiée : V, << V 


s Même si une transformation est totale, la concentration de toute espèce dissoute en solution à l’équilibre 
est non nulle strictement. Ceci est vrai même s1 cette espèce constitue le réactif limitant. Ainsi, à la ques- 
tion 3, la concentration en 1ons fluorure n’est pas strictement nulle mais égale à €. 
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E1 Étudier l'influence de facteurs sur la solubilité > énoncé p. 608 


© En absence d’ions chlorure : s=./K, =10 mol.L' (voir point méthode p. 603). 


En présence d’ions chlorure : 


S 








La solubilité de AgCI(s) diminue donc en présence d’ions Ag*, c’est l’effet d’ion commun. 
Remarque : L'hypothèse s, + C = C'est vérifiée. 


© Dans l’eau pure (pH = 7), CH,COO est majoritaire (pH > pK, + 1 = 5,2). 


> S =,/K, = AS 0 moi 


La transformation se déroulant en solution peut être modélisée par une réaction chimique unique : 






K = — = 10! (voir point 
A 


méthode p. 604) 





Ag* + CH,COOH + HO 





AgCH,COO(s) +  H,0* 





K= ne soit s?+Ks,-KC=0 


On en déduit :| s,=0,97 mol.L" >> s 


La solubilité de AgCH,COO(S) augmente lorsque le pH diminue. 


E Le pH sanguin — énoncé p. 608 


3,9 
©  CH,CHOHCOOH CH,CHOHCOO- 
H,CO, HCO; CO 
6,1 10,2 


pH 


| HCO, | . | HCO, | 


TH,CO | [Hco 0 [HCO; |+[H,c0, ]=0,0280 mol.L” 
2 3 D) 3 


@ pH=pK,,+log 
0.0280 


= (1H10%%\)H,CO, |=0,0280 —|H,CO, |- Ehow) 


0,0280 


TETRAUS 1,34X10*mol.L'' et | HCO, |=0,0280 -| H,CO, |=0,0267 mol.L! 


AN. :[H,CO, |- 





|H,CO, |=1,34.10* molL' ; | HCO, |=0,0267 mol.L'! 


Remarque : | HCO, | > 10] H,CO, |; ce qui est attendu car pH > pK, +1. 
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© à) Le diagramme de prédominance montre que l’acide lactique et les ions hydrogénocarbonate sont incom- 


patibles, la réaction ayant lieu entre ces deux espèces est donc favorisée : 
CH,CHOHCOOH + HCO; = CH,CHOHCOO- + H,CO, ; |K = 10" = 10° 


b) Le tableau d'avancement de la réaction précédente, en supposant la réaction totale (hypothèse qu’il 
faudra vérifier car K =10°* <10°) s’écrit : 


CH,CHOHCOOH +  HCO, —> CH,CHOHCOO- + H.CO, 


0,44 


2,4X107 
4,4x10 


— |pH=6,1+1log 





Le caractère total de la réaction est vérifié en calculant la quantité résiduelle d’acide lactique : 


| CH,CHOHCOO® || H,C0, | | CH,CHOHCOO || H,C0, | 


= | CH,CHOHCOOH |- TS 
3 


: | CH,CHOHCOOH || HCO; | 


0x10*x0,44x10 


= AN. :| CH,CHOHCOOH |- LE - =— = 3,5x10 *mol.L” <<3,0xX10 *mol.L 
10° x2,4X10 


La réaction est donc bien totale et le pH de la solution égal à 6,8. 


Conclusion : Après un ajout modéré d’acide lactique, le pH est passé de 7,4 à 6,8. Par conséquent, le 
couple H,CO, / HCO, ne joue pas bien son rôle de tampon. 


Bien comprendre 






Une réaction peut être totale même si K < 10*. En effet, cette condition n’est pas stricte et dépend des 


concentrations en réactifs. 


c) La respiration permet l’expiration de CO,, et donc de l’acide H,CO,, ce qui permet au pH de ne pas 
diminuer malgré la production d’acide lactique. 


Détermination d'un produit de solubilité > énoncé p. 609 





© Demi-pile 1 (pôle positif) : réduction = Ag* + e° = Ag(s) 


Demi-pile 2 (pôle négatif) : oxydation — Co(s) = Co* + 2e- 


L’équation bilan de la réaction ayant lieu dans la pile est donc :| 2 Ag*+ Co(s) — Co + 2 Ag(s) 


@ AE=E(Ag" / Ag)-E(Co* /Co)=E"(Ag* / Ag)+0,061og| Ag' |[-E°(Co* / Co) - = log| Co” | 


= E(Co”* /Co)= E°(Ag' / Ag)+0,061og] Ag’ |- “© 1og[Co* ]- AE 


AN. : |E°(Co”* / Co) = —0,80 +0,06 log 0,10 — 0,03 log 0,10 —-1,05 =0,28 V 





© Soit [Co’*]' la concentration résiduelle en ions Co?* dans le becher 2 après ajout de la pastille d’hydroxyde 


de sodium. 
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AE’ = E"(Ag* / Ag)+0,06 log] Ag* |- E"(Co” /Co)- log] Co* | 


= 0,0310g| Co” | = E°(Ag* / Ag)+0,0610g| Ag |-E°(Co” /Co)-AE 
EV (Ag*/Ag)+0,061og] Ag° |-E°(Co?*/Co)- AE” 


= [Co* | =10 003 = AN. :[Co* | =4,6x10% mol.L” 





Le produit de solubilité de l’hydroxyde de cobalt (IT) s’écrit : 


1e ce) ro] nn je || K 





ET ST 
10 
AN. : K,=4,6x10 6x0 22,0x107 = |p&, —16 
DS 





Résolution de problème : Potabilisation d'une eau polluée — énoncé p. 610 


Analyse rapide des documents et de la question posée : 

— L’eau à potabiliser est contaminée par de l’arsenic au degré d’oxydation III. 

— La teneur de l’eau de forage en arsenic III, est de 80 ug.L' alors qu’elle devrait être inférieure à 10 ug.L". 
— Pour potabiliser l’eau de forage, on utilise un traitement au dioxyde de chlore puis au sulfate de fer. Le 
rendement de ce traitement est de 80%. 


— Le problème posé consiste à trouver la quantité de sulfate de fer à ajouter, afin de rendre potable cette eau. 


Démarche : 


© À partir des documents 2 et 3, on va chercher à identifier les espèces chimiques à base d’arsenic intervenant 
dans le traitement de l’eau potable. 


© À partir du document 3, on va ensuite chercher à écrire le bilan des réactions se déroulant lors du traitement 
de l’eau. Le caractère total ou non de ces réactions sera alors précisé. 


© En s’aidant des documents 1 et 2, l’étude des bilans de ces réactions va nous permettre de répondre au 
problème posé. 


Résolution du problème : 
© Le document 2 nous indique que l’eau de forage à potabiliser a un pH de 8,0. Il faut chercher les espèces 


à base d’arsenic III et V prédominantes en solution à ce pH. Pour cela, 1l est utile de tracer les diagrammes 
de prédominances correspondants : 


— pour l’arsenic V : 
H,AsO, 





22) 7,0 11,6 
— pour l’arsenic IT : 


H,AsO, | HAsO, 





pH 


DZ 121 13,4 


À pH = 8.0, l’arsenic V se trouve majoritairement sous la forme HAsOF et l’arsenic IT, sous la forme H,AsO.. 
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© Les bilans des réactions se déroulant lors du traitement de l’eau sont : 
a) Préoxydation au dioxyde de chlore 
H,AsO, + H,0 = HAsOT +4H+2e- 
CIO, + e” = CIO; (x 2) 
H,AsO, + H,0 + 2 CIO, = HAsO? + 4 H* +2 CIO; 


E0 = +2_ yo 950,83] 
CI0/CIO HAsOŸ" /H3AsO É Ê 4 2 5 
HP RSI EE AONANRE LOL = 10" = réaction totale 





2) 
AVEC I et 


b) Précipitation au sulfate de fer 

Le sulfate de fer est entièrement soluble en solution aqueuse : Fe, (SO), = 2 Fe* + 3 SO 

Les ions Fe”* réagissent ensuite avec HAsO” pour donner le précipité FeAsO,(s) selon le bilan : 
Sn LE 
RARE 
Les réactions se produisant au cours du traitement de l’eau potable peuvent être considérées comme totales. 








Fe* + HAsOY + H,0 = FeAsO,(s) + HO* avec K, = =10%" >10* = réaction totale 


© D’après les documents 1 et 2, la masse d’arsenic II à éliminer par litre d’eau est de 1, = 80 — 10 = 70 ug.L. 
Le volume d’eau consommée par la ville quotidiennement est V =150x10000 =1,50x10°L. Par consé- 
quent, la quantité de matière en arsenic III à éliminer est : 


DRE _ 70x10 x1,50x10° 


DS CS) Co 75 








nas — | mol 


Les réactions de préoxydation et de précipitation étant totales, une quantité identique d’ions Fe** doit être 


apportée : n,.,, = 1,4 mol. Et d’après l'équation de dissolution du sulfate de fer : 


=n,60,, * M(Fe,(S0,),) AN. : m4. 609, = 0,70x400 = 2,8.10° g 


Nr 
re (SO, »: 2 ) => 0; 70 mol — Me (SO, ); 


Conclusion : le rendement global du traitement étant de 80 %, il faut traiter l’eau avec 


(100/80) x 280 = 3,5.10° g de sulfate de fer pour rendre potable l’eau initialement contaminée 
à l’arsenic. 
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Dans de nombreux domaines, tels que la santé et l'environnement, il est nécessaire de contrôler 
la présence et la quantité d'espèces chimiques (composition d'un médicament, qualité d'une eau 
potable, etc.). Les dosages, par étalonnage ou par titrage, sont utilisés pour déterminer les quan- 
tités d'espèces chimiques présentes en solution. 





D Les différents types de dosage 


1. Rappels de Lycée 
a. Dosage par étalonnage 


Le dosage par étalonnage est une méthode non destructive qui consiste à utiliser une grandeur phy- 
sique mesurable (absorbance À, conductivité 6, etc.) dépendant de la concentration € de l’espèce que 
l’on souhaite doser. 


Exemple : Dosage par étalonnage spectrophotométrique 


A 






Le 


Droite étalon tracée avec des solutions 
de concentrations C connues 


mesurée 


inconnue 


b. Dosage par titrage direct 


a Le dosage par titrage direct est une méthode destructive qui consiste à utiliser une réaction chimique 
support du titrage. 

a L'espèce chimique à doser, aussi appelée espèce titrée, réagit avec une autre espèce chimique, appelée 
espèce titrante. 

Remarques : 

— La réaction support du titrage doit être spécifique de l’espèce titrée, rapide et quantitative (K >10*). 
— Une réaction support de titrage peut être une réaction acido-basique, d’oxydo-réduction ou de préci- 
pitation. 


= La quantité inconnue est déterminée à l’équivalence du titrage, qui se produit lorsque les réactifs ont 
été introduits dans les proportions stœchiométriques. 


HEURE: 
S1 À est l’espèce titrée, B l’espèce titrante et que la réaction de titrage s’écrit : 
a À +bB — produits 


HUE = n (B)jouté à l'équivalence 


a b 


alors la relation à l’équivalence est : 
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Exemple : Titrage des ions Fe* (réactif titré) par les ions MnO, (réactif titrant). 
— Bilan de la réaction support du titrage : 5 Fe* + MnO, + 8 H* — 5 Fe** + Mn”* +4 H,0 (K = 4,6.10°) 
n(Fe*)_n(MnO;) 

I 


2. Dosage par titrage indirect et par titrage en retour 


— Relation à l’équivalence : 


Lorsqu'un titrage direct n’est pas adapté, par exemple s1 la détection de l’équivalence est difficile, on 
peut utiliser un dosage par titrage indirect ou par titrage en retour. 


Définition 


Dosage par titrage indirect : 


a À + bB C 


Espèce À à doser Ajout quelconque de B en excès Titrage de C 


u 


Quantité inconnue de À 


Dosage par titrage en retour : 
a À + bB Produits 


Espèce À à doser Ajout connu de B en excès 


u 


Titrage de l’excès de B 


u 


Quantité inconnue de À 





{Détection de l'équivalence d'un titrage 


1. Le réactif titrant ou le réactif titré est coloré 
L’équivalence est détectée par changement de couleur de la solution. 


Exemple : Titrage du diode par les 1ons thiosulfate. 


— Bilan : I + SOS — ST Fr: SO (K = 10153) 


2 


Coloré (jaune orangé) Incolore Incolore Incolore 


— À l’équivalence, la solution vire du jaune orangé à l’incolore. Pour mieux détecter l’équivalence, il 
est, dans cet exemple, usuel de rajouter de l’empois d’amidon, la solution passe alors du bleu-noir à 
l’incolore. 

2. Aucun des réactifs n'est coloré 

La détection de l’équivalence d’un titrage dépend des propriétés physico-chimiques de l’espèce 


chimique à doser. 


a. pH-métrie 
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Exemple : Titrage de l’acide méthanoïque par la soude (Na* + OK). 


— Bilan de la réaction support du titrage : HCOOH + HO° — HCOO: + H,0 (K = 107 > 10°) 
— La présence d’un saut sur la courbe pH = f(V) est spécifique du caractère total de cette réaction. 






Na* + HO 12 


Électrode combinée 
(électrode 

de référence 

+ électrode 

de mesure) 





= D © R Ur ON —J C0 © 





© 
ND 


4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 V, (mL) 


= La mesure du volume de réactif titrant, versé à l’équivalence, noté V., se fait en utilisant la méthode 
dpH 


des tangentes ou en prenant l’abscisse du maximum de la courbe FUA JV). 


s L'analyse de la courbe d’un titrage pH-métrique peut permettre de déterminer des constantes ther- 
modynamiques d’équilibre. Ainsi dans l’exemple présenté, à la demi-équivalence (c’est-à-dire lorsque 


V, = _ ), le pH de la solution est égal au pK, du couple HCOOH / HCOO-. 


b. Potentiométrie 


La potentiométrie est adaptée si l’espèce à titrer est un oxydant ou un réducteur, ou encore si l’on 
dispose d’une électrode spécifique de l’espèce à titrer (et ce, même si l’espèce n’a pas de propriété 


oxydo-réductrice). Ainsi, la pH-métrie est une potentiométrie pour laquelle on utilise une électrode 
spécifique aux protons. 





Exemple : Titrage des ions Fe* par les ions Ce“. 
— Bilan de la réaction support du titrage : Fe** + Ce** — Fe* + Ce* (K = 10!!2 > 10°) 
— La présence d’un saut sur la courbe AE =E -E = f(V) est spécifique du caractère total de cette 


référence 
réaction. 
ÂE (mV) 


Cet +S07 
C:V 1 000 





800 





600 


Électrode 





de référence 
























Électrode 
de mesure 





Fe**+ SOS 
[GS 400 cé 


2 = 18 mL 
200 


0 5 10 15 20 25 30 35 40 V(mL) 
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= La mesure du volume de réactif titrant, versé à l’équivalence, noté V., se fait en utilisant la méthode 





d(AE 
des tangentes ou en prenant l’abscisse du maximum de la courbe = ) = f(V). 


c. Conductimétrie 





La conductimétrie est adaptée si l’espèce titrée est ionique. 


Exemple : Titrage des 1ons CF par les 1ons Ag*. 


Bilan de la réaction support du titrage : Ag* + CE — AgCI(s) (K = 10° > 10*) 


6 (S.m 1) 
0,145 


Ag" + NO, 
C;V 











Cellule 


+ _ 
conductimétrique Na” + CI 


C'ev 





Conductimètre 


= La mesure du volume de réactif titrant, versé à l’équivalence, noté V., est prise au point d’intersection 
des segments de droite. 


0 2 4 6 8 10 12 14 16 V(mL) 


d. Indicateur coloré de fin de titrage 





Définition 






Dans le cas des titrages acido-basiques, un indicateur coloré de fin de titrage correspond à un couple 


Acide/Base, dont les formes Acide (notée InH) et Base (notée In) ont des couleurs différentes. 


= Le diagramme de prédominance associé au couple InH / Inr est : 


Zone de virage 


————# — 
MH majoritaire | | | In” majoritaire 


K pH 
— Couleur 1 pK, 1 d 


. PX,+1  — Couleur 2 


= L’indicateur coloré est choisi de manière qu’à l’équivalence du titrage la solution change de couleur. 


Propriété 


L’indicateur coloré est donc adapté s1 sa zone de virage est inclue dans le saut de pH 





—> pH = pK, (nH / In’). 


équivalence 


= Des indicateurs colorés de fin de titrage peuvent aussi être utilisés pour repérer l’équivalence de 
titrages d’oxydo-réduction ou de précipitation. 


622 Physique-Chimie MPSI partagelivrescpge.blogspotcom 






Dosages 





DER EE EEE 


1. Mise en évidence 


Résultat 


Soient deux espèces À et A’ susceptibles de réagir quantitativement avec le réactif titrant B suivant 
les réactions acido-basiques : 

A + B — produits K > 10* A' +B — produits’ K' < 10* 
= Si 2 <10” : A et A’ sont titrées simultanément et un seul saut apparaît sur la courbe pH = f(V). 


m Si : À et À’ sont titrées successivement (A est titré avant A’), et deux sauts apparaissent 


sur la courbe pH = f(V). 





Remarque : Ce résultat peut être généralisé aux titrages par précipitation mais 1l faut, pour cela, faire en 
sorte que le nombre de particules échangées dans les deux réactions de titrage soit identique. 


2. Exemple de titrages successifs 


= Titrage d’un mélange d’acide éthanoïque (pK, (CH,COOH / CH,COO)) = 4,8) et d'ions ammonium 
(PK, (NH, / NH) = 9,2) par la soude. 
pH 























Na* + HO 
















































































CH,COOH (C) 
NHŸ + CT (C,) 
















































































- Titrage de ‘H,COOH : 
pH-mèêtre 
= Réactions supports des titrages : 


CH,COOH + HO — CHCOO +H0  K=10 "4210" 42102 x 
NH, + HO- — NH, + H,0 K'=10%0%l 104-922 jp | 
= Relations aux équivalences : 


n(CH,COOH) _Z(OH ), 5, 
EE — 


V, (mL) 


>10* = Titrages successifs 


Équivalence 1 : > CV,= CV 


I 
n(NH;) _AZ(OH ), 2, 
D I 


3. Exemple de titrages simultanés 
« Titrage de l’acide citrique noté AH, (pK  — 3,1 ;, pK 4,8 ; pK — 6,4) par la soude. 


Équivalence 2 : 





= CV,= Cy(Vr,— Va) 
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Dosages 


pH 


14 
Na*+ HO 
: 12 


10 


Titrage de AH,, AH; et AH* 











AH, 
CA VA 
80 90 100 V(mL) 
= Réactions supports des titrages : 
AH, + HO — AH, + H,0 K,=10%P%4) 2100431 210$ _ c10* 
2 
AH, + HO- — AH + H,0 K, =10 Pl 1078 2107? . — Titrages simultanés 
à 4 
AEP- + HO- = A+ H,O K,= 1026 2 10464 2 1076 K, < 10 
= Relation à équivalence : 
n(OH-)=n(AH.,)+n(AH5)+n(AH2)=3n(AH.,) = n(AH.) = HE = CV, = ee 


Ds VERS LA COLLE ces 


Questions de cours 
s Différents types de dosages (par étalonnage, titrage direct, etc.). 


sm Différentes méthodes permettant de détecter l’équivalence d’un titrage. Dans quel cas chacune d’entre 
elles est-elle adaptée ? 


sm Qu'est-ce qu’un indicateur coloré ? Dans quel cas doit-on utiliser un indicateur coloré ? Comment le 
choisir pour un titrage acido-basique ? 


s Litrages simultanés ou successifs. 


Erreurs à éviter 
s Ne pas confondre équivalence (d’un titrage) et équilibre (d’un système chimique). 
= Penser aux coefficients stoechiométriques lors de l’écriture des relations aux équivalences. 


# Un acide fort ou une base forte ne sont pas présents initialement en solution ; 1ls réagissent (en dehors 
de toute réaction de titrage) de manière totale avec l’eau. 


= En conductimétrie, 1l faut prendre en compte les 1ons spectateurs. 


Quelques « trucs » utiles 


” ._ | + IAE 
= Pour calculer la constante d’équilibre d’une réaction, retenir les formules K = 10“4Xa! et K =10 °" 


permet de gagner du temps. 


= Une réaction totale ( K >10°) donnera un saut (de pH ou de AE) sur la courbe de titrage. Au contraire, 
si K <10°, le saut ne sera pas visible. 


# La présence d’un point anguleux indique l’apparition ou la disparition d’un précipité. 
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Dosages 


EN Titrage et incertitudes * * > corrigé p. 629 


Un élève réalise le titrage des ions fer (Il), en milieu acide, par les ions permanganate. Le bilan de la 
réaction s'écrit : MnO, + 8 H* +5 Fe* — Mn* + 4 H,0 + 5 Fe** 

Pour cela, 1l prélève un volume V = 20,0 mL de solution de sulfate de fer ( Fe” + SO ) acidifiée, à l’aide 
d’une pipette jaugée, qu’il introduit dans un erlenmeyer. Il effectue le titrage à l’aide d’une solution de 
permanganate de potassium (K*+ MnO, ) de concentration C,= 2,00.107 mol.L”". Le volume équivalent 
qu’il relève sur la burette graduée est V, = 12,0 mL. 


Q Incertitude de type B 

On indique que : 

— le volume V est donné à + 0,030 mL ; 

— la burette est graduée tous les 0,1 mL et sa tolérance est de + 0,030 mL_; 

— la concentration C, est donnée à + 0,01.107 mol.L! ; 

— la détection du changement de couleur à l’équivalence se fait à 2 gouttes près, soit + 0,05 mL. 
Exprimer la concentration C, en ions fer(Il), dans les conditions de l’expérience, pour un niveau de 
confiance de 95 % (le coefficient d’élargissement k sera pris égal à 2). 


@ Incertitude de type A 
Les volumes équivalents relevés sur les 12 binômes sont les suivants : 


_ Binôme | 1/2 3 4 5 6 7 | 8 | 9 | 10 | 1 | 0. 





Exprimer la concentration C, en ions fer(Il), dans les conditions de l’expérience, pour un niveau de 
confiance de 95% (le coefficient d’élargissement k sera pris égal à 2). 
Données : Formulaire incertitudes (voir p. 658) 


Titrage d'un mélange d'acides (d'après ENSTIM 2009) * * > corrigé p. 630 





On dispose d’une solution S constituée d’un mélange : 

— d’acide sulfurique (H,SO,) de concentration C, (1° acidité forte ; pK, (HSO,; / SO )= 2,0 ) : 

— de chlorure d’ammonium (NH, + CF) de concentration C} (pK, (NH; / NH,)=9,2). 

On titre un volume V, = 10,0 mL de solution S par une solution de soude de concentration C, = 1,00. 107! 
mol.L. On note V, le volume de solution titrante ajoutée. 


On propose de comparer les résultats de trois techniques de dosage : dosage pH-métrique (courbe ©) ; 
dosage conductimétrique (courbe @) ; dosage colorimétrique. 





O'=0 at É (mS.m !) 

pH é 
13 7 000 
12 | 
11 
10 © 6 000 

9 

8 

4 5 000 

6 

5 

4 4 000 

: 

2 

l 3 000 

5 10 11 20 25 30 ‘5 V, (mL) 





a RE mn EE ERP 
M En FES ME | ADS a EAN EU Là 4 
= [y | sn F1 ER LYS Gi | [1] | = [INDE 
LEA | | LCAUAC. | or | Lans ANA nu NU 
V sn à ess D )  LLA AR 1”, | FF Si Vs 12 ED 
[| RS | Le À 


Ot.comartie 7 - Solutions aqueuses 625. 






Dosages 


© Écrire les équations des réactions ayant lieu au cours du dosage en précisant les valeurs de leurs 
constantes d'équilibre. Indiquer celle(s) qui se déroule(nt) pour 0 mL<V, <10 mL, puis pour 
ROME 2 S ne 


© Justifier qualitativement la variation de la conductivité pour V, 225 mL. 


© Déterminer graphiquement les volumes versés à l’équivalence en précisant la courbe exploitée. En 
déduire les valeurs des concentrations C, et C. 


© Pourrait-on déterminer graphiquement la valeur d’un des pK, des couples concernés lors de ce 
titrage ? Si oui, indiquer lequel et justifier. 


© Aurait-il été possible d’utiliser un indicateur coloré pour repérer la première équivalence ? La deu- 
xième équivalence ? Si oui le(s)quel(s) ? 


Indicateur coloré Teinte acide — Teinte basique 
1,2 à 2,8 Rouge — Jaune 





El Teneur en chlore d'une eau de Dakin (d'après CCP TSI 2012) * * — corrigé p. 631 


L'eau de Dakin est un antiseptique vendu en pharmacie dont le nom provient du chimiste britannique 
Dakin. L’eau de Dakin est composée d’eau de javel et d’une petite quantité de permanganate de potas- 
sium qui donne la couleur rosée à la solution et la stabilise car elle peut vieillir et perdre ses principes 
actifs sous l’effet de la lumière. Cette eau de Dakin, qui n’est autre qu’une eau de javel très diluée, sert 
pour le lavage des plaies mais aussi des instruments médicaux. On souhaite vérifier la teneur en chlore 
actif d’une eau de Dakin, condition nécessaire à son efficacité. 


Données : 

— Eau de Javel : solution aqueuse de chlorure de sodium (Na* + CT) et d’hypochlorite de sodium 
(Na* + CIO") en quantité équimolaire. 

— Teneur en chlore actif : masse en gramme de dichlore CI, formé lorsqu'on verse un excès d’acide 
chlorhydrique dans V = 100 mL de la solution. 


Protocole expérimental : 

1'° étape : Dilution de la solution mère au 1/5° 

La solution commerciale S.. d’eau de Dakin pharmaceutique, indiquant 0,5 g de chlore actif est diluée 
5 fois. On obtient la solution S.. 


2° étape : Réduction des ions CIO 

Dans un erlenmeyer, on introduit dans cet ordre, V, = 20,0 mL de solution S,, V, = 10 mL d’une solution 
d’iodure de potassium (K* + 1) de concentration molaire 0,10 mol.L'' et 2 à 3 mL de solution d’acide 
chlorhydrique concentrée à 0,5 mol.L. Les ions iodure sont introduits en excès. Une couleur brune 
caractéristique du diiode TI, est observée. 


3° étape : Dosage du diiode formé 

Le diiode [, formé est ensuite dosé par une solution de thiosulfate de sodium (2 Na* + S,0;) de concen- 
tration molaire C, = 1,00.107" mol.L”". Lorsque la solution devient jaune pâle, on ajoute quelques gouttes 
d’empois d’amidon. L’équivalence est détectée pour un volume versé V, = 5,50 mL. 
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Dosages 


© Quelles sont les réactions se produisant au cours des étapes 2 et 3 ? Ces réactions sont-elles totales ? 
Comment qualifier ce titrage ? 


@ Déterminer la quantité de matière de diode I, formé à la fin de la 2° étape. 


© En déduire la quantité de matière d’ions CIO" présents dans la solution S,, puis la concentration C.. 
de la solution commerciale en 1ons CIO. 


La teneur en chlore actif de l’eau de Dakin s’obtient en déterminant la masse de dichlore obtenue par la 
réaction suivante considérée comme totale : CIO” + 2 H*+ CF — Cl,+ HO 


© En déduire la teneur en chlore actif de la solution commerciale d’eau de Dakin. Conclure quant à la 
composition de l’eau de Dakin fournie par le fabricant. 


Données : 
— Potentiels standards (à 25 °C) : 
EL DO NON ER RE = OO NE TE D OOD AV 


An CDN CI SOS 0 
— Masse molaire du chlore : M = 35,5 g.mol 
— L, est coloré en solution aqueuse (jaune orangé) ; en présence d’empois d’amidon (ou de thiodène), il 
prend une teinte bleu-noir. 


E1 Titre massique en fer d'un antimousse (d'après CCP TSI 2013) * * — corrigé p. 632 


Le sulfate de fer (II) est couramment utilisé comme produit phytosanitaire permettant de lutter contre 
la prolifération de mousse. On trouve par exemple dans le commerce des solutions prêtes à l’emploi. 
L’étiquette d’un produit de ce type précise que le pourcentage massique en 1ons fer (II) vaut 6 %, la 
solution ayant pour densité 1,05. On se propose de vérifier le pourcentage annoncé par le fabricant en 
titrant les 1ons fer (IT), contenue dans une solution préparée à partir du produit phytosanitaire par une 
solution de dichromate de potassium (2 K* +Cr,Of ). 

Pour cela, on prélève 10,0 mL de la solution commerciale d’antimousse (solution S) que l’on introduit 
dans une fiole jaugée de 100 mL. On complète jusqu’au trait de jauge avec de l’eau distillée. Après 
homogénéisation, on obtient la solution S'. On prélève alors V, = 20,0 mL de la solution S'que l’on intro- 
duit dans un bécher. On ajoute 5 mL d’acide sulfurique concentré. On titre alors le contenu du bécher par 
une solution de dichromate de potassium de concentration €, = 2,00.107 mol.L”". Ce titrage est suivi par 
potentiométrie à l’aide d’une électrode de platine et d’une électrode au calomel saturé (ECS). 


AE (NV) 
1,10 
1,00 


0,90 


0,70 
0,60 


0,50 





50 V(mL) 
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Dosages 


© Écrire le bilan de la réaction support du titrage. Calculer sa constante d’équilibre et conclure. 


© Justifier l’allure de la courbe AE = f(V). Peut-on remonter graphiquement à la valeur du potentiel 
standard du couple Fe** / Fe* ? Si oui, indiquer en quel point du graphique se placer et justifier. 


© Déterminer la concentration C en ions fer (IL) dans la solution commerciale d’antimousse. 


L a 20,50 . m . 
© Déterminer alors la valeur expérimentale du pourcentage massique, P=——Xx100, en ions fer (II) 
m solution 
de la solution commerciale d’antimousse. Comparer cette valeur à celle donnée par le fabricant. 
Données : 


het = = 0 TN SE SNS NES OST 


CU PIC 


— Masse molaire du fer : M = 55,9 s.mol! 


oi Titrages des ions chlorure (d'après ENSTIM 2009) * * * > corrigé p. 633 


On effectue le dosage de V, = 200 mL d’une solution S, de chlorure de sodium (Na* + CF) de concen- 

tration C, = 5,00.10* mol.L"' par une solution S, de nitrate d’argent (Ag +NO,) de concentration 

C, = 8,00.107 mol.L". 

© Écrire la réaction de dosage. Calculer sa constante d’équilibre. La précipitation débute-t-elle dès la 
première goutte ? 

© Calculer le volume V,, de la solution de nitrate d’argent versé à l’équivalence. 

Dans la suite, on s’intéresse à deux méthodes permettant de détecter l’équivalence du titrage. 


© On ajoute dans le bécher, en guise d’indicateur coloré, V, = 2,0 mL d’une solution de chromate de 
potassium K,CrO,, (2K°+ CrOŸ) de concentration C, = 1,0 mol.L”", susceptible de donner le préci- 
pité Ag,CrO,(s), de couleur rouge. 
a) Écrire la réaction de précipitation de Ag,CrO (s). Montrer que AgCI(s) précipite avant Ag,CrO(s). 
b) Quelle est la concentration en ions CT dans le bécher quand Ag,CrO (s) commence à précipiter ? 
Conclure. 

© Le titrage est maintenant réalisé par conductimétrie. Expliquer de façon simple comment varie la 
conductivité de la solution contenue dans le bécher au cours du titrage et tracer l’allure de la courbe 
du titrage conductimétrique précédent. Conclure. 


Données : 

= Nan = 50 uL 

— pK, (AgCI) = PK, = 10,0 ; pX,(Ag,CrO,) = PK, = 11,8 

— Conductivité molaires ioniques (en mS.m°.mol") : A°(CT) = 7,6 ; À°(Ag*) = 6,2 ; À (NO;)=7,1; 
À°(Na*) = 5,0 
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: Dosages 
ES CORRIGES 


RE Dosage et incertitudes > énoncé p. 625 


O * Calcul de C : 
2e n ne 1 9 à 
Me = * ce - Se = nc RÉ 2 6,00x10 * mol.L” 


* Évaluation de l’incertitude-type u(C RE 














2 
C C u(V 
D’après la formule de propagation des incertitudes : “a = “o) à : ] ù ga) | 
l 2 2e 
—2 
Avec : u(C, )= DU On oc u(V)= QUE ER 
3 V3 
u(V;:) = pos a a Te 2 Durs où Uhurette = Nc (tolér ance de la burette) : Ur —= Tee — 7 
00 





(réglage du zéro et lecture du volume à l’équivalence) ; w. : détection du changement de cou- 


équivalence Ne 
leur à l’équivalence. A.N. : u(V,,)=5,3x10" mL 
2 > 2 2 
= —2 2 
Gest) fans 
C, | 2,00x10 ° 20,0 BU) 
Ce 2-10 role 
* Écriture de C , pour un niveau de confiance de 95 % : 
C, =6,00.10 * +kxu(C,) mol.L-! 


En prenant k = 2,0 comme facteur d’élargissement et en conservant un chiffre significatif pour l’incertitude 
élargie, on obtient : 


C, =(6,00+0,07)x10* mol.L” 





© - Il faut, au préalable, enlever les deux valeurs aberrantes dues certainement à des erreurs grossières de 
manipulation ou à un matériel défectueux (7,0 mL et 15,4 mL). 

Cole 
V 


° Calcul des valeurs expérimentales de C : €, =5x 
OO Binôme | 1 0 2 | 3 | 4 | 6 7 | 8 9 | 10 nu. 
6,00.10- 5.90.10- | 6,00.102 6.20.10- 5.85.10 | 6,05.10-2 


° Calcul de la valeur moyenne de C : CCE mon 
+ Calcul de l’écart type expérimental : 6 = 1,414.10 * mol.L! 
* Évaluation de l’incertitude-type u(C):u(C)=6/ V10 = 4,472.10* mol.L! 
° Ecriture de C, pour un niveau de confiance de 95 % : 
C,=6,05.10 +kxu(C,)=(6,05+0,09)x10 * mol.L” 
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Dosages 





Bien comprendre 


L’incertitude de type À, aussi appelée incertitude de répétabilité, doit être estimée à partir de mesures obte- 


nues dans les mêmes conditions. Dans cet exemple, les mesures ont été effectuées par des expérimentateurs 
distincts avec un matériel différent. Aussi, pour effectuer ce calcul, nous faisons l’hypothèse forte que les 
binômes travaillent de la même manière avec un matériel identique. 





pi Titrage d'un mélange d'acides > énoncé p. 625 


© La première acidité de H SO, est forte. Par conséquent, avant tout ajout de PX, 
P 0 
soude : H,SO, +H,0 — HSO; +H.,0° 
Les espèces actives, d’un point de vue acido-basique, présentes initialement sont : 
donc : HSO, et H,0° (concentration C ,) et NH, (concentration C): HO HO  ÏI4 
Les réactions ayant lieu après ajout de soude sont donc : 
(1) HO- + H,O* = 2H,0 ; K,=10%1 210%" 210" 
(2) HO- + HSO, — H,0 + SO7 ; K, =10%%%4 =10%*7 22107 
(3) HO- + NH; — H,0 + NH, ; K, =10%%4 210% 777 =10"% 
Vi, K,>10° = les 3 réactions sont totales = 3 sauts de pH, au maximum sont 
attendus. 





NH, LT NH: 92 





SO | HSO: 2,0 


H,O + H,0+ 0 








16 4 ’ ° : Z 
— <10° = les réactions (1) et (2) sont simultanées. 


: — Seuls deux sauts de pH seront donc observés. 


Ke, 4 ou , 

—< > 10" = Jes réactions (2) et (3) sont successives. 
3 

Bilan : 


— 1" équivalence : V, =V,, =10,0 mL 0 mL<V, <10,0 mL : réactions (1) et (2) 
— 2° équivalence : V, =V., =25,0 mL 10,0 mL<V, <25,0 mL : réaction (3) 


Bien comprendre 


Pour écrire les réactions support d’un titrage acido-basique, 1l faut penser à utiliser les échelles verticales 
de pK, et à souligner les espèces présentes dans le bécher contenant la solution à titrer. 





© Après la 2% équivalence, il y a accumulation d’ions hydroxyde, qui ne réagissent plus, et d’ions sodium : 
la conductivité augmente. 


Bien comprendre 


La conductivité d’une solution ionique est donnée par la loi de Kohlrausch : 6 =>) 0, . La repré- 


sentation graphique © = f(V,) donne des segments de droite, pour des points suffisamment éloignés de 
l’équivalence, si le volume du mélange titré est quasi constant au cours du titrage. 

Dans ce but, il est usuel soit : 

— d'utiliser un volume initial de réactif titré très grand devant le volume de réactif titrant ajouté autour de 


l’équivalence ; 


. nn +V 
— de tracer la conductivité corrigée © = oo x——# 


A 


comme dans cet exercice. 












Dosages 


© La 1° équivalence est particulièrement visible sur la courbe de pH-métrie, tandis que la seconde est plus 
facilement détectable sur la courbe de conductimétrie. Graphiquement : V, = 10,0 mL et V.,= 25,0 mL. 


À la 1° équivalence, (1) et (2) étant simultanées, les ions H,0* et HSO, ont été titrés : 
CrVei 





_ …. = 1 
ee nos = Cao e OA C, = = 5,00 X10 ” mol.L 


A 


Entre la 1" et la 2"% équivalence, la réaction (3) a lieu. À la 21% équivalence, les ions NH! ont été titrés : 


; r CV -V _ . 
Ro- = Pure — Cr (Var Vu) = CaVa > Ci =) 2 1,50x10 mol.L' 


HO 
A 





© À la deuxième demi-équivalence (V, = 17,5 mL), il est possible de déterminer graphiquement le pK, du 
couple NH° / NH. En effet, en ce point, les ions NHY ont été à moitié consommés et | NH; | = | NH, 1 


| NH, | 
= pH=pK, (NH / NH,)+108 Tr = pK, (NH; / NH;). On lit bien : pK, (NH: / NH.) =9,2 
4 


© Un indicateur coloré est adapté pour détecter une équivalence si le pH à l’équivalence est inclus dans sa 
zone de virage. 
Pour détecter la 1° équivalence (pH. = 5,0), on peut utiliser le rouge de méthyle. 
Pour détecter la 2% équivalence (PH, = 11,0), on peut utiliser le jaune d’alizarine, maïs le saut de pH 
étant peu prononcé, cette méthode n’est pas adaptée. 


El Teneur en chlore d'une eau de Dakin > énoncé p. 626 


© Étape 2 : Réduction des ions C1O- 

CIO" / CT: CIO +2H*+2e = CI +H,0 

PA 2e = 210 | 

Bilan : CIO-+21-+2H*-—Cr+HO+L; K, =10 0% 
Étape 3 : Dosage du diiode formé 

LARMES ee 211 

SOS OM 2S0 50m 2 

Bilan : 28,07 + L — 5,02 +21 : K,=10 0 1000 46x10" > 10* — totale 
Ce titrage est un tirage indirect. 


JAE!| (ES -E!) 


D 
= 100-% = 1,0x10° >10* = totale 


© Quantité de matière de I, formée à la fin de la 2° étape : 


RE —] —3 
m, = == 2 ARMES RNA 2 = |n, =2,75xX10* mol 


© Quantité de matière n,..- d’ions CIO” initialement présente dans 20,0 mL de solution S.. La réaction sup- 
port de l’étape 2 étant totale, et les 1ons 1odure étant introduits en excès, on a : 


n =, = 2,75x10 * mol 


CIO 
Concentration Ce de la solution commerciale en ions CIO : 


joe 2715 QI0R 
On en déduit : Com = 5X—22=5X 


V 20x10. > |C,.. =6,88x10 * mol.L' 
1 
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Dosages 





© D’après la définition de la teneur en chlore actif : 
No, = ao = Ceom XV > Ma, = Na, XM (CL; )= Com XV X M (CI,) 


CIO” com 


na, =6,88X10 °xX100xX10%x(2x35,5) = |[ma, = 0,488 g 


La donnée du fabricant est donc juste. 


E1 Titre massique en fer d'un antimousse > énoncé p. 627 


O Fe’ = Fe + e- 
Cr,0; +14H*+6e-=2 Cr* +7 HO 
Cr,0; + 14 H* +6 Fe* — 2 Cr* +7 H,O +6 Feÿ* 


+ Jar" +6 1,33-0,77 = : Te 
RG 0 = 0 — |K =10”* > 10" = Réaction totale 


© Le potentiel de la solution augmente avec le volume de réactif titrant versé, celui-ci étant l’oxydant le plus 
fort. On observe un saut de potentiel, la réaction support du titrage étant totale. Le volume équivalent est 
lu au niveau du saut de potentiel : V, —=18,2 mL. 


À la demi-équivalence du titrage (V = Ve — 9,1 mL ), les ions Fe* ont été à moitié consommés. 
IEEE 
On peut donc, en ce point, accéder au potentiel standard du couple Fe* / Fe* : 
Fe** 
LL re 


lo = E°(Fe* /Fe* 
ET rer | ( ) 


— AE=E-E,, = E(Fe"/Fe*) -E, = E(Fe“*/Fe*) = AE + EE, 


Par lecture graphique AE = 0,52 V = | E(Fe*/Fe*) = 0,77 V 


© Soit n'ho+ la quantité d’ions Fe* contenus dans les 20,0 mL de solution S' : 


, 
n : 


E=E"(Fe*/Fe*) 


A l’équivalence : 


Cr,07- — CV, = 6C,V, — Gi PeE 
Ph V, 
4e 7 One 12 E 
Dans la solution S : C= 10c” = LOVE _ 60x2,00X107 X18,2 — |C=1,09 mol.L ! 
V. 20,0 
1022550 

(a p= re 100-727 Mr 100 7e Mr 1002 Me 100 pen 
Are pxV Da Dax LOCPAULAOS 


—= | P=5,81 %, valeur en accord avec les données du fabricant 









Dosages 


Titrages des ions chlorure > énoncé p. 628 





Dans l’ensemble de l’exercice, le volume de la solution pourra être considéré constant et égal au volume initial 
du bécher : V, = 200 mL. 


© La réaction de dosage s'écrit : Ag* + CI — AgCI(s) ; | K = _ 10" >10* — réaction totale 





Si 


Z 
Le quotient de réaction après l’ajout d’une goutte de réactif titrant est Q. =| Ag" | cr | avec : 


A ]= Se et| CI [=C, 


11 


5 
Q. RE x 5,00%10 —|0,=10xX107>K$, 


Par conséquent, la précipitation débute dès la 1" goutte. 


LS > 7 : . …. 
© À l’équivalence : ae or 


CV. 5,00x10 x200 
= LATE =CV —? Ve — C,  &00xI0Z — — Vs — 12,5 mL 


© à) La réaction de précipitation de Ag,CrO\(s) s’écrit : 





2 Ag*+ CrO, — Ag,CrO,(s) de constante K, = —- =10""* = réaction totale 


S2 
Le volume de nitrate d’argent V, pour lequel AgCI(s) précipite est calculé à partir de la condition de 
précipitation : 


; , KV, 107! x 200 
wo = À; = | Ag* [cr |= Ks, — _ <XC = K°, — V, _ Sy 1 


= 
il 


= 5,0x10 ° mL 





CC, 8x102x5x10 





De la même manière, le volume de nitrate d’argent V” pour lequel Ag,CrO\(s) précipite s’écrit : 


2 CPC 200 lo 00 
(® —\ — A à CrO” — K => 2/2 x 33 — K — V 7 — DR RSS RRERRS 
RE, g Il ‘ L | V | V : 8x10 | O0 


V; € V,", par conséquent AgCI(s) précipite avant Ag,CrO (s). 











b) En début de précipitation de Ag,CrO,(s), on a : 
+ |2 2— 
0, =Ks, [Ag [croi JEK,, 








CV. ! Cv. 
Or | CrOZ |= 2 — | CI Î=K, ser 
7 S> 1 

1,0x2,0 
107" x 200 
La concentration résiduelle en ions chlorure à l’apparition du précipité Ag,CrO(s), et donc de la couleur 
rouge, est négligeable par rapport à leur concentration initiale. Par conséquent, les 1ons chlorure ont bien 


été entièrement titrés à l’apparition de la couleur rouge en solution, et ce titrage est adapté pour en déter- 
miner leur concentration. 


=7,9x10* mol.L” 


= A.N.: [Cr | = 
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Dosages 





© La loi de Kohlrausch donne : 6 =D A,C,, = A! .[Na* | : Cr] 0 A Ag‘ +A° EN 0:] 


ions 
Les évolutions des concentrations des différents ions et donc de la conductivité de la solution sont les sui- 
vantes : 


1 (mS.m°.mol!) 


N (faible) 
(car À! >A ) 


Cr NO; 


0O<V,<V,, 


VV: <r 


2E 2 





L’allure de la courbe du titrage conductimétrique est donnée ci-dessous. 


L’équivalence du titrage pourra être facilement caractérisée au croisement des deux demi-droites. Ce titrage est 
donc aussi adapté pour déterminer la concentration en 1ons chlorure en solution. 


2E 





Diagramme potentiel-pH 


ts) 





Les divers diagrammes de prédominance ou d'existence vus précédemment montrent quelles 
espèces existent ou prédominent en fonction d'un paramètre extérieur comme le pH ou le poten- 
tiel d'oxydoréduction E. Ils permettent ainsi de comprendre le comportement du système dans un 
environnement donné et servent de support pour la prévision de réactions en solution. Le potentiel 
et le pH sont des paramètres facilement modifiables et indépendants. Il apparaît donc intéressant, 
sur le modèle des diagrammes de prédominance, de construire une « carte » d'existence ou de pré- 
dominance des différentes espèces associées à un élément chimique en fonction simultanément du 
potentiel E et du pH. 





If Principe de construction d'un E-pH : exemple de l'élément Zn 


1. Qu'est-ce qu'un diagramme potentiel-pH ? 

a Un diagramme E-pH est relatif à un élément chimique donné, présent en solution aqueuse à divers 
nombres d’oxydation dans différentes espèces chimiques. Pour chaque couple redox envisagé, on repré- 
sente les variations du potentiel redox E en fonction du pH. Les droites obtenues délimitent des domaines 
de prédominance ou d’existence des différentes espèces. 

= À titre d'exemple, on donne ci-dessous le diagramme E-pH de l’élément zinc. Cet élément peut se 
trouver sous forme métallique Zn(s), ionique Zn”* et Zn(OH), ou de précipité Zn(OH),(s). 

Remarque : Les domaines de Zn”* et Zn(OH); sont des domaines de prédominance, alors que ceux 
de Zn(s) et Zn(OH),(s) sont des domaines d’existence. 


E(V) 






Zn(OH),(s) 





0,5 Zn(OH); 





0 3 6 9 12 139 bH 


Comment a-t-on tracé les frontières qui délimitent chacun des domaines ? Comment les espèces 
ont-elles été associées à chaque domaine ? 


Données à 298 K : 
E°(Zn” /Zn)=-0,76V ;  pK,(Zn(OH),)=17,0 
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2. Conventions de tracé et principe de construction 


= À la frontière entre les domaines de prédominances de deux espèces dissoutes, la concentration de 
chaque espèce est égale : 





. | C 
[Espèce 1] = [Espèce 2] — > 
= À la frontière entre le domaine d’existence d’un solide et le domaine de prédominance d’une espèce 
dissoute : la concentration en espèce dissoute est égale à C 


= Pour les cas où des gaz sont impliqués, la pression partielle de chaque gaz vaut P .. La pression de 
travail est souvent égale à 1,0 bar. 


Remarque : Dans cet exemple, le diagramme a été tracé avec €, = 0,10 mol.L”. 


= D’autres conventions de tracé existent et elles peuvent être différentes d’un exercice à un autre. Il 
convient donc de respecter les consignes. 


Résultats 


Sur un diagramme £E-pH, les domaines de prédominance ou d’existence des différentes espèces s’or- 
ganisent ainsi : 


æ De bas en haut les espèces sont classées par degré d’oxydation croissant. 


æ De gauche à droite (donc pour un même degré d’oxydation), les espèces sont classées par basicité 
croissante. 


= Deux espèces pour lesquelles l’élément étudié est au même degré d’oxydation sont séparées par 
une frontière verticale. 


Les espèces pour lesquelles l’élément étudié est à des degrés d’oxydation différents sont séparées 
par des frontières horizontales ou obliques. 





3. Détermination des frontières verticales 
Exemple : Frontière verticale entre Zn°* et Zn(OH),(s) 
Il s’agit de déterminer le pH correspondant à l’apparition ou à la disparition de Zn(OH),(s). 


2 


À cette frontière l'équilibre Zn(OH),(s) 5 Zn* +2 OH est établi = K=K, = [Zn* [0H] 


La convention de tracé impose qu’à la frontière entre Zn”* et Zn(OH),(s), [Zn 1=C,, =0,10 mol.L” 


= K' … —$8 —] - Es 
—= [OH ]= ç=10"molL" soit, pH=6,0 


tra 





4. Détermination des frontières non verticales 


s On observe autant de frontières non verticales qu’il existe de couples redox. Ainsi, dans le cas du zinc, 
trois frontières sont à déterminer. 


a Visualisation schématique des frontières non verticales à déterminer : 


pH 6,0 


13,9 
PS RE CS ES 


Frontière entre Zn(OH),(s) et Zn(s) 
6 < pH < 13,9 
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Frontière entre Zn°* et Zn(s) 
0<pH<6 


Frontière entre Zn(OH); et Zn(s) 
13,9 < pH < 14 





Diagramme potentiel-pH (E-pH) 








ns POINT MÉTHODE ns 
Déterminer les équations des frontières non verticales 


Ecrire la demi-équation électronique associée au couple considéré en milieu acide. 
Ecrire la formule de Nernst. 


Appliquer les conventions de tracé pour obtenir l’équation des frontières. 
> exercice n° 2 p. 642 





« Frontière entre Zn’* et Zn(s) (0 < pH < 6) 


Zn°* +2 e- = Zn(s) E=E%Zn* /Zn)+0,031oglZn”] 
Par application de la convention de tracé à cette frontière [Zn**] = C,, = 0,10 mol.L” 
E=E%Zn* /Zn)+0,0310gC,, = 
= Frontière entre Zn(OH), (s) et Zn(s) (6 < pH < 13,9) 
Zn(OH),(s) + 2 H* + 2 e- = Zn(s) + 2 HO(L) E = E(Zn(OH), / Zn)+0,03log[H*l 


E = E(Zn(OH), / Zn)—0,06 pH =  E = Cte 0,06 pH 


Le potentiel étant une fonction continue du pH, la détermination de la constante n’est pas nécessaire 
pour tracer le diagramme. 


= Frontière entre Zn(OH), et Zn(s) (13,9 < pH < 14) 
Zn(OH), +4H*+2e= Zn(s) + 4 HO(L) 


E=E%Zn(OH) /Zn)+0,031og([Zn(OH)? ][H']") 


Par application de la convention de tracé à cette frontière [ Zn(OH), ]=C,, = 0,10 mol.L-! 


E=E%Zn(OH). / Zn)+0,03logC., —-0,12 pH = |£E = Cte’-0,12 pH 


[ Exploitation des diagrammes E- 





1. Détermination des grandeurs thermodynamiqueq 


Des données thermodynamiques peuvent être obtenues à partir de la lecture des diagrammes E-pH. 


POINT MÉTHODE RE 
Déterminer un potentiel standard E° 





æ Déterminer graphiquement l’ordonnée à l’origine E, de la frontière entre les espèces du couple. 
æ Écrire la loi de Nernst et la simplifier en appliquant les conventions de tracé. 


Remplacer le potentiel £ de la loi de Nernst par E, et en déduire E°. 


> exercices n° 1 et n° 2 p. 642 
2 
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« Pour déterminer E° on peut utiliser la continuité du diagramme avec un couple dont E° est connu. 


Exemple : 
— Pour 6<pH<13,9 : E = E°(Zn(OH), / Zn) -0,06 pH 
ne pH = 6, par continuité du potentiel E(Zn(OH), / Zn) = E(Zn* / Zn), soit : 
—0,79 = E°(Zn(OH), / Zn)-0,06X6 = E°(Zn(OH), / Zn) = -0,43 V 


es POINT MÉTHODE cs 
Déterminer un pK, 

Se placer sur la frontière verticale relative au couple acide-base considéré et lire la valeur du pH. 

æ Exprimer la constante d’acidité K. 

æ Simplifier à l’aide de la convention utilisée et remplacer [H,0*] par 10°. 
Déterminer un K. 

æ Se placer sur la frontière verticale qui séparer le précipité de l’espèce dissoute et lire la valeur du pH. 

æ Exprimer la constante de solubilité K. 


Appliquer les conventions de tracé et utiliser la valeur lue du pH pour déterminer la valeur de K\. 
> exercices n° 1 et n° 2 p. 642 


2. Stabilité des espèces dans l'eau 


= En procédant de la même façon que dans le I.4., on obtient les équations des frontières du diagramme 


E-pH de l’eau : 
Demi-équation électronique Équation de la frontière 
H*/H,(g) ; E° = 0,00 V 2H*+2e =H,(g) E = — 0,06 pH (en V) 
O,(2) / H,O() ; E° = 1,23 V O,(g) + 4 H*+2e- =2 HO(/) E = 1,23 — 0,06 pH (en V) 


Résultat 


Si, au pH d’étude, le domaine d’une espèce n’a aucun point commun avec celui de l’eau (leurs 
domaines sont disjoints) alors l’espèce est instable dans l’eau. Si, au pH d’étude, le domaine de 














l’espèce considérée présente au moins un point commun avec le domaine de l’eau alors l’espèce est 
stable dans l’eau. 
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Exemple :  Æ£) 


1 O,(g) 
; H,O({) 
. H,(@) 
| 2 Zn(OH ),(S) 7n ( OH ) 2 
Zn(s) 
0 3 6 9 12 pH 


— Zn(s) a un domaine d’existence disjoint de celui de H,O(?). Il est donc instable dans l’eau et réagira 
de manière quantitative (il est oxydé par l’eau). 

— Zn*, Zn(OH),(s) et Zn(OH), sont stables dans l’eau car leurs domaines de prédominance ou d’exis- 
tence se recouvrent avec celui de H,O(£). 


Remarques : 

— Une espèce peut être stable à un certain pH et instable à un autre. 

— Il peut être fait la distinction entre solution aérée (présence de O, dissous) et désaérée (sans O, dis- 
sous). Une espèce peut être stable en solution désaérée mais instable en solution aérée du fait d’une 
réaction d’oxydation avec le dioxygène dissous. 


3. Généralisation 
= Seules des espèces ayant des domaines de prédominance (ou d’existence) disjoints peuvent réagir 
entre elles. La réaction est considérée comme totale. 


= S1 les espèces ont une partie de leur domaine en commun, elles peuvent coexister sans réagir. 


Rs POINT MÉTHODE es 
Prévoir une réaction à partir des diagrammes E-pH 


æ Superposer les diagrammes E-pH des différentes espèces. 

…æ Regarder si les domaines des réactifs sont disjoints ou pas. 

æ Dans le cas où les domaines sont disjoints, écrire la réaction se produisant (passer obligatoirement 
par les demi-équations redox). 


> exercice n° 2 p. 642 
EEE 


= Aspects cinétique et thermodynamique : Les diagrammes ÆE-pH sont des outils thermodyna- 
miques. Ils permettent de prédire si une réaction peut se faire ou non mais ne donnent aucune infor- 
mation sur la cinétique. Ainsi 1l arrive que des réactions favorisées thermodynamiquement, ne soient 
pas observées à cause d’un blocage cinétique. L'aspect cinétique des réactions redox sera étudié en 
deuxième année. 
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4. Phénomène de dismutation 








Définition 
Lorsqu'un degré d’oxydation de l’élément étudié n’est pas présent sur toute la gamme de pH alors, 
l’espèce associée à ce degré d’oxydation se dismute. Graphiquement, on observe alors l’existence 
d’un point où trois frontières non verticales se rejoignent. 


Exemple : 
— Le diiode I, se dismute à pH élevé. 


E(V) 


10; (+V) 


LE ne Caractéristique d’une dismutation 


0 2 4 6 8 10 12 14 pH 





— L’équation de la réaction de dismutation est : 
L+2e =2T 
6H,O0 +1, =210;: +12H*+10e- 
61, +6H,0 — 101 +210, + 12 H* 
— Soit en milieu basique : 6 I, + 12 0H — 101 +210; + 6 H,0 


Remarque : Cela vient du fait que lors de la construction du diagramme £E-pH, on arrive à une situation 
où une même espèce apparaît dans des domaines disjoints, cette espèce se dismute. IT faut alors corriger 
le diagramme en supprimant cette espèce sur la gamme de pH où la dismutation se produit. 


Exemple de l’élément iode : 


LS Domaines disjoints de L à 
partie à reconstruire 





0 2 4 6 8 10 12 14pH 


Diagramme « primitif » 
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Diagramme potentiel-pH (E-pH) 
ES VERS LA COLLE : : : : 


Questions de cours 

a Utilisation des diagrammes E-pH dans la prévision du comportement des espèces en solution aqueuse 
(réaction entre deux espèces et stabilité d’une espèce chimique dans l’eau). 

sm Dismutation : définitions, exemples. 


s Détermination de constantes caractéristiques à l’aide d’un diagramme E-pH. 


Erreurs à éviter 


sm Lorsqu'on veut exprimer le potentiel d’oxydo-réduction E d’un couple, toujours écrire les demi- 
équations redox en milieu acide (même si le pH est relativement élevé) car les E° sont tabulés à pH = 0. 


= Bien repérer les conventions de tracé du diagramme car elles peuvent être différentes d’un exercice à 
un autre. 


= Bien faire la distinction entre domaine de prédominance (concerne les espèces solubles dans l’eau) et 
domaine d’existence (concerne les espèces solides et gazeuses). 


= À pH = 0 la valeur de l’ordonnée ne donne pas le potentiel standard E° d’un couple du type Mr* / M. 
Cette ordonnée est la valeur du potentiel E de ce couple calculé avec les concentrations de tracé. Pour 
avoir la valeur numérique du £E”° il faut donc appliquer la loi de Nernst. 


s Lors de l’écriture d’une réaction entre deux espèces ayant des domaines disjoints ou lors de l’écriture 
d’une réaction de dismutation, toujours repasser par les demi-équations redox pour ne laisser aucun 
électron dans l’équation bilan. Par exemple, une erreur classique pour la réaction de dismutation du 
duode (voir IIT.4.), serait d’écrire : 


L+3HO 10 + +61 +40 
FAUX 


m Les espèces sont classées vers la droite par basicité croissante. Pour un degré d’oxydation donné, 
en cas d’hésitation entre la forme acide et basique, on recommande d’écrire la demi-équation acido- 
basique entre les deux espèces et de statuer grâce à la position des H*. 


Quelques « trucs » utiles 


Exemple : Pour Cr,07 et CrO, on a Cr,07 +H,0=2 CrO +2H* donc Cr,O est l’acide du couple. 

x Très souvent, à la frontière verticale qu1 séparer les domaines de prédominance d’un acide et d’une 
base, on peut écrire pH = pK. 

= Les espèces séparées par une frontière verticale ont le même degré d’oxydation. 


s S1 seule la pente d’une frontière est demandée, elle peut être déterminée simplement à partir de la 
demi-équation redox : 


— si elle ne fait pas intervenir H*, alors la pente est nulle et la frontière est horizontale. 


— si elle est du type & Ox+n e +g H° =$ Red, alors l’application de la formule de Nernst donne 


0,06g 
ni 


tière sur le diagramme est alors oblique. 





pour la pente p=- avec g>0 si H* se trouve du côté de l’oxydant et g <0 sinon. La fron- 
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£ - - - EXERCICES BE 


si Tracé du diagramme E-pH du cadmium * > corrigé p. 646 


Pour tracer le diagramme E-pH du cadmium, on considère les espèces Cds), Cd”*, Cd(OH),(s). 





© Déterminer les nombres d’oxydation du cadmium dans les espèces considérées. 
© Déterminer l’équation de la frontière verticale puis construire le « tableau des espèces ». 
© Déterminer l’équation de la frontière horizontale et la pente de la frontière oblique. 


© Tracer le diagramme E-pH du cadmium. 


Données à 298 K : E°(Cd** / Cd) = -0,40 V ; pK (Cd(OH),) = 14,3 ; €, = 1,0.107 mol.L” 


FA Exploitation du diagramme E-pH du manganèse * > corrigé p. 647 


On donne ci-dessous le diagramme £-pH du manganèse tracé avec C,. = 1,0.107 mol.L". Les droites en 
pointillés représentent les frontières associées aux couples de l’eau. 
E(V) 
1,6 
1.2 MnO,(s) 


0,8 


MnO, 


0,4 





(b) 
1,6 Mn(s) 


0 2 4 6 8 10 12 14 pH 


© Déterminer l’équation des frontières associées aux couples de l’eau H*/H, et O, / H,0 puis identifier 
à quel couple est associée chacune des droites (a) et (b). 


© Déterminer le potentiel standard du couple Mn** / Mn. 
© Déterminer le potentiel standard du couple Mn(OH), / Mn. 


© Montrer, à partir du diagramme, que les solutions aqueuses de permanganate de potassium (K* + MnO;) 
sont instables et écrire l’équation de la réaction. Pourquoi peut-on quand même les utiliser pour des 
dosages ? 


Lecture et utilisation des diagrammes E-pH % * * — corrigé p. 648 


On donne ci-après le diagramme E-pH du chrome limité aux espèces suivantes : 

— En solution : Cr*, Oro CHOC Co 

— Solides : Cr(s) et Cr(OH),(s) 

Le diagramme a été tracé en prenant la concentration totale en élément chrome dissous est égale à C 
Sur une frontière séparant deux espèces dissoutes, les concentrations en élément chrome dans chacune 
de ses espèces sont égales. 














Diagramme potentiel-pH (E-pH) 





Données à 298 K : 

— E(Cr* / Cr) = -0,91 V 
— E°(H* /H,) = 0,00 V 

— E°(O, / H,0) = 1,23 V 





© Attribuer à chaque domaine du diagramme une des espèces considérées. 
© En exploitant le diagramme, déterminer C _ 

© Déterminer le pK, de Cr(OH),(s). 

© Déterminer le potentiel standard du couple Cr,O7 / Cr*. 

© Déterminer la pente de la frontière entre A et D. 


© Superposer les droites correspondant aux couples de l’eau et discuter la stabilité des différentes 
espèces dans l’eau. 


© Quel phénomène se produit quand on augmente le pH d’une solution contenant l’espèce B ? Écrire 
l’équation bilan de la réaction. 





Nettoyer son saxophone (d'après Centrale MP 2011) * * > corrigé p. 649 


Les instruments à vent en laiton (saxophone par exemple) sont recouverts d’une fine couche d’argent 
en surface, qui se ternit avec le temps. Il se forme un composé noir ou gris foncé de sulfure d’argent. 
Ce ternissement est dû à la présence de sulfure de dihydrogène HS dans l’atmosphère. L'eau vient 
s’adsorber en surface et forme un film qui permet la solvatation du sulfure de dihydrogène selon : 
HS(g) $ H,S(aq). Le diagramme E-pH de l’argent dans une solution de sulfures est donné (en bleu 
sur le diagramme). Il a été tracé pour une concentration en soufre dissous égale à 1,0.10% mol.L". Les 
espèces prises en compte sont : Ag(s) et Ag, S(s). 


E(V) 
0,5 
0 
A 
—0,5 
—] 
C 
—1,5 
E 
—2 
F 
—2,5 
0 2 4 6 8 10 12 14 pH 
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© Préciser les domaines d’existence des deux espèces Ag(s) et Ag,S(s). 


© Comment expliquer les changements de pente à pH = 7 et pH = 13 ? Retrouver par le calcul les valeurs 
numériques des différentes pentes. 


© En utilisant le diagramme, interpréter l’oxydation de l’argent par le dioxygène de l’atmosphère sous 
forme de sulfure d’argent. 


On peut lire dans la littérature que l’on peut faire disparaître le sulfure d’argent noir en faisant chauffer une 
solution aqueuse de carbonate de sodium (2 Na* + CO) avec l’objet à traiter dans une casserole en alumi- 
nium. Une telle solution présente un pH de 11,6. On cherche à montrer que la réaction se produisant est : 


3 Ag,S(s) + 2 AÏ(S) + 5 OH +3 H,O(£) — 6 Ag(s) + 3 HS° +2 AI(OH), (R) 
Sur le diagramme précédent, on a également tracé le diagramme E-pH de l’aluminium (en rouge). Il est 
tracé pour une concentration de travail en élément aluminium de 1,0.10 ? mol.L-' en l’absence de phase 
solide. On s’intéresse aux espèces : Al(s), Al*, AI(OH),(s) et AI(OH),. 
© Attribuer une espèce chimique à chaque domaine. 
© La réaction (R) est-elle réaliste ? Justifier en utilisant le diagramme E-PH. 


© Synthèse : Expliquer en quelques phrases pourquoi le fait de faire chauffer l’argenterie dans une 
casserole en aluminium en présence de carbonate de sodium permet de la nettoyer. On s’interrogera 
notamment sur le rôle que peut avoir le carbonate de sodium. 

Données : 

— ES est un diacide dont les pK, valent 7,0 et 13,0. 

— pH = 0 et à 298 K : 








HUE UNE TU BENIN AUE CEE * * — corrigé p. 650 


DocuMmenT 1 : Données toxicologiques des différentes espèces du chlore 


H270 Peut provoquer ou aggraver un incendie; comburant. 


H2380 Contient un gaz sous pression; peut exploser sous l’effet de 
la chaleur. 


H315 Provoque une irritation cutanée. 
Dichlore H319 Provoque une sévère irritation des yeux. 

H331 Toxique par inhalation. 

H335 Peut irriter les voies respiratoires. 


H410 Très toxique pour les organismes aquatiques, entraîne des 
effets néfastes à long terme. 


Pas de risque en utilisation normale. 
Acide hypochloreux | Pas de risque en utilisation normale. 


Solution H314 Provoque des brûlures de la peau et des lésions oculaires 
d’hypochlorite graves. 


de sodium H400 Très toxique pour les organismes aquatiques. 
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Diagramme potentiel-pH (E-pH) 


DocuMENT 2 : Composition de l'eau de Javel 


L'eau de Javel est une solution d’hypochlorite de sodium (Na* + CIO”) et de chlorure de sodium (Na* + CF). 
L'eau de Javel est une solution basique, dont le pH varie en fonction de la concentration : pH = 11,5 pour 
l’eau de Javel à 2,6 % de chlore actif ; pH = 12,5 pour l’eau de Javel concentrée à 9,6 % de chlore actif. 


Documenr 3 : Diagramme E-pH de l'élément chlore 


Les espèces considérées sont CL (g), CT, HCIO, CIO. Le diagramme est tracé pour une concentration 
en espèces dissoutes €. = 1,0 mol.L”' et une pression des espèces gazeuses P,. = 1,0 bar. 


Données thermodynamiques à 298 K : 
— E°(CI, / CD) = 1,36V 

— E°(HCIO / CL) = 1,63 V 

— E(HCIO / CT) = 1,49 V 

— pK, (HCIO / CIO”) = 7,3 


Diagramme E-pH à compléter : 


E(V) 
s) 





Problème à résoudre : Tout étudiant effectuant le ménage dans son studio devrait savoir qu’il ne 
faut pas associer l’eau de Javel à un produit d’entretien acide. 

— Expliquer pourquoi en écrivant l’ensemble des réactions se produisant. 

— Estimer le pH à partir duquel le phénomène indésirable à lieu. 


Hot.comartie 7 - Solutions aqueuses 645. 











Diagramme potentiel-pH (E-pH) 


CORRIGÉS | 


Conseil 


Les exercices n° IL, 2, 3 et 4 sont des illustrations des points méthodes du cours. La démarche est 





structurée à l’aide de symboles  : il est conseillé de s’en inspirer dans les exercices similaires. 


4 Tracé du diagramme E-pH du cadmium — énoncé p. 642 
O 





2 
UC 


© La frontière verticale sépare les deux espèces pour lesquelles n.0.(Cd) = +IT. Pour déterminer son équation 
il faut connaitre le pH d’apparition de Cd(OH),(s) noté pH. . 


2+ Ie _143 
Cd(OH),(s) = Cd* + 2 HO K,=[Cd* [ox | =107* 
[OH] = u =10 °"mol.L" soit| pH, =7,9 
pH 7,9 





D md 


(32 Équation de la frontière entre Cd”: et Cd(s) (pH < 7,9) 
Pour répondre à cette question, on utilise le point méthode p. 637 : 
” Écrire la demi-équation électronique associée au couple considéré en milieu acide. 
Cd°* + 2 e- = Cd(s) 
* Écrire la formule de Nernst. 


0,06 


PEBACIICE os fe 


Appliquer les conventions de tracé pour obtenir l’équation des frontières. 


E = E(Cd”* / Cd)+0,03logC,. =—0,40+0,03x(-2)= | E =-0,46 V 


° Pente de la frontière entre Cd(OH),(s) et Cd(s) (pH > 7,9) 
Cd(OH),(s) + 2 e° + 2 H* = Cd(s) + 2 H,O(£) 


On applique la formule donnée dans quelques « trucs » utiles p. 641 : Pente — + 009 


Pente = -208x2 _ 





— 0,06 V / unité de pH 





Diagramme potentiel-pH (E-pH) 





© Diagramme E-pH du cadmium : 





Cd(OH),(s) 


—0,8 


0 2 4 6 8 10 12 14 pH 


PE Exploitation du diagramme E-pH du manganèse > énoncé p. 642 


© Pour répondre à cette question on utilise le point méthode p. 637: 
” Écrire la demi-équation électronique associée au couple considéré en milieu acide. 
Couple H*/H, :2H*+2e = H,(g) Couple O, / H,0 : O,(g) + 4 H* + 4e =2 H O({) 


* Écrire la formule de Nernst. 


2 
H* 
Couple H*/H, : E=E°%(H"/ H,)+= log ssl 


H; 


Couple O, / H,0 : E=E%O,/ H,0)+ log (Eu Ps, 


% Appliquer les conventions de tracé pour obtenir l’équation des frontières. 

D’après la convention de tracé F,, = F,, =1,0 bar , on obtient les deux équation suivantes : 

— Couple H'/H, : E=E(H'/H,)-0,06 pH =-0,06 pH ; cela correspond à la droite (b). 

— Couple O, / H,0 : E=E”(0,/H,0)-—0,06 pH =1,23—0,06 pH ; cela correspond à la droite (a). 

© Pour répondre à cette question, on utilise le point méthode p. 637 : 

Déterminer graphiquement l’ordonnée à l’origine Æ, de la frontière entre Mn** et Mn(s). 
Hal 2sN 

“ Écrire la loi de Nernst et la simplifier en appliquant les conventions de tracé. 
E = EMn”* /Mn)+0,03log[Mn”* ]= EMn* / Mn)+0,03l0gC.. 


Remplacer le potentiel E de la loi de Nernst par E, et en déduire E°. 


= EMn* /Mn)=E, -0,03logC., =-1,25+0,06 = 


tra 





© Le couple Mn(OH),(s) / Mn(s) n’existe pas à pH = Ô mais la frontière associée à ce couple présente une 
continuité avec celle du couple Mn* / Mn dont le potentiel standard est connu. 
— Pour pH < 10, on considère le couple Mn* / Mn = E = -1,25 V 
— Pour pH > 10, on considère le couple Mn(OH), / Mn = Mn(OH,)(s) + 2 H* +2 e = Mn(s) + 2 H,O(/) 


= E = E%Mn(OH,)/Mn)+0,031log Hi = E°(Mn(OH,) / Mn) —0,06 pH 


)Lcomartie 7 - Solutions aqueuses 


Diagramme potentiel-pH (E-pH) 





En exploitant la continuité en pH = 10 on obtient : 
E°(Mn(OK,) / Mn) =-1,25+0,06X10 = | E°(Mn(OH), / Mn) =- 0,65 V 





© Pour répondre à cette question, on utilise le point méthode p. 639 : 


% Superposer les diagrammes E-pH du manganèse et de l’eau. 
Les équations des frontières relatives aux deux couples de l’eau sont : 
E = 1,23 — 0,06 pH et E = — 0,06 pH 


LAS Lé 


Le diagramme E-pH de l’eau a déjà été superposé à celui du Mn. 
Regarder si les domaines des réactifs sont disjoints ou pas. 
MnO; a un domaine disjoint de celui de H,0 = MnO; peut oxyder H,0. 


Dans le cas où les domaines sont disjoints, écrire la réaction se produisant (passer obligatoirement 
par les demi-équations redox). 
MnO; + 8 H* +5 e° = Mn* + 4 H,O(4) 
2 H,O(£) = O,(g) +4e +4H: 


4 MnO; + 12 H° — 5 O,(g) + 4 Mn* + 6 H,O(£) 


Les solutions de permanganate de potassium existent et peuvent être utilisées lors de dosage car la réaction 
est bloquée cinétiquement. 


El Lecture et utilisation des diagrammes E-pH > énoncé p. 642 


© Les espèces sont classées : 
— de bas en haut par nombre d’oxydation croissant ; 





— de gauche à droite par basicité croissante : 
* CrO; +H,0=2Cr0) +2H° = CrOf est l’acide et CrO’ la base. 
° Dans le cas des hydroxydes métalliques, plus l’espèce comporte de OF, plus elle est basique. 





A = Cr(s) ; B = Cr* ; C= Cr* ; D = Cr(OH),(s) ; E = Cr(OH), ; F = Cr,07 ; G = CrO? 


© À la frontière entre Cr’* et Cr(s), [Cr?*] = C,, donc : 


E=E°(Cr* /Cr)+ LS 108 [Cr 1=E°(Cr* / Cr)+0,0310gC 


Graphiquement E = — 0,91 V =], C,, = 1,0 mol.L-' 


© Pour répondre à cette question, on utilise le point méthode p. 638 : 


tra 


% Se placer sur la frontière verticale qui sépare le précipité de l’espèce dissoute. 

Le précipité Cr(OH),(s) apparaît à pH = 4. 

 Exprimer K.. 

L'équilibre associé à cette frontière est Cr(OH),(s) = Cr'* +3 OH = K =[Cr*] onde K, 


Appliquer les conventions de tracé pour déterminer la valeur de X.. 


À la frontière [OH-] = 107! mol.L-! (car pH = 4) et [Cr**] = C.,=1,0 molLL"=| pK, = 30 
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Diagramme potentiel-pH (E-pH) 





© Pour le couple Cr,O° / Cr* à pH = 0 on détermine graphiquement E, = 1,36 V. 
DT lu 
[CO J[H*]" 
LCr* J 


La convention de tracé impose : eo lice Cannet lero dec 


CO +66 +14H'=2Cr#+7H0= E=E%Cr,0% / Cr*)+ 006 Jog 


à [cr 15e “ lo [= 


À pH = 0 on a [H*] = 1 molL''= ECO? /Cr*)=E, +0,01xlogC., = |[EXCr,O? / Cr“) =1,36 V 


© La frontière entre A et D sépare les espèces Cr(OH),(s) et Cr(s). La demi-équation redox est : 


— 0,06x3 _ : 
Cr(OH),(s) + 3 H° +3 e = Cr(s) + 3 HO(0) donc | p=——,;—— = - 0,06 V/unité de pH | (voir quelques 


3 
« trucs » utiles p. 641). 





© On superpose au diagramme E-pH du Cr celui de l’eau (E = 0,06 pH et E = 1,23 — 0,06 pH). Les espèces 
C, D, E et G ont un domaine joint avec celui de l’eau pour tout pH de leur domaine. Cr”, Cr(OH),(s), 
Cr(OH), et CrO’ sont donc stables dans l’eau. Les espèces A et B ont un domaine disjoint avec celui de 
l’eau pour tout pH, Cr(s) et Cr* ne sont donc pas stables dans l’eau. Cr,O7 présente un domaine joint avec 
celui de l’eau au-dessus de pH = 1 mais son domaine est disjoint en dessous. CO est instable dans des 
solutions très acides (pH < 1) mais stable sinon. 


© Cr’* se dismute pour un pH basique pour donner Cr(OH),(s) et Cr(s) : 





CrriCr Cr 22e; = Cr(s) 
Cr(OH), / Cr: Cr(OH),(s) +3 Ht+e = Cr +3 HO() x (-2) 
3 Cr* +6 H,O(() 2 Cr(s) +2 Cr(OH),(s) + 6 H* 
Soit en milieu basique : 3 Cr* + 6 HO- 2 Cr(s) + 2 Cr(OH),(s) 


Bien comprendre 


= Attention aux conventions de tracé : dans cet exercice il y a égalité de la concentration en élément 
chrome à la frontière et non pas égalité des concentrations des espèces contenant du chrome. 





a Cr(OH), existe dans l’eau mais il ne sera prédominant que pour des pH très élevés : [OH] > 1 mol.L”. 


il Nettoyer son saxophone > énonté p. 643 


©@ Au-dessus de la courbe bleue on a le domaine d’existence de Ag,S(s) (n.0.(Ag) = +[) : domaine A. En 
dessous de la courbe bleue, on a celui de Ag(s) (n.0.(Ag) = 0) : domaine B. 


© Les changements de pente correspondent aux différentes formes prédominantes des espèces soufrées. 


— Pour pH < 7 : Ag,S(s) +2 H*+2e=2 Ag(s) + HS 
donc p= = = — 0,06 V/unité de pH 

— Pour 7 < pH < 13 : Ag,S(s) + H* +2 e = 2 Ag(s) + HS” 
donc p = ne = — 0,03 V/unité de pH 

— Pour pH < 13 : Ag, S(s) + 2 e = 2 Ag(s) + ST 


Il n’y a pas de H* échangés donc la pente est nulle. 


Rartie 7 — Solutions aqueuses CT 


Diagramme potentiel-pH (E-pH) 





© En superposant la droite du couple O, / H,O, d’équation E = 1,23 -0,06 pH (en V) au diagramme fourni, 
on s’aperçoit que les domaines de O, (9) et Ag(s) sont disjoints. IT se produit une réaction quantitative et on 
forme Ag,S(s). 


© Les espèces contenant l’élément argent ont déjà été En " a Lo AICOHD: 
placées précédemment. Il faut placer les espèces neue (s) OP : 
contenant l’élément aluminium en appliquant les me | O0 À A Hi | 


régles : n.o. croissant de bas en haut et basicité crois- 
sante de gauche à droite. 


Remarque : Dans le cas d’un hydroxyde d’alumi- Domaine | CO DO EF 








nium, plus 1l comporte de OFF, plus 1l est basique. 


© La réaction est réaliste car à pH = 11,6 c’est bien HS qui prédomine. De plus, à pH = 11,6, on est bien 
dans le domaine de prédominance de AI(OH), qui est le produit de la réaction donnée. 


O Le nettoyage de l’argent se fait par réaction entre le sulfure d’argent de la surface et l’aluminium de la cas- 
serole. Cette réaction est totale comme l’assure le caractère disjoint des domaines d’existence de Ag, S(s) 
et de AÏ(s). La présence de carbonate de sodium a pour effet d’assurer un milieu basique qui permet de 
garder l’espèce soufrée sous la forme HS” et d'éviter le dégagement de HS. 


Cela permet également de ne pas avoir le précipité AI(OH),(s) qui resterait collé aux parois de manière 
peu esthétique. 





Résolution de problème : Eau de Javel et ménage — énoncé p. 644 


Si on complète le diagramme E-pH du chlore du document 2 Domaine A | BC D. 
on obtient le tableau ci-contre. 
Quand on acidifie de l’eau de Javel, les 1ons CIO sont trans- HCIO cr 


formés en HCIO selon la réaction : 


CIO" + H,0* = HCIO + H,O(4) 
HCIO se trouve alors en présence d’ions CT qui en milieu acide ont un domaine de prédominance disjoint de 
celui de HCIO. Si on continue à acidifier 1l se produit une médiamutation selon la réaction : 
2 HCIO +2 H°+2e =Cl,(g)+2 H,O(£) 


2CI =CL(g)+2e 
2 HCIO +2 H°+2 CI =2 CL, (g)+2 H,0O(4) 








Le dichlore produit étant toxique (voir pictogrammes et phrases de danger), c’est la raison pour 


laquelle il ne faut pas mélanger eau de Javel et produits d’entretien acides. 





L'effet indésirable apparaît au pH où la médiamutation du dichlore se met en place, c’est-à-dire au pH où les 
frontières non verticales relatives aux couples HCIO / CL et CI, / CT se coupent. Avec la convention de tracé 
de 1 mol.L'!: 


HCIO / CI, : 2 HCIO +2 H°+2e =Cl,(g)+2H,0(4) = E =1,63-0,06 pH 
CIO 2 CRC ENT EME = SCT 
Quand les droites se coupent 1,63 — 0,06 pH = 1,36 = pH = 4,5 


La production indésirable de dichlore se produit pour pH < 4,5. 
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Base de données 





La plupart des données suivantes ne sont pas rappelées dans les énoncés. La recherche systéma- 
tique des valeurs de grandeurs répertoriées dans les bases de données (handbook) est une pra- 
tique que le scientifique met en œuvre au quotidien, et que l'étudiant doit maîtriser. 





LU Le Système International d'unités 


Unités de base Unités supplémentaires 


GRANDEUR UNITÉ GRANDEUR 
Intensité électrique 
Température 


Quantité de matière mole mol 


Intensité lumineuse candela 


Unités dérivées 





GRANDEUR UNITÉ 


GRANDEUR SYMBOLE 
Charge électrique 
Champ électrique Vm'! 
Potentiel, Tension 
Capacité 
Champ magnétique 
Flux magnétique 


Fréquence 

Vitesse 

Accélération 

Vitesse angulaire 
Accélération angulaire 


Force 


Résistance, impédance Ohm 


Conductance, admittance Siemens 


Eclairement lumineux lux 


Activité radioactive 


Pression 


Moment d'inertie 


Energie, Travail, chaleur 


Puissance 


Entropie 





Capacité thermique 
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Base de données 








” Multiples  Sous-multiples 





Unités hors système 


GRANDEUR SYMBOLE ÉQUIVALENT 
m 


Temps minute 1 min = 605 


heure 1h=36005s 
jour (day en anglais) 1 d = 86400 s 


in 

h 

d 

cal 

L 

Longueur année-lumière (tolérée) a.l 1 a1=9,5.10$ m 

unité astronomique (tolérée) UA IUA = 1,496.10$ km 

Angstrôm (tolérée) Â 1 À = 10° m 

Masse masse-énergie correspondante MeV/c? 1 MeV/c° = 1,8.10 * kg 
unité de masse atomique u lu=1,7.10* kg 

Pression atmosphère (déconseillée) atm 1 atm = 1,013.10* Pa 
bar bar 1 bar = 10° Pa 

nl Base de données en physique 


Ces constantes fondamentales sont connues avec une grande précision, on se contente 1c1 de quatre 
chiffres significatifs. Le cas de la célérité de la lumière est à part, c’est la seule constante définie exac- 
tement (depuis 1983), elle sert de base à toute la physique :c = 299 792 458 m.s ! 





Les constantes suivantes ont parfois des unités assez lourdes, c’est pourquoi le symbole UST (pour Unité 
du Système International) est souvent utilisé. 


+ Période de révolution T = durée d'un tour autour du centre attracteur. 
+ Période de rotation T = durée d'un tour de l'astre sur lui-même. 


+ Vitesse de libération = vitesse nécessaire pour échapper à l'attraction de l'astre depuis sa surface. 


652 Physique-Chimie MPSI partagelivrescpge.blogspotcom 





% Constantes fondamentales 


GRANDEUR VALEUR 


Célérité de la lumière c = 2,998.10$ m.s ! 


Constante de gravitation | G = 6,674.10 1! m°kg !.s? 


Constante de Planck h = 6,626.10 ** J.s 


Constante de Boltzmann | k,= 1,381.107 J.K” 
Nombre d’Avogadro W 4 = 6,022.10* mol” 
Charge élémentaire e = 1,602.10 °° C 


Système solaire 


Base de données 





% Constantes usuelles 


GRANDEUR VALEUR 


Permittivité diélectrique | €, = 8,854.10°* Em” 
du vide 1/4re, = 8,986.10° USI 


Perméabilité magnétique | 4, = 47107 Him” 
du vide EH = 1 


V,=2,241.107 m°.mol” 
= MAIS C=0K 





ASTRE Demi-grand d,, moyenne Période de ne Masse Période de ii 
axe MER 3 “Go km) révolution 7 R (km) (MM...) rotation T ME m.s"!) 


2439. 2439. 0,055  S8jiéh j  S8jiéh h 


ET CIE CE 


% Soleil-Terre-Lune 





Demi-grand Période de se Masse Période din 
D M (kg) 


| Sokil 2 250107 250107 | Galactique 


2 22610 22610 ans 


6, 696.10 696.10 Il RUIUE RUIUE 25 à | 2sa35ÿ 


15010 | Soi SSTI | 59810 | 23h56 min 





Données atomiques 





Masse (kg) 9,1095.10 *! 1,6727.10 7 1,6750.10 7? 


1. Rotation rétrograde 
2. 25 jours à l’équateur —35 jours aux pôles 
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Base de données 





% l'eau % Divers 
GRANDEUR VALEUR GRANDEUR VALEUR 


Capacité thermique _ à Je. Vitesse du son dans l’eau à 
massique de l’eau liquide dE R à 20°C v-= 1400 m.s 


Capacité thermique : à _ > F 
due de cn oLde C,=2,1.10° JKkg .K Champ magnétique terrestre B,=5.10"T 
Fréquences audibles 20 Hz (grave) 
o _ lp 
Enthalpie de fusion (0°C) À,.h = 333 KJkg” K (ondes mécaniques) à 20 000 Hz (aigu) 
Enthalpie de vaporisation .  . Fréquences visibles* 4,10" Hz (rouge) 
(100°C) At T 7 NORER (ondes électromagnétiques) à 8.10!* Hz (violet) 


Température point triple T5 = 273,16 K Voir p. 313 
Pression point triple P+= 611 atm Indices de réfraction Voir p. 61 





ms POINT MÉTHODE ns 


« La recherche de données numériques pertinentes est une démarche qui oblige à cerner le problème 
que l’on se pose. En effet, si des données figurent dans un énoncé, on aura tendance à chercher par un 
moyen quelconque à les utiliser plutôt qu’à réfléchir réellement au problème. C’est pourquoi la plupart 
des grandeurs qui figurent dans cette annexe ne sont pas rappelées dans les exercices. Ainsi le lecteur est 
invité à venir « piocher » dans ces pages lorsque l’exercice l’y conduit. 


= Il est essentiel de connaître par cœur les valeurs, avec 2 décimales, des constantes fondamentales, 
ainsi que les ordres de grandeurs (au moins la puissance de 10) de la plupart des données des pages 
précédentes. D’une part, on gagnera ainsi beaucoup de temps dans les calculs, et, d’autre part, on aura 
des outils d’analyse et de critique de résultat très utiles. Il est toujours important de comparer un résultat 
à une valeur connue, que ce soit pour appuyer la pertinence d’un calcul ou alors au contraire le mettre 
en doute (l’hypothèse simplificatrice n’est-elle pas à reconsidérer ?) ou enfin de préciser au correcteur 
qu’on a sûrement fait une erreur (et qu’on n’a pas forcément le temps de la corriger). Ce genre d’aveu 
rapporte toujours l’adhésion du lecteur, qui aura tendance à ne pas apprécier qu’on laisse sans commen- 
taire un résultat manifestement faux (masse d’un atome = 1,5 kg, chaleur pour faire fondre un glaçon 
dans un verre = 1,5 mJ, distance Terre/Jupiter = 2,5 km...). 


= Par ailleurs un rapide calcul d’ordre de grandeur préalablement à un calcul compliqué permet 
de repérer rapidement une faute, avant de se lancer dans l’usage intempestif inutile de la calculatrice. 


» L'utilisation des dimensions des grandeurs offre aussi une analyse des erreurs à travers les équations 
aux dimensions et la vérification de l'homogénéité des formules (voir point méthode p. 18). 


3. Il est facile de retenir l'ordre de grandeur de la gamme de longueur d’onde dans le vide (400-800 nm du violet au rouge) 
et une gamme de fréquence (400-800 THZ du rouge au violet). On retiendra que les rayonnements ulta-violets en-deça du 
violet sont plus « méchants » que les infra-rouges au-delà du rouge. On n’aura aucun mal alors à se rappeler que le violet 
correspond aux ondes « plus agressives » (faible longueur d’onde/haute fréquence) et le rouge aux ondes « plus douces » 
(grande longueur d’onde/faible fréquence). 
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Base de données 


Base de données en chimie 





pK, des couples acide-base dans l'eau 


acide sulfurique / ion hydrogénosulfate H,SO, / HSO; ACIDE FORT 
ion hydronium / eau H,0* / HO Fe 


dioxyde de soufre / ion hydrogénosulfite SO, / HSO; 
1on hydrogénosulfate / ion sulfate HSO, / SO? 


acide éthanoïque / ion éthanoate CH,COOH / CH,COO- 


dioxyde de carbone / ion hydrogénocarbonate CO, / HCO; 
ion dihydrogénophosphate / ion hydrogénophosphate H,PO, / HPO! 
1on hydrogénosulfite / ion sulfite HSO, / SOS 


1on triméthylammonium / triméthylamine (CH,),NH° 7 (CH,),N 99 


1on hydrogénocarbonate / ion carbonate HCO, / COS 
ion méthylammonium / méthylamine CH,NH: / CH,NH, N'ES 
ion diméthylammonium / diméthylamine (CH), NH, / (CH;), NH AC 


ion éthylammonium / éthylamine (C.H,)NH; / (CH, 


NE 
ion diéthylammonium / diéthylamine (CH) NH; / (CH) sue 


10on triéthylammonium / triéthylamine (GC, Hi) NX (GC 


H,) 
a 
ET I 
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Base de données 








 Potentiels standards des couples redox 


S,OS +2e =2 SO 2,01 
O,(g)+2 H,0* +2 e =H,0,+2 H,0 O,/H0, ou 


Cu” +2 e = Cu(s) Cu* / Cu 
S,07+2e =25S,07 S,07 /S,07 
Fe**+2 e =Fe(s) Fe’* / Fe 0,44 
2 CO, (g)+2 H,0* +2 e =H,C,O, +2 H,0 


Zn*+2 e =7Zn(s) Zn°’* / Zn —0,76 
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” Zones de virages et pK, des indicateurs colorés 
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Formulaire incertitudes 





En sciences expérimentales il n'est pas possible de déterminer la valeur vraie m …. d'une grandeur 
M. De nombreuses causes expérimentales font qu'une mesure est nécessairement entachée d'er- 
reurs aléatoires, même si elle est réalisée avec le plus grand soin et avec du matériel de qualité 
convenablement étalonné. 





Erreurs de mesure et incertitudes 


Définition 









L’'incertitude de mesure ou incertitude élargie est une estimation de l’erreur pouvant être introduite 
par les différentes sources d’erreur. L’incertitude de mesure liée à la grandeur (ou mesurande) M est 
notée U(M) (U pour uncertainly). 






= L’incertitude U(M) permet de définir un intervalle de confiance, c’est-à-dire un ensemble de valeurs 
raisonnablement attribuable au mesurande M. Le centre de cet intervalle est le résultat m de la mesure 
de M (ou la moyenne #7 des mesures dans le cas d’une série de mesures). La largeur de cet intervalle 
dépend du niveau de confiance désiré. En général, le niveau de confiance est de 95 %. Cela signifie que 
dans le cas où toutes les erreurs sont de nature aléatoires, on a 95 % de chance que la valeur vraie de 
la grandeur M se trouve dans cet intervalle. 


Intervalle de confiance à 95 % 


Incertitude U(M) 
Æ—————————+ 


m — U(M) m m + U(M) M 
On considère par la suite que le mesurande M est fonction d’autres mesurandes X, (mesure indirecte) : 
M = jX,, X,, X,...) 





B 1" étape : Évaluation de l'incertitude type u(X.) pour chaque mesurande X. 


Évaluation de type A Évaluation de type B° 


Cas où on a réalisé N mesures x, Cas d’une mesure unique x. 


* Meilleure estimation de X,: valeur | + Dans le cas d’une mesure unique, il faut repérer les différentes sources d’erreurs 
moyenne x, des mesures. liées au processus de mesure. 

° L'écart type expérimental o,_., ° Exemples : 

mesure la dispersion d’un ensemble 


de valeurs autour de la moyenne. Il se || Simple erreur de lecture® (ex : sur une pipette graduée). 
détermine facilement à l’aide d’une 


calculatrice. | d 
L'i tud Y L. Double erreur de lecture” (ex : sur une burette graduée avec X)=- A 
OS ARIee type SA : ) ASSOCIÉ AU || ajustage au zéro et lecture de V. ). u(X;)= Ne 
mesurande X, peut être évaluée grâce à = 


la relation : Cas d’une mesure obtenue à l’aide d’un instrument dont la tolé- u(X.) = LE 
rance f est donnée par le constructeur (ex : fiole jaugée, etc). a" 


Oo, — 1 
UN ° S’il y a plusieurs sources d’erreurs (ER,, ER, etc.), les incertitudes-type, 
s’ajoutent de manière quadratique : 


u(X,) = U(X;)sR, + U(X;)pR, 


u(X,) = 





1. Les relations sont données dans le cas fréquent d’une loi uniforme. 2. d correspond à la plus petite graduation de l’instrument de mesure. 
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étape : Détermination de l'incertitude type u(M) 


Pour calculer (M) à partir des incertitudes types u(X) il faut utiliser les relations données dans le 
tableau ci-dessous. 


M=X +X,+X, u(M) =u(X,) +u(X,) +u(X,) 


: ETETETES 
À; m x + À 
a est une constante 


étape : Détermination de l'incertitude élargie U(M) 





s Une fois calculée l’incertitude-type (M) de la grandeur M, il faut calculer l’incertitude élargie U(M) : 


U(M) = k xu(M) 


k est le facteur d’élargissement, il dépend du niveau de confiance souhaité, de la méthode d’évaluation 
de l’incertitude, de la répartition (gaussienne ou rectangulaire) des valeurs. 


+ Pour N < 60, k correspond au facteur de Student : 


Incertitude 


de type À ie 2,776 2,571 2,447 2,365 2,306 2,262 2,228 2,201 


° Pour N > 60, k = 1,96. 


Incertitude | Pour un mesurande M avec une distribution gaussienne” des valeurs mesurées m, et un intervalle de 
de type B | confiance de 95 % : k = 1,96 





3. C’est généralement le cas pour un mesurande fonction d’autres mesurandes, ce sera le cas le plus fréquent en chimie. 





IE) 4° étape : Écriture du résultat d'un mesurage 


Cas d’une mesure unique : Cas d’une série de mesures : 
M = (m+U(M)) unité M = (ñi + U(M)) unité 


= L’incertitude de la mesure U(M) est arrondie par excès en ne conservant en général qu’un seul 
chiffre significatif. 


a U(M) doit être exprimée dans la même unité que m (ou mn dans le cas d’une série de mesures). On prendra 
comme dernier chiffre significatif de m (ou m), celui qui est à la même position que celui de l’incertitude. 





GO CEROETE 


Il peut être pertinent de calculer juste après l’étape 1, les incertitudes relatives pour chaque source X, et 
ainsi voir laquelle est la plus élevée et au besoin modifier le matériel ou le protocole. 


uX) 100 


i 


> Pour s'entraîner, faire l'exercice n° 1 du chapitre 34 p. 625 


partagelivrespge.blogspotcom Annexes (FR 


Questions expérimentales 


en chimie 





Dans cette annexe intitulée « questions expérimentales » sont abordés sous forme de 
questions-réponses des points de chimie expérimentale venant compléter ceux qui ont déjà été 
abordés au sein de plusieurs chapitres. Ces questions-réponses abordent les notions incontour- 
nables que doit maîtriser un élève de prépa avant d'être évalué en travaux pratiques. Cette liste 
n'est cependant pas exhaustive. 





[Ol Titrages conductimétriques 


1. Décrire une cellule de conductimétrie et expliquer brièvement le principe de fonctionnement 
d'un conductimètre. 


La cellule de conductimétrie est constituée de deux plaques de platine platiné, de surface S distantes 
d’une longueur £ et délimitant un volume V de solution à étudier. L'application de la loi d’Ohm aux 
électrolytes montre que la conductance G (G = I/U) de cette portion de solution ainsi délimitée est pro- 
portionnelle à sa conductivité : 


G=K,x G (Gen Siemens ; Gen S.m' et K., : constante de cellule en m”). 


K'., est appelée constante de cellule et dépend des dimensions de la cavité constituée par les deux 


ce 


plaques : 
K 


cel 


2. Pourquoi étalonne-t-on un conductimètre ? 


= < ({enm,Senm'etK ,enm) 


L’étalonnage du conductimètre permet de déterminer la valeur K°.. de la constante de cellule du conduc- 
tmètre en utilisant une solution étalon dont la conductivité en fonction de la température est connue. 


3. Comment faire pour obtenir des segments de droites ? 
Comment repère-t-on l'équivalence ? 


= Pour que la courbe = f(V,) (avec V, le volume de solution titrante versée) soit constituée de segments 
de droites, 1l faut soit : 

— Ajouter un grand volume d’eau dans le bécher pour pouvoir négliger l’augmentation du volume lors 
du dosage. 


: V,+V 
— Reporter en ordonnée la conductivité corrigée : G x — 


À 
= L’équivalence est atteinte lorsqu’on observe une rupture de pente (voir exercice n° 2 p 625). 


avec V, le volume de solution titrée. 


4. Lors d'un dosage conductimétrique, est-il nécessaire d'étalonner le conductimètre ? 


Lors d’un dosage conductimétrique, 1l est inutile d’étalonner le conductimètre puisque les seules rup- 
tures de pentes suffisent pour déterminer des volumes équivalents. 
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HÎTitrages potentiométriques 


5. Quel est le principe d'un titrage potentiométrique ? 

Lors d’un dosage potentiométrique, on mesure à l'aide d'un volmètre une différence de potentiel entre 
une électrode indicatrice (ou électrode de mesure) et une électrode de référence. Le potentiel de l’élec- 
trode de référence est fixe alors que le potentiel de l’électrode de travail est fonction de la concentration 
des espèces en solution. 

6. Qu'est-ce qu'une électrode de référence ? Décrire l'électrode de référence au calomel saturé. 


Une électrode de référence est une électrode dont le potentiel est connu et est indépendant de la com- 
position de la solution que l’on cherche à doser. L’électrode au calomel saturé fait intervenir le couple 
Hg, CL, / Hg : 
0,06 C® 

2 [CT FT 
[CT] est maintenue constante car la solution interne est une solution saturée en chlorure de potassium 
— Ekcs = CSte. 








Hg,CL(s)+2e=2He()+2Cr = E=En am + log 


7. Quelle électrode indicatrice doit-on utiliser ? 


Dosage impliquant des ions M"* (ex : Ag*). Électrode métallique M (ex : électrode d’argent Ag). 





Dosage impliquant une espèce en solution (ex : Fe’*) donc 2 
s ë po : pe ( : ) Electrode inerte de platine (Pt). 
l’espèce conjuguée est aussi en solution (ex : Fe). 


Voir exercice n° 4 p. 627 





DEEE 


8. Expliquer brièvement le principe de fonctionnement d'un pH-mètre. 


= Le pH-mètre n’est rien d’autre qu’un millivoltmètre relié à deux électrodes : 

— L'électrode de verre dont le potentiel dépend de la concentration en ion oxonium (H,0*) dans la solu- 
tion ; c’est donc l’électrode indicatrice. 

— L’électrode au calomel saturée (ECS) qui a un potentiel fixe ; c’est donc l’électrode de référence. 


= En travaux pratiques, on utilise le plus souvent une seule électrode dite combinée dans laquelle les deux 
électrodes sont rassemblées. 


9. Pourquoi ajoute-t-on souvent de l'eau dans le bécher lors d'un dosage pH-métrique ? 
Cela change-t-il le volume de solution titrante versée à l'équivalence ? Peut-on rajouter 
autant d’eau que l'on veut ? 


On ajoute souvent de l’eau dans le bécher lors d’un dosage pH-métrique pour que l’électrode combi- 
née soit bien immergée. Cela ne change pas le volume de solution titrante versée à l’équivalence car la 
quantité de matière d’espèce titrée n’est pas modifiée par l’ajout d’eau. Si on ajoute trop d’eau, on dilue 
fortement l’espèce titrée et le saut de pH sera moins visible et le dosage moins précis. 


10. Expliquer pourquoi on étalonne un pH-mètre. 


L’étalonnage du pH-mèêtre est nécessaire afin que la tension mesurée entre les électrodes soit convertie 
justement en valeur de pH. En effet, l’électrode de verre a un potentiel qui est une fonction affine du pH 
donc, la tension mesurée l’est aussi : U = a — b x pH. Les constantes a et b sont propres au matériel utilisé, 
ce qui rend un étalonnage nécessaire pour que la conversion de U en pH soit exacte. Pour déterminer a 
et b, on utilise deux solutions tampons. 
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11. Quels avantages apporte la conductimétrie par rapport à la pH-métrie ? 


Dans certains titrages, la conductimétrie permet une meilleure précision pour le repérage de l’équi- 
valence que la pH-métrie (ruptures de pentes très visibles alors que les sauts de pH sont faibles : voir 
exercice n° 2 p 625). La conductimétrie, grâce à une modélisation par des segments de droite, nécessite 
un petit nombre de points de mesure, au contraire de la pH-métrie, qui nécessite un resserrage des points 
de mesure autour de l’équivalence. 


Titrages colorimétriques, avec indicateur coloré, 
ou spectrophotométriques 





12.a. Qu'est-ce qu'un indicateur coloré acido-basique ? Pourquoi doit-on toujours minimiser 
la quantité d'indicateur coloré acido-basique lors d'un dosage ? 


Un indicateur coloré acido-basique est un couple acide/base pour lequel les solutions aqueuses des 
formes acide et basique ont des couleurs différentes. Un indicateur coloré possède des propriétés aci- 
do-basiques, il fausse le dosage s’il est introduit en trop grandes quantités. 


b. Comment choisir l'indicateur coloré acido-basique adapté pour un dosage donné. 


Un indicateur acido-basique est adapté si le pH à l’équivalence est compris dans sa zone de virage. 
L’étendu de cette zone correspond approximativement à l'intervalle de pH : [pK, — 1 ; pK, + I]. Voir 
exercice n° 2 p. 625. 


13. Qu'est-ce qu'un indicateur coloré de fin de réaction ? Donner un exemple. 


Un indicateur de fin de réaction est une espèce chimique qui interagit spécifiquement avec le réactif à 
titrer ou avec le réactif titrant en formant une espèce colorée. Par exemple une solution de chromate de 
potassium permet de mettre en évidence la présence d’ions Ag* dans le milieu (voir exercice n° 5 p. 628). 


14. Proposer une méthode de dosage du diiode. 


Le diode I, peut être dosé par les ions thiosulfate S,05. L’équivalence du dosage est repérée par 
colorimétrie. À l’équivalence la couleur brune du diode (réactif titré) disparaît. Pour avoir un meilleur 
contraste lors du virage à l’équivalence on peut aussi utiliser de l’empois d’amidon (ou du thiodène) qui 
forme un complexe bleu nuit avec I,. voir exercice n° 3 p. 626. 


15. Quelles sont les réglages préliminaires à effectuer avant de mesurer une absorbance 

à l’aide d'un spectrophotomètre ? 
Avant de mesure une absorbance il faut : 
— Régler la longueur d’onde du faisceau incident au maximum d’absorption (pour avoir le maximum 
de précision sur les mesures), d’où la nécessité de tracer au préalable le spectre d’absorption À = f{). 
— Faire le blanc avec une cuve remplie de solvant afin de soustraire l’absorbance de la cuve et du solvant 
à l’absorbance mesurée. 
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rail de Laplace 488, 492, 495 
rayons lumineux 59 

réaction acido-basique 599, 600, 604 
réaction chimique 513 

réaction d’oxydo-réduction 587, 600, 602 
récepteur 112, 414 

réducteurs 546, 587, 600 
référentiel 211 

référentiel galiléen 232 
réflexion 63 

réflexion totale 64 

réfraction 63 

réfringent 61 

régime 129, 136 

régime établi 129 

régime libre 130 

régime permanent 129 

régime transitoire 129 

règle de Hund 543 

règle de Klechkowsk1 543 

règle de l’octet 553 

relation de de Broglie 95 
relation de Guldberg et Waage 514 
relation de Mayer 378 
rendement 416, 418, 424 

repère 213 

réponse à un échelon 130 
représentation de Fresnel 43, 171 
représentation de Lewis 553, 554 
réseau cristallin 568 

résistance 114 
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résonance 166 titrage indirect 620 


rotation 221 titrages simultanés 623 

titrages successifs 623 
S titres massiques 441 
second principe de la thermodynamique 397 titres molaires 441 
signal 29, 183 trajectoire 215 
sites intersticiels octaédriques 573 transfert mécanique 363 
sites intersticiels tétraédriques 573 transfert thermique 366 
solvatation 559 transformateur 489 
sous-couche électronique 542 transformation adiabatique 360 
spectre d’un champ 462 transformation dite quasi statique 359 
spectre de la lumière 60 transformation 1sobare 360 
spectre du signal 32 transformation 1sochore 360 
spectrophotométrie 526, 662 transformation isotherme 360 
spectroscopie 541 transformation réversible 359 
stabilité de l’équilibre 262 transformation thermodynamique 359 
stigmatisme approché 65 transition de phase 437 
stigmatisme rigoureux 65 translation 220 
synchrones 44 travail des forces de pression 363 
synthèse spectrale 32 travail élémentaire 257 
systèmes de coordonnées 213 travail utile 426 


tube de champ 462 
T 


tableau d'avancement 515 V 

température cinétique 394 valeur efficace 184 
temps caractéristique 134 vapeur saturante 439 
temps de demi-réaction 529 vapeur sèche 439 

tension électrique 110 vecteur d’onde 35 
théorème de l’énergie cinétique 260, 333 vecteur rotation 221 
théorème de l’énergie mécanique 260 ventre 48 

théorème de la puissance cinétique 260, 333 vitesse 215, 527 
théorème de la résultante cinétique 234, 331 vitesse angulaire 219, 221, 328 
théorème de Millman 119, 170 vitesse aréolaire 307 
théorème de Parseval 184 vitesse de disparition 527 
théorème des actions réciproques 235 vitesse de formation 527 
théorème des moments 442, 446 vitesse de réaction 527 
théorème du moment cinétique 234, 296, 331 vitesses cosmiques 313 
thermostat 367 volume massique 348 
titrage direct 619 volume molaire 348 


titrage en retour 620 
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POINT MÉTHODE 


Apprendre son cours 9-10 

Valeurs numériques des exercices 12 

Définir l'allongement d’un ressort 16 

Identifier une équation différentielle 17 

Utiliser une équation aux dimensions 18 

Résoudre une équation différentielle 19 

Simplifier une équation différentielle 23 

Exprimer l’onde progressive 34 

Étudier le phénomène d’interférences 47 

Schématiser en optique 65 

Construire une image par une lentille mince 79 

Construire l’image d’un point objet à l’infini 80 

Obtenir un grandissement unité 81 

Utiliser un schéma synoptique dans une association de lentilles 83 
Choisir un sens et une notation du courant 108 

Schématiser les circuits électriques 111 

Respecter la cohérence entre formule et schéma 116 

Bien démarrer en électrocinétique 120 

Choisir une variable électrique 130 

Étudier l’état initial et prévoir l’état final d’un régime transitoire 131 
Résoudre une équation différentielle du premier ordre par séparation 
des variables 134 

Comprendre le lien entre équation différentielle et équation complexe 161 
Exprimer la solution forcée 162 

Exprimer la phase de la solution forcée 163 

Comprendre la signification et l’intérêt de la fonction de transfert 186 
Tracer un diagramme de Bode 189 

Représenter les axes et la base d’un système de coordonnées 214 
Choisir un référentiel galiléen 233 

Résoudre un problème de mécanique 236 

Projeter un vecteur 237 

Exprimer la poussée d’Archimède 240 

Résoudre un problème de mécanique à l’aide d’un théorème énergétique 261 
Étudier le mouvement d’une particule dans un champ électrique 278 
Utiliser le TMC 296 

Exploiter les invariants d’un mouvement 308 

Exprimer l’énergie potentielle 311 

Exprimer la vitesse angulaire 327 

Étudier le mouvement du solide 331 

Différencier les grandeurs extensives et intensives 345 

Représenter et exprimer les forces de pressions 347 

Convertir les unités volumiques 348 

Choisir une notation pertinente : À, à, dourien 362 

Calculer le travail des forces de pression sur un gaz 365 
Différencier la transformation adiabatique et la transformation isotherme 367 
Calculer les grandeurs d'échanges 375 

Exploiter le second principe et le bilan entropique 399 

Effectuer un schéma de principe d’une machine thermique 414 
Calculer un rendement ou une efficacité 417 

Déterminer l’état (physique et thermodynamique) d’un système 442 
Établir un bilan enthalpique ou entropique avec changement d’état 446 
Représenter le champ magnétique 468 
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Choisir une orientation et utiliser un circuit équivalent 485 
Exprimer le couplage à l’aide de l’équation électrique et de l’équation 
mécanique 494 
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Déterminer les équations des frontières non verticales 637 
Déterminer un potentiel standard E° 637 

Déterminer un pK, 638 

Déterminer un K, 638 

Prévoir une réaction à partir des diagrammes E-pH 639 


26 m  Exploiter les bilans énergétiques 495 
27 m Déterminer la composition finale d’un système physico-chimique 516 
28 mm  Exprimer une concentration en fonction d’une grandeur physique 526 
28 m Déterminer une énergie d’activation E 528 
28 m Déterminer l’ordre d’une réaction et la valeur de k avec la méthode intégrale 530 
28 m Déterminer l’ordre d’une réaction et la valeur de k avec la méthode différentielle 531 
28 m Déterminer l’ordre d’une réaction et la valeur de k avec la méthode des vitesses 
intitiales 532 
29 m Calculer un écart énergétique entre deux états ou calculer une longueur d’onde 
absorbée ou émise 541 
29 m Déterminer la configuration électronique fondamentale d’un ion 544 
29 m Prévoir la formule des ions monoatomiques d’un élément 544 
29 m Déterminer la configuration électronique d’un élément à partir de sa position 
dans le tableau 545 
29 m Déterminer la position d’un élément à partir de la configuration électronique 545 
30 = Déterminer la représentation de Lewis d’un ion polyatomique 554 
30 = Reconnaître une molécule polaire 556 
31 om Calculer la compacité d’une structure 570 
32 m  Équilibrer une demi-équation électronique 587 
32 m Calculer le n.o. d’un élément dans un édifice chimique (ex. : HCrO,) 588 
33 m Calculer la constante d’équilibre K d’une réaction acido-basique 602 
33 m Calculer la constante d’équilibre K d’une réaction redox 603 
33 m Calculer une solubilité à partir de K° 603 
33 m Calculer la constante d’équilibre d’une réaction quelconque 604 
Fi 
G 
Fi 
me 
Fa 
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